EISTI - DEPARTEMENT MATHEMATIQUES
EXAMEN DE STATISTIQUE I

La consultation des documents et calculatrices est interdite,
Seul document autorisé : Deux feuilles format A4, manuscrites

20 novembre 2007 - DUREE 2h00

Consignes :
- Penser 4 indiquer a votre nom sur chaque copie.
- Pour la notation il sera tenu compte de la clarté de I’exposé, de la rigueur
du raisonnement et du soin apporté a la copie.

Exercice 1 (Inégalité de B.T.). —
Soit X une variable aléatoire 4 valeurs positives de loi de Poisson de parametre A.
Déterminer une valeur de A afin que

1
> e
PX220)< 1.

Exercice 2 . — (Probléme de surbooking)

Un avion peut accepter 300 personnes a bord. La pratique montre que 10% des
personnes ayant réservées une place ne se présente pas a 1’embarquement. Soit X
le nombre de personnes se présentant a 1’embarquement.

1) Quelle est 1a loi de X ? Par quelle autre loi peut-on approcher la loi de X ?

2) La compagnie aérienne accepte 400 réservations. Quelle est la probabilité
qu’il se présente plus de 300 personnes a 1’embarquement ?

3) Combien la compagnie doit-elle accepter de réservations pour avoir une

probabilité de 95% de refuser personne a 1’embarquement.
N.B. on pourra se contenter de valeur approchée dans les calculs et se servir des
résultats : 332=1089 et 182=324.

Exercice 3 . — (Maximum de vraisemblance)

La hauteur maximale X de la crue annuelle d’une riviére est observée trés
attentivement par les services techniques de la ville car une crue supérieure 1 6
metres serait catastrophique. On a modélisé X comme une variable aléatoire de loi
de Rayleigh, c’est-a-dire avec la fonction de densité suivante,
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ou 6>0 est un parametre inconnu (on trouvera les moments de X & la fin de
I’énoncé ainsi que sa fonction de répartition). Durant une période de n années, on
a observé les hauteurs de crues X,,.... %X, .

N.B. Chaque question peut étre traitée indépendamment des autres.

1) Montrer que I’estimateur
1 n
T =—%Y'X?
n 2n = b
est un estimateur du maximum de vraisemblance de 6.
2) T, est-il sans biais ?
3) Pouvez-vous établir 1a convergence presque sure de T, ?

4) Déterminer le risque quadratique de T, et conclure quant & la convergence
en moyenne quadratique.

5) Quelle est la loi asymptotique de T, ?
6) T, est-il un estimateur efficace ?

7) Durant les 8 derniéres années, on a observé les hauteurs de crues suivantes
25 18 29 09 2.1 1.7 22 2.8

a) Montrer qu’a partir de ces observations 1’estimation par maximum de
vraisemblance de 0 est 2.42.

b) Une compagnie d’assurance estime qu’une catastrophe ne surviendra
pas de si tdt. Ceci peut-il étre justifié par les observations des 8

derniéres années
62
Remarque : e **% =6x107*.

xi
N.B. E(X)=1/%6, var(X):(z;z:mJB, var(X?) =402 et F(x)=1—e 2



Loi Gaussienne réduite

X étant une vanable gaussienne réduite, 1a table I donne les valeurs de u m_fonction'
de P = P(X > u) etde Q = P(X < u). La valcur de u se trouve & 1’imsrsc;t10n de
ligne et de la colonne dont les chiflf& Tentrée ont pour somme P. C'est ainsi que, pour

P =0]155=0,15+ 0005 on a u= 10152 De manitre analogue, pour

0 =10,844 =084+ 0,004, on a u= 10110

P 0,000 | 0,001 |o,002 {0,003 | 0,00¢ |0 005 0,008 | 0,007 {0,008 |0,008 |O,010

0,00 = | 3.0902]32 87821 3,7478| 2,6521 [ 2,5758 { 2,5121 | 2.4573 [ 2,4080 | 2, 3656 | 2,3263 | 0,99

0,01} 2.3263f 2,2904 | 2,3571| 2,2262( 2,1973 | 2,1701 | 2, 3444 | 2, 1201 |2, 0089 | 3,0745 | 2, 0537 0.98

0,02} 12,0537 2,0335]2,01411 1,0934 3, 0774 | 1,9600 | 1,9431 | 1,938 | 1,9110 | 1, 8857 | 1. Bm0s 0,97

0,03 1,8803] 1,8683|1,8522 1,8384| 1,8250 | 1,B119 | 1, 7991 { 17866 | 1,7744 | 1,7624 | 1.7507 0,96

0.04 | 1,727 1,7392} 1,7270| 1,7180| 1,7060 | 1,6854 | 1,6840 | 1, 6747 [ 1,6648 | 1. 6548 1,6449 |0 95

0,05} 1 8449} 1,8352]1,6258) 21,6164/ 1,0072 | 1,5982 | 1,5893 | 1,5005 |1, 5718 | 1, 3632 1,5548 | 0,94

0,06 { 1.5548) 1,5484(1,5382)1,5301( 1,5230 {1, 5141 | 1,508 | 1,4985 | 14500 | 14833 1,4738 jo_s3

0,07 { 14758 1 4684 | 1,4611 1,4538| 1, 4468 | 1,4395 | 1,4325 | 1,4355 | 1. 4187 | 1. 4118 1,4051 |o0,82

0,081 1,4051) 1,3984 | 1,3917| 31,3852 1, 3787 | 1,3722 | 1,3658 | 1,3505 {13592 | 1. 3460 1,308 {o,pI

0.08 { 1.3408] 1,3346 | 1,3285] 1,3225( 1,3165 | 1.3106 | 1,3047 | 1,2928 | 1,32030 | 12873 1,2818 |0 90

0.10 | 1,3816} 1.3759 | 12702 1,2648| 1,2391 | 1,2536 § 2,2481 {1,2436 | 13,2372 1,2318 1,3285 | o, 89

0.111 1,2385/ 1,2212 1,2160| 1,2107| 1,3055 [ 1,2004 {1, 1982 | 1 1001 | 1. 1850 | 1. 1800 1,1750 |0, 88

0,12 ) 1,1750) 1,1700 | 1,18501 1,1601 ) 1,1552 | 1,1503 | 1, 1453 | 1, 1407 | 1. 1330 1,1311 | 1,1264 | 0 87

0,13 | 1,1264] 1,1217§ 11170 1,2123{ 1,1077 | 1,1031 | 1,098s | 1,003 1,0893 | 1,0848 |1,0803 |0, 88

0.14 | 1.0003| 1,0758]1,0714| 1,0869 | 1,0625 | 1,0581 | 1,0537 | 1, 0404 | 10450 | 1. 0407 1,0384 |o, 85 .

0,151 10364} 1.0322]1,0279) 1,0237| 1,01%4 |1, 0152 | 1,0110 | 1, 0069 1,0027 [0,9986 | 0,90845 | 0, 8¢

0,18 | 0.9945] 0,9004 | 0,9883| 0,0822{ 0,9782 |0,9741 | 0, 9701 | 0, 0881 | 0, De21 0,9581 [D,9542 |0, 83

0,17 | 0,0542 0,9502 | 0,463 | 0,942¢ | 0,9385 [0, 934¢ | 0.9307 | 0_9265 | 0. 5230 0,9102 {0,515¢ | 0, 82

0.18 | 0,8154] 0,5116 | 0,5078 | 0,5040 | 0,9002 [0, 8965 |0, 8937 | 0. Bapo | 0. 8853 0,8816 {0.8779 | o0,81

0.1% | 0. 8778} 0,5742{ 0,8705| 0, 8867 | 0, 8633 | 0_ 8588 | 0. 8580 {0, m52¢ 0,8488 {0, 8452 | D,8416 | 0, BO

0,30 | 0,8415( 08381 | 0, 8345 0,8310 | 0, 8274 |0, 8235 [0, 2204 | 08183 | 0, 8134 | 0, 3080 0. 8064 [ 0,79

0.31 { 0,2084] 0,8030 | 0,7995{ 0,7061 | 0,7926 |0, 7802 | 0, 7858 |0, 7834 | 0. 7790 | 0. 7758 0,7722 |o0.18

0,32 | ©0,7733} 0, 7638 | 0,7655] v, 7621 | 0, 7588 | 0, 7554 | 0, 7521 | 07488 |0, 7454 0,7421 {0, 7388 {0, 77

0.23 | ©0,7388) 0,7356 | 0,7323 | 0,7280 | 0, 7257 {0, 7225 [0. 2192 | 0. 7180 { 0, 7128 0,7095 {0, 7063 [ 0,76

0,24 | 0,7063| 0,7031 10,8959 | 06967 | 0,6035 | 0, 6903 {0,6271 | 0. B840 0,8808 {0,6776 |0,8745 | 0,75

0.25 | 0,67451 0,8713 | 0,6682 0,6651 | 0,6620 {0, 6588 | 0,8557 {08526 {0, 8405 0,6464 {0.8433 |, 74

0.36 | 0,8433) 0,€403 | 0,63731 0,8341 0,8311 | 0,6280 | 0,6250 |0,6218 | 0.8188 0,6158 {0,6128 | 0,73

0,37 | 0,6128/ 0,6098 | 0,8088| 0,6038 | 0,8008 |0, 3678 | 0_5948 | D, 5918 0,5888 (D,5858 |0,5828 | 0, 72

0,28 | 0,5828] 0,5796 | 0, 5769 | 0, 5740 | 0, 5710 |0, 5681 |0,3651 |0, 5622 {0, 5592 | 0. 5583 0,553 {0,71

0,329 | 0,3534] 0.5505{ 0. 5476 | 0,5446 | 0, 5417 {0, 5388 [0.5358 | 0. 5330 | 0. 5302 0,5273 |0,524¢ | 0,70

0.30 } 0 32441 0,5215 10,5187 0,5158 | 0, 3129 {0,101 | 0,3072 | 0, 5044 | 0, 5015 0,4987 [0,4858 | 0 69

0,31 | 0,4956] 0, 4930 | 0,4902 | 0,4874 | 0,4845 |0, 4817 |0.4789 |0 4751 0.4733 {1 0,470% |0, 4677 | 0,68

0,32 | 0,4671| 0, 40849 | 0,4631 { 0,4503 | 0,4585 | 0,4538 | 0, 4510 § 0, 4482 | 0. 4454 0.4437 |0,4389 | 0 87

0,33 1 0.4396| 0,4372 [ 0,4344 | 0,4318 | 0, 4289 | 0,4201 | 0,4234 | 0. 4207 0,417 |0, 4152 |0, 4125 { 0,86

0,34 | 0.4135) 0,4097 | 0,4070 | 0,40¢3 | 0,4016 |0, 3955 |0, 3961 | 0, 3834 | o 3807 0,3880 {0,3853 | 0,85

0,35 | 0,3853| 0,3826 | 0,3799 | 0,3772 0,3745 {0,3710 | 0, 3652 | 0, 3565 0,3638 |0,3611 |0,3585 | 084

0.38 | 0,3585( 0,3558 | 0,3531 | 0,3505 | 0,3478 | 0,34351 [0, 3425 | 0 3308 | 0, 3372 0,345 {0,3319 | 0,63

0,37 | 0,3319] 0, 3202 10,3266 | 0,3239 | 0,3713 | 0,3186 |0, 3180 |0.3134 ©0,3107 | 0,3081 |p, %055 | 0,82

0,38 | 0,3055| 0,302 {0,3002{ 90,3976 | 0,2650 | 0,3634 |0, 2898 | 0,2872 0,2845 | 0, 2619 |0 2783 | 0,81

9,39 | 0.3793{ 0,2767 | 0,3741 | 0,3713 | 0, 2689 {0,3¢63 | 0,3637 | 0.2611 | 0, 2585 0,2558 {0,2533 | 0,80

0.40 § 0.35337 0,2308 | 0,3432| 0,2456 | 02430 {0,2404 |0, 2378 | 0.2353 | 0, 2327 0,231 {0,2275 | 0,50

0.41 | ©0,2275| 0.23%0 | 0,3234 | 0,218 | 0,2173 | 0,2147 {0,2121 |0, 208€ 0,2070 |0, 3043 |0,2019 |0, 58

0,62 | 0,2019 0,1993 [0, 1968 | 0,1942] 0_1917 |0, 3291 ©.1865 | 0,1840 j 0. 1815 [0,1730 |0, 1764 | 0,57

0.43 | ©0,1784 ] 0,1738 | 0,1713 | 0, 1887 | 0, 1662 | 0,1637 |0, 18521 |o_ 1588 | 0. 1380 0,1535 |0,1510 | 0,56

9,44 1 0.1510 0, 1434 10,1450 | 0,1434 | 0, 1408 | 0,13a3 |0, 1358 {01332 | 0. 1307 0,1281 |o0,1257 | 0,55

0.45 | 0,12571 0,1231 | 0,1306 | 0,1181 | 0,1156 [0,1130 {0, 1105 | 0, 1080 | 0, 7053 0,1030 {0,1004 | 0,54

0.46 { 0,10041 0,0078 | 0,0054 | 0,000 | 0,0804 |0,0278 |0, 0853 |0, 0828 0,0803 10,0772 |0,0753 | 0,53

0,47 | 0,0753) 0,0728 | 0,0702 | 0,0877 | 00653 | 0,0827 | 0. 0602 |0 0577 0,0552 | 0,0527 |0,0502 | 0,52

9,45 | 0,0502| 0,047 | 0,0451 { 0,0436 | 0,0401 | 00376 {0, 0351 | 00328 0,0301 [ 0,0276 {0,0251 | 0,51 L

0.49 | 0,02511 0,0338 | 0,0201 | 0,0175 60,0150 {0,0125 {0, 0100 |0.0075 | v, 0030 06,0025 {p,0000 | 0,30 ;
0,010 | 0,008 {0,008 {0,007 |0,006 |0, 00S 0,004 {0,003 |0.002 {0.001 |oO,000 Q ;

Grandes valeurs de u b
P 107" 107 10! 107! T 107" L
u 3, 718D 4.2649 4, 1534 5,1983 5.6170 5,9978

{1} Les tables sont extraites de I’

de I'Université de Pans.

ouvrage Tables Statistiques publié¢ par I'Institut de Statistique
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LEISTI — DEPARTEMENT MATHEMATIQUES
EXAMEN DE STATISTIQUE I

La consultation des documents et calculatrices est interdite.
Seul document autorisé : Deux feuilles format A4, manuscrites

21 avril 2008 - DUREE 2h00

Consignes :
- Penser a indiquer 4 votre nom sur chaque copie.
- Pour la notation il sera tenu compte de la clarté de I’exposé, de la rigueur
du raisonnement et du soin apporté a la copie.

Exercice 1 . — (Inégalité de B.T.)

Lors d’un examen un candidat doit répondre a deux questions type QCM. Pour

chacune des deux questions, quatre réponses sont proposées dont une seule est

exacte. Le candidat répond en choisissant au hasard une réponse pour chaque
question. On définit alors les variables aléatoires indépendantes de méme loi X, et

X; telles que

Xi=1 si la réponse a la iéme question est juste
Xi=0 si la réponse a la iéme question est fausse
1) Le nombre de bonnes réponse est donné par la variable aléatoire Y définie
par :

Y=X +X,

Quelle est la loi de Y (support et fonction de masse) ? Calculer son
espérance et sa variance.

2) L’examen est noté sur 6. On attribue 3 points & chaque bonne réponse et on
retire 1 point par réponse fausse. Soit Z la variable aléatoire représentant la
note du candidat.

a) Montrer que Z=4Y-2.

b) En déduire I’espérance et la variance de Z

¢) Trouver une majoration de la probabilité pour que le candidat ait une
note supérieure strictement a la moyenne.

Exercice 2 . — (Probléme de stock)
A D’entrée d’une station de métro, un marchand de journaux remarque qu’en
moyenne, entre 8h et Sh, une personne sur 10 achéte le journal.
1) Sachant qu’il passe 400 personnes entre 8h et 9h, indiquer la loi de
probabilité du nombre X de journaux vendus pendant cette période.
2) Calculer une valeur approchée de la probabilité pour que le marchand
vende moins de 30 journaux.
3) Combien faudrait-il qu’il commande de journaux pour €tre certain 4 95% de
ne pas tomber en rupture de stock ?



Exercice 3 . — (Estimateur)
Soit  X,,...,X, un échantillon de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées de méme loi que X dont la fonction de densité fo définie
par
B-2)x si-1<x<0
fo(x)=406x si0<x <1
0 sinon

1) Calculer ’espérance de la moyenne X_ et en déduire I’expression de T un

estimateur sans biais de 6.
2) Etudier la convergence en probabilité de I’estimateur T.
3) Calculer le risque quadratique
4) Quelle est la loi asymptotique de T (convergence en loi) ?
5) On considére maintenant I’ estimateur Q défini par

3
=—X+1
Q=3X

Quel est le meilleur estimateur entre Q et T ?
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