devoir Analyse 3

E.LS.T.L - Département Mathématiques
Ire Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n° 2 (Analyse)
donné le 6 février 2007
(Durée 2h.)

I (s Pts)
Evaluer I’intégrale suivante par application de deux méthodes différentes -
(a.) Application du th. des Résidus.
(b.) Application d’une des formules intégrales de Cauchy.

I f‘ (322 +2)
Je (224 9)(z —1)2
ou C est un cercle de rayon |z| = 2.

II (7 Pts.)

On étudie le probléme de 1’évolution dynamique d’un systéme physique dont I’état
(en fonction du temps) est décrit par la fonction f, qui vérifie I’équation integrale sui-
vante :

/+00 Flu)gz(t — u)du = g1 (¢) (D.0)

-0

En supposant que f, g1, g2 € L? avec

1 1

NTEi e 2T pig

(et que leurs transformées de Fourier existent dans ’espace dual L2*),
résoudre ce probléme en réalisant les étapes suivantes.

a)
Calculer la transformée de Fourier en cosinus de g1 (), F.[g:](c:) en utilisant les
4 étapes de la méthode des fonctions analytiques (Contour de Jordan attention
a>0)

a)

D’aprés le résultat du a) donner directement (par analogie) la transformée de
Fourier en cosinus de g (t), F.[g2](cx)

b) Appliquer la transformée de Fourier en cosinus aux 2 membres de (D.0) en utilisant
aussi le théoréme de la convolution correspondant :

(RAPPEL : Felh # ho](@) = 2F,[hi)Folha])

et trouver la transformée de Fourier en cosinus de la fonction inconnue I
Felfl(@)

c) Appliquer le théoréme de la transformée de Fourier inverse en cosinus et donner la
solution f(t) du probléme (D.0)
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III (7 Pts.)

On étudie le probléme de 1’évolution dynamique d’un systéme physique dont I’état
est décrit par la fonction f (fonction du temps), qui vérifie I’équation différentielle
suivante :

d*f(t) .
en supposant que :
ﬁ =0 flt= 0)=1
ey TR

Résoudre ce probléme en 2 étapes :

a) Par application de la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (P)
trouver L(p).

b) Par application de la transformée de Laplace inverse et des propriétés des fonc-
tions analytiques (contour de Bromwitch et 4 étapes) trouver la solution f de
’équation différentielle.
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E.LS.T.I. - Département Mathématiques
1re Année Ingénieurs

MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n° 2 ( Analyse)
donné le 8 février 2008
(Durée 2h)

I (5 Pis)

Résoudre le probléme d’optimisation suivant par la méthode de substitution et la
méthode des multiplicateurs de Lagrange :

Opt{G(z1, 22, 23) = =2z, — 8z} — 4z% 4 15 - 23

sous la contrainte : {z, — 2§ = -2}

IT (6 Pts)

< &Y
Soitn e N*etx = {z1, ...z} € (R*")"
Montrer que :
n <I‘1+I2+...$n

<y il
Uzl +1/xa... +1/z, — V0 " n

Indication : Utiliser la concavité de la fonction z — f(z) = In(x)

- B)
Soit la fonction :
f:0-2,-1 - R
2

T = f(a:):%——Z

i) Faire la représentation graphique de f.

ii) Est ce que f est continue ? (Justifier)

iii) Utiliser un critére de votre choix pour étudier la convexité (ou concavité) de
fetde —f.

iv) Est-ce que I'image par f de lintervalle [—2, —1] est connexe ?. Justifier
votre réponse directement par le 1)) et en utilisant un théoréme du cours.
(Donner une démonstration de ce-dernier).

v) Trouver (si il y en a) un point fixe de f sur I'intervalle [-2, -1].

vi) Soit (R, d) I"espace métrique des nombres réels muni de la distance habi-
tuelle d(r, y) = |o — y|. est-ce que cet espace est de Hilbert ou de Banach
ou tous les deux ? (Justifier)

vii) Est-ce que f est contractante sur I'intervalle [—2, —1]. Si, oui vérifier que
toutes les conditions d’un théoréme du cours sont vérifiées pour que le point
fixe de la question v) existe et est unique.
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III (5 Pts.)

On étudie le probléme de I’évolution dynamique d’un systéme physique dont I¢état
(en fonction du temps) est décrit par la fonction g, qui vérifie I’équation integrale sui-
vante :

/‘+°° gk (b — w)du = hy(f) (D.0)

En supposant que g, hy, hy € L? avec

1

By oy
=gy &

R

( et que leurs transformées de Fourier existent dans 1’espace dual T2y,
résoudre ce probléme en réalisant les étapes suivantes.

a)
Calculer la transformée de Fourier en cosinus de k1 (t), F¢[h1](«) en utilisant les
4 étapes de la méthode des fonctions analytiques (Contour de Jordan attention
a > 0)

)

D’aprés le résultat du a) donner directement (par analogie) la transformee de
Fourier en cosinus de ha(t), Felha]()

b) Appliquer la transformée de Fourier en cosinus aux 2 membres de (D.0) en utilisant
aussi le théoréme de la convolution correspondant :
(RAPPEL : Felf1 * fo] () = 2F [ f1] Fel f2])
et trouver la transformée de Fourier en cosinus de la fonction inconnue g :

Felgl(a)

¢) Appliquer le théoréme de la transformée de Fourier inverse en cosinus et donner la
solution g(t) du probléme ([.0)

IV (4 pts)
Résoudre 1’équation différentielle suivante :
d4F e
() O 1 11y = exp (-1

en supposant que :

df 1 3

e = —— o= = —

dti - q 2 ft=0) 2

Résoudre ce probléme en 2 étapes :

a) Par application de la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation (P)
trouver L(p).

b) Par application de la transformée de Laplace inverse et des propriétés des fonctions
analytiques (Contour De Bromwitch en 4 étapes) trouver la solution f de I’
équation différentielle.
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MATHEMATIQUES POUR L’ INGENIEUR

Devoir surveillé n° 2a ( Analyse ) - Rattrapage
donné le 24 avril 2008
(Durée 2h)

I (5 Pis)

Résoudre le probléme d’optimisation suivant par la méthode de substitution et la
méthode des multiplicateurs de Lagrange :

Opt{G{x),29.23) = w.icf - ia,j + 29 — 81§ — Z2xg

. 2
sous la contrainte : {xs —at=-2}

I (6 Pris)

— A)
Soit x; et o3 deux nombres réels tels que ) > letx; > 1.

Montrer que :
] + Ty

In(

Indication : Utiliser la concavité de la fonction z — f{z) = In(In(x))

) 2+ In(z1) In(z2)

~ B)
Soit la fonction :
f:1.21 - R

= fla)= arg

z+1

i) Faire la représentation graphique de /.

if) Est ce que [ est continue ? (Justifier)

iii) Utiliser un critére de votre choix pour étudier la convexité (ou concavité) de
Jetde —f.

iv) Est-ce que I'image par [ de l'intervalle [1, 2] est connexe ?. Justifier votre
réponse directement par le 1)) et en utilisant un théoréme du cours. (Donner
une démonstration de ce-demnier).

v) Trouver (si il y en a) un point fixe de f sur 'intervalle [1. 2].

vi) Soit (R, d) I'espace métrique des nombres réels muni de la distance habi-
tuelle d(x.y) = |r — y|. est-ce que cet espace est de Hilbert ou de Banach
ou tous les deux ? (Justifier)

vii) Est-ce que f est contractante sur Iintervalle [1.2]? Si, oui vérifier que
toutes les conditions d’un théoréme du cours sont vérifiées pour que le
point fixe de la question v) existe et est unique.

P
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I 5 Pts)

On étudie le probleme de I’évolution dynamique d’un systéme physique dont I’ état
(en fonction du temps) est déerit par la fonction g, qui vérifie I’équation integrale sui-
vante :

+o
/ gle)ln {f = wydw = hoy(#) (D.0)

-

En supposant que g. fi;. hy € L? avec

( et que leurs transformées de Fourier existent dans 1’espace dual 1.>*),
résoudre ce probléme en réalisant les étapes suivantes.

)
Calculer la transformée de Fourier en cosinus de h; (1), F.[h;]{o) en utilisant les
4 étapes de la méthode des fonctions analytiques (Contour de Jordan attention
a > 0)

)

D’apreés le résultat du a) donner directement (par analogie) la transformée de
Fourier en cosinus de h, (1), Fc[h2](a)

b) Appliquer la transformée de Fourier en cosinus aux 2 membres de ([2.0) en utilisant
aussi le théoréme de la convolution correspondant

(RAPPEL:  F.fi * f21)(0) = 2F[fI]Fc|f2))

et trouver la transformée de Fourier en cosinus de la fonction inconnue g :
Felgl(a)

c) Appliquer le théoréme de la transformée de Fourier inverse en cosinus et donner la
solution g(t) du probléme (D.0)

IV (1 pis)
Résoudre I’équation différentielle suivante :
T
2 f R
(P) dj;i)-i-Sf(i):Scosi pow’
en supposant que :
df
— = 0; t=0)=1
di|yen ' H )

Résoudre ce probléme en 2 étapes :

a) Par application de la transformée de Laplace aux deux membres de [’équation (P)
trouver L(p).

b) Par application de la transformée de Laplace inverse et des propriétés des fonctions
analytiques (Contour De Bromwitch en 4 étapes) trouver la solution f de I’
équation différenticlle.
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