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0. Préambule

Signaux & systémes = | . Traitement du Signgl'S) =|. Conditionnement
( Mise en forme, Prétraitement, Amplificati6iilfrage...)

. Caractérisation
( Transformations fréquentielles)

. Détection - Estimation
(Moyenne quadratique...)

. Optimisation
(Filtrage optimal, Débruitage...)

. Modelisation - Identification
(Prédiction linéaire, modeles Markoviens...)

. Codage - Décodage
(Modulation, Démodulation, Brouillage...)

. Synthése de signal
(Génération de signaux analytiques, aléamitzuit ...)

. Reconnaissance - Décision - Compréhension -drétation
(RDF - Reconnaissances Des Formes, Clastdita)

. Automatique

. Commande des systémes
(Commande linéaire, adaptative, optimale...)

. Asservissement (systéeme bouclé) - PerformanCesrection
(Régulation, Suivi (Poursuite) automatique rdgectoires...)

Le signal, support de I'information, est a la bdeda communication entre les hommes et avec ledre@nement. La
théorie du signal a pour objectif la modélisaticatinématique des signaux et leurs traitements medgréres grande
diversité. Elle s’appuie essentiellement sur I'gsalfonctionnelle, I'algébre linéaire et le caldek probabilités.

L’'automatique s'intéresse aux systémes et a lenir@le, leur commande. La modélisation mathématigtegvient
aussi constamment pour caractériser les system@aipleur réponse a différentes commandes etiévddur
performances en termes de rapidité, stabilitéétipion. On peut classer les systemes par leuanisle complexité,
traduit par le nombre des variables nécessairesd#muire leur état. On peut opérer a une autssitieation des
systemes selon le type du signal utilisé pour éeunmande.

Exemples :

- TS (Filtrage) : Si on mesure la température ausdes dernieres décennies, il n'‘est pas évidentgubant d'en
déduire un réchauffement de la planéte di a I'noaumeau des valeurs croissantes de la température.

En effet, la terre est soumise depuis des miliésai des fluctuations climatiques naturelles gstinécessaire de

gommer G filtrage) pour mettre en évidence les fluctuatiarttficielles dles a I'homme.

En Traitement du Signal, c’est le signal qui nauériesse en premier lieu, qui constitue notre dibj@aractérisation,
filtrage ...)

- Automatique (Asservissement) : Régulation de la températlunee salle :
- analogique : la température est mesurée engremce.
- numérique : la température est mesurée avaltes de temps réguliers.

En Automatique, c’est le systéme qui est au coesmpuéoccupations. On cherche alors a le caraatéléssynthétiser,
le corriger ... pour qu'il fournisse une réponse gignal) satisfaisant certaines contraintes (golaion: sortie= entrée,
en poursuite ...).
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Plan du cours

1 Représentations Temporelles des Signaux & dBgstémes a Temps Continu & a Temps Discret.
2 Tutorial Mathcad.

3 Représentations Fréquentielles des Signauxdes Systémes a Temps Continu.

4. Représentations Fréquentielles des Signaux des Systéemes a Temps Discret.

4. Annexe. Voir Annexe

5. Echantillonnage - Interpolation - Quantificaion.

6 Transformée de Fourier Discréte (TFD) et Rapid (TFR).

7. Filtrage linéaire. Analyse & Synthése des fiks numériques.

8. Annexe. Voir Annexe

9. Annexe. Voir Annexe

Annexe

4. Annexe. Représentation d'Etat des Systémes.
8. Annexe. Signaux Aléatoires.

9. Annexe. Filtrage multicadence.
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1. Représentations Temporelles des Signaux & dessg§mesa TC & a TD

[. SIGNAUX

1. Représentations Temporelles des Signaux
Il existe de trés nombreux types de signaux.

L'exemple le plus général de signal peut étre éotis la forme : x=f[v;w]
ou :
X: vecteur de dimm
V: vecteur de dinm
f: distribution
W : vecteur de dinp; indique que le signal peut étre aléatoire erafgigpparaitre une

dépendance statistiquedn fonction du tirage, de I'épreuve).

Une distribution généralise la notion de fonction.

S(t)=o si t=0

Exemple de distribution : l'impulsion de Dirac :
P P o(t) =0 sinon
A(1)
1€
t
o(t) = Iirrg) A, (t)  avec comme fonctiod, (t) possible : "€2.0 €2
£

[

O(t) n'est pas une fonction caj}é-(t) dt =1, alors que l'intégrale d'une fonction presqueenpiirtout est nulle.
On va se limiter au cas ou :

X: scalaire £ réel)

V : scalaire, et ce sera généralement le tdmps

f: appelée fonction ( parfois abusivement notanirpear Xt) )
W : fixé - signal déterministes(non aléatoire)

Exemples de signaux monodimensionneEY) : Température, compte bancaire, ligne d'image, ...
Exemples de sighaux complexe2D) : Image , champ de forces (amplitude et direction) .

2. Signal a Temps Continu, a Temps Discret - Signglantifié ou non
Un signal s'écrit donc X(t) = f (t) :
.si t varie continuementiu moins par morceaux (on dira abusivement massgimplement rée), X(t) est un signal

a Temps Contint@).

.si t estdiscre(t ne peut prendre qu'un nombre fnlimité de valeurs (ou un infini dénombrable)), éig€néralement
NT avech entier etT réel(dans le cas par exemple de I'échantillonnage mhgoe a la périodel ),

X(NT) noté aussiX(N) ou encoreX,, , estun signal & Temps Discr&D).
(Un signal a TD est souvent agpdlis simplement mais abusivement signal discret).

Qu'il soita TC ou a TD, le sign#lpeut étre :
. a valeurs réellesX est un réel (I'amplitude devarie continuement).

. & valeurs discrétesx est un nombre codé sarbits et peut ainsi avoi2” valeurs possibles (I'amplitude Hest discréte).

1. 1
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————  ECHANTILLONNAGE

TC TD
Q x (1) x (n)
U
A .
N Amplitude
T . t n
| Continue 0 10123456
= signal analogique (1) signal échantillonné (2)
' X (n
A T B O
’; Amplitude S ] 1
I Discréte t :7'7‘7'7'7'7;[717$ n
0 -1 0123456
N signal quantifié ?3) signal numérique  (4)

Exemples :| (1) : Vitesse d’'un mobile.
(2): Taille d'un étre humain évaluée régulieremehue année par exemple)
(3): Compte bancaire (arrondi au centime pres).
(4) : Population humaine évaluée régulierement, @om@nniveau de gris des pixels d'une
ligne (1D) d’'image (2D) (I'échantillonnagst alors spatial et non temporel).
Un signal a TD peut étre a TD par nature :
EX.: les notes d'un éléve dans une matiére (ou dassephs, donnant alors un signal vectosel plusieurs
dimensions) tous les mois.

Il peut aussi s'obtenir & partir d'un signal & BE gchantillonnage le plus souvent périodique, &ode T
Ex.: température mesurée a intervalles de temps rég@tignon en permanence.

On note alors généralement ces signauxxpan) plutét quex(n) pour faire apparaitre explicitement la période
d'échantillonnagd’. Pour alléger les écritures, on notera soux@nil) parX,.

En ce qui concerne les signaux a TD, on pourrar mEeréférencenais on ne le fera pas systématiquement, le ctenégant
souvent assez explicite) us€quence d’échantillons px(n)} plutdt quex(n) qui désigne un échantillon particulier
(d'indice n) du signalX, en méme temps que la séquence elle-méme (idemgsosignaux a TC).

3. Classification des signaux
- Signaux physiques : ils ne présentent que trés rarement des diseotdin(physique quantique).

Exemple : Signal carré de tension électrique :
v(t) ii
t

- Signaux mathématiques : un modéle mathématique d’un signal (économigématjyraphique, ou purement
mathématique) présente souvent des discontinuité

Exemple : Montant d’'un compte bancaire :
m(t)

Crédit  Débit
+o0

- Signal stable ') : X(t) est un signal stable si : J-|X(t)| dt < oo

+0o
- Signal a énergie finiel(*) : X(t) est un signal a énergie finie si :.[ x*(t) dt < oo

1
- Signal & puissance finie :  X(t) est un signall -périodique & puissance finie si ?I x?(t) dt < oo
T

- Signal & support borné :  X(t) est un signal & support borné $t(t) est nul en dehors d'une partie bornéeRie
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4. Signhaux usuels

1. Représentations TemporellessiSignaux & des Systémes a TC & a TD

SIGNAL TC TD
Echelon ou indice unité rt=1sit>0 Fn)=1 sinz0
(fonction de Heavyside) =0 sit<0 =0 sinon
(non défini pout = 0)
notél ou uou® ou encore’ r(t) I (n)
ou méme 1
1 1
Ce signal permet de simuler yn ¢ T ] ] ] ] n
brusque changement de régime 0 21012324

de fonctionnement
(mise en route, ...)

Fenétre ou porte ou

M) =1si 7/2<t<T/2

NinT) = 1si T2<nTe<T/2

impulsion =0 sinon =0 sinon
ne nnt)
notéM+ de largeuf™ ) T
1 1
1] : A1
1,1 T, e
272 2 72
Impulsion de Dirac ou Ot) =osit=0 o(nN)=1sin=0
percussion
O(t) = 0sinon o(n) = 0 sinon
notéod

(@ TD, on l'appelle souvent
symbole de Kronecker)

Ce signal simule une breve
perturbation (parasite, ...)

(et aussi une « claque » pour
un systeme)

1
() = Mﬂo? M,(t) doula propriété:

exo: [ ot)dt=1
(1)

t

0
(1 représente l'aire (le poids) dg) et non pas
I'ordonnée)

(ex: to>0)
Oe#0: J‘:O_Jrg ot—t,)dt=1

dr(t)

A =4

)= j[é(r)dr

o(t) est paire

5(n) et 6(n - k) sont respectivement noté
aussi 0 (N,0) et 0(n,k)

mais ces derniéres notations sont déconseillég¢

k
0K entier : Zé_(n) =1
n=-k

o(n)
1/%\
oo |l 6o o o & n
-2-101234
o(n-k)
1T
I .
(ex:k=2) -101k=23 4

np+k
Ok entier : Zé'(n— n,) =1

=ny—-k

on)=r(n-r(n-2

F(n):id(n— K)

h

o(n) est paire

7]
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On en déduit les propriétés :

00

T f()a()dt = [ F(0)a(t)dt= f(O)Ta'(t) dt=f(0

—00

T f (1)3(t - 7)dt :T f(1)o(t - r)dt:f(r)Td(t)dt: f(7)

L'impulsion de Dirac & TCH(t) peut étre vue comme la limite de nombreuses fonst\ , (t) lorsque
& - 0, pourvu qu'elle vérifie les 2 propriétés :

( -
[, dt)dt=1 07=0

et:
O(t) =cosit=0
O(t) = 0 sinon
ot) = Iirrg) A, (t) avec par exemple, les fonctions possilles(t) suivantes :
£
A (t) A (1)
1€ 1/
t t
1. “€/2 0 /2 2. 0 € (modéle a éviter car non pair)
1 -t
Ae: (t) e As (t) £ r(t)
£
_Z% t t
3. "€ 0¢€ 4, 0 (modéle & éviter car non pair)
A1) 1ol A1) 1 ¢
[271e TEe” +t?
Jg t t
5 0 6. 0

5. Définitions sur les signaux

- Signal déterministe Signal certain, prévisible signal aléatoire= lié au hasard, qui posséde une dépendance spadistd 'épreuve).

- Signal causal :Signal dont on ne connait pas le futur. Celaasuit par un signal nul au temps négati Q) :
le signal a un débugpnventionnellement pris en @t il est réalisé pour> 0. Ainsi, s'il était non nul & < 0, le signal peut étre interprété
comme existant avant le début ! Ou bien commealisaét pour le temps renverdé<q 0) (temps se déroulant dans le sens inversei¢n causalité)

(pour un signal causal, on ne peut que se déplices le passé ou le présent, contrairement a nalsign causal pour lequel on peut accéder a son
futur).

avanc o retar R . . .
De méme, un signal anticausal n’existe que feotemps< 0)
Exemple de signal non causalin enregistrement Exemple de signal causalUn signal radio regu au vol

(en effet, le « rembobinage » d’'un signal enregiparmet de revenir en arriére, comme pour un k@esal, mais surtout son « bobinage avant »
permet d’aller dans le futur, ce qui est impossgi@ar un signal causal).

- Signal stationnaire (ou encore a Temps Invaridny ) :

- C'est un signal invariant si on change l'origies temps.

Exemple une sinusoide est un signal stationnaire, mais &ii ajoute un offset (décalage vertical) au salwr temps, le signal

n'est plus stationnaire (sa moyenne varie au cdutemps). Le signal parole est un autre exempgifal non stationnaire.

- S'il est aléatoire, cela se traduit en parteytiar le fait que ses propriétés statistiques émog, variance ...) ne
changent pas au cours du tempsgnt indépendantes de l'origine des tempsg¢voluent pas au cours du temps).

Ex.: lesrésultats du lancé d'un dé a 6 faces esgnalstationnaire (si le dé n’est pas modifié aurs des épreuves !).
Le résultat est toujours compris entre 1 etlé atoyenne statistique - espérance mathématicgste inchangée :

= 12 3456 21 - 5
moyenne —in B =140 4.2, 0 4 X; , pj : résultatg;) et probabilitéf;) d'une épreuve.
i
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- Signal analytique Signal décrit par une équation permettant delluts, et ce de fagcon non récurrente.

A .o A ©
- Energie d'un signatas complexe)(TC) E :j_ |X( t)|2 dt (TD) E= Z:|X(I’1)|2 (E=0)
n=-—oo
[unité: le Joule] (cas scalaire): (TC) Eir XZ(t) dt (TD) Ei i XZ(n)

n=-o0

Pour un signal a énergie infiniggnal périodique par exemplep préfere utiliser l@uissancemoyenne)pour le caractériser :

A ] T 2

- Puissancémoyenned'un signal : (TC) P=T||m EIT|X(t)| dt (TD) P— IIm— Z|X( )|

— 00 - n——k

o . A 1 T
unité: le Watt cas scalaire): (TC = lim— 2 TD = lim——— 2
[ ] ( ):(TC) p TI|[T!°2TJ._Tx(t)dt (TD) p= l'Elek+ Zx(n)
A
[unité: le déciBel (dB)] P,z =10log(P|) =10log(P) (P=0)
Ex x(n) =T (n) - I'énergie diverge E =0 ) mais la puissance moyenne du signal reste flrlyfz1 wTZ‘X( )‘ _ m2k+lzl_k, m2k (k 1)_7

- Rapport Signal/Bruit (SNR) : . s(t) signal utile etby(t) bruit, sont 2 signaux (TC) causaux, scalairesjuiéeT

S, signal utile etb bruit, sont 2 signaux (TD) causaux, scalairesNdegchantillons

puissancenstantanédusignal 2
. SNR instantané - : (TC) SNR— P XA(1) (TD) SNR— P _ X%
puissancistantanédu bruit P, bZ(t) P, f .
N-1
pU|ssancmoyenn&iu5|gnaI 2
. SNR moyen o : (TC) SNR i J. X (1) dt (TD) SNRﬁ B _ ; %
t = - =
pmssancmoyenn ubrui R, J- bz(t) dt P N 1bn2
n=0
T
PR 2 (1) dt = Xn P
[unité: le déciBel (dB)] (TC)SNR, 10log :[[bt)dt = 10|09(XJ =P P (TD)SNRB 10log N:o :10log(ij =P, -P
b b

Dans le cas de bruit aléatoire non ergodique, iltfarendre sa moyenne statistique (espérance) {iu® sa moyenne temporelle (1 seule réalisatiobrdit ne suffit pas).

- Produit de convolution: Soit les 2 signaux a T&(t), y(t) (resp. a TDx(n), y(n)). Leur produit de convolution

est défini par : TexOOy() = [ X7) (t-1) & M)x(MOYN = X R ¥ k
k=-00
Dans le cas discret, la convolution (causale pamgle) peut s'écrire comme un produit scalair@ decteurs :
N N %o Ya
x(n)* - n+ k= =x avec : et: .
(m*yn kZ::,) XRy k kZ::,) K ¥k v = X1 =[Xo X - XN]T y= y51 :[yn Voo yrrN]T
XN Yo-n

Propriétés : - Le produit de convolution est commutatik(t) C y(t) = y(t) L x(t)

- Le produit de convolution est aussi assocetdistributif par rapport a I'addition.
- On fera apparaitre, en Représentation Fréalkntie produit de convolution comme un
produit de transformées fréquentielles (prodaipolyndmes).

- La convolution discretav, = X * Yy, = z X Y-k estun algorithmeyramidal (= il met en
k

oeuvre une récurrence a partir de 2 signauxXi@t Y, ) pour autoriser le calcul du signal résultat (i¢|)).

- Déconvolution: A partir de I'expression du sign&(t) a TC (resp.S(n) a TD) comme produit de convolution :

S()=X0O* ) (resp.sS(N=XN* Yy M), on peut extraire le signad(t) par exemple (respx(N) ) par
déconvolution, notée par I'opérateur : moyx() =990 YH (M)x(N)=g9nd ¥n

Propriété :On fera apparaitre, en Représentation Fréquentialdéconvolution comme une division de polyndmes

1. 5
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- Produit scalaire : Soit les 2 signaux a TQ(t), y(t) U L2 (|) (= ensemble des fonctions de carré sommablg stft, t,]), 1€

produit scalaire associé est: (FCK,Yy> = L X(Y)y () dt ouy(t) estle conjugué du complexgt)
Oona: [x° =<x x> Dans le cas réel< x, y > :I x(1) y( 1) dt
|

- Fonction de corrélation
- Fonction d’intercorrélation :  Elle permet la comparaison de 2 signaux :
soit les 2 signaux a TQ(t), y(t) (resp. a TDx(n), y(n)).
La fonction de corrélation & T, (t) (resp. & T@, (Nn)) traduit la ressemblance de 2 signaux :

© 3

(TO) §, (1) = [X(D)y(t + 7)d7 (TD) #,,(N) = 3" X(K) Y(N+K)
—0 k=00
Cas de signaux complexes(‘tonjugué) : (TC)¢xy(t) - Tx(r) y* (t+7)dr (TD) ¢Xy(n) - i )(k) y*(n+ k)

Il faut bien sOr que I'un au moins des 2 signauru Y soit & énergie finie pour que ce calcul soit pdssib
Puisqued,, (t) (resp.@,,(n)) estune mesure de la similitude ent@) et y(t) (resp. entrex(k) et

Y(k)), elle atteint son maximum pour une valeurtdéresp. dek ) lorsque la similitude est la plus grande.

En pratique, ces formules ne sont utilisabieprogrammables) que si les 2 signaxpet Y sont a durée
limitée. Par exemple, dans le cas discref\siet M sont les durées respectives ¥K) et y(k), alors
la durée dep, () estN + M —1.

Si'un des signauxX ou Y n’est pas & durée limitée, il faut alors le fenpeur limiter sa durée (d’observation, de calcul).
Pour des signaux a énergie infinie, les formuledéfiition précédentes ne convergent pas.

Dans le cas discret par exemple, pour des sigpéuadiques de périodN , la fonction d'intercorrélation est définie par :
m+N-1

¢Xy(n) = % Z X(k) y(n + k) avec M entier quelconque.

k=m
Propriétés de la fonction d'intercorrélation
. Elle est anticommutativeElle n'est pas paire): (T@,,(t) =@, (-t) (TDY,,(N) =@, (=)
. La fonction de corrélation peut s’écrire a laid'une convolution :
(TC) @, (1) =x(=t) Oy(t)  (TD) @, (n) = x(-n) Ty(n)

. On fera apparaitre, en Représentation Fréqlientee fonction de corrélation comme un produittdasformées
fréquentielles (produit de polyndmes).

On en déduit la fonction d’autocorrélatigh,, (t) (TC) (resp.¢,,(n) (TD)) :

- Fonction d’autocorrélation
Elle traduit la vitesse de variation du sigi{t) (resp.x(n)):

© o

(TC) 4,,(t) = [ X(D)x(t + 7)d7 (TD) P (M) = 3 X(K)X(N+K)

—o0 k=—c0

Cas de signaux complexes(tonjugué) : (TC)¢xx(t) - T X(T)X* (t+7)dr (TD) ¢Xx(n) = i X K) x*(n +Kk)

el K=o

Propriétés : . La fonction d’autocorrélatiog, , (t) est maximale pout =0 (TC)

(resp.@,,(n) maximale poun = 0 (TD)).

. La fonction d’autocorrélation est paire : (¥&),(-t) = ¢@,,(t) (TD)Y,(—n) = @, ()
. La fonction d’autocorrélation peut s’écriréade d’'une convolution :
(TC) P, (1) = x(—t) Dx(t) (TDP,,(n) = x(=n) Ux(n)
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. SYSTEMES
1. Systémes
Un systeme est ureentité »possédant éventuellement une (ou plusieurs) engté&ventuellement une (ou

plusieurs) sorties.
{0 ] y=o0)

Notation : un systéemed excité par un signal d'entréé répond par un signal de sortie : Y = ®(X).

2. Types de systemes
Les quelques exemples suivants permettent diidugh notion de systéme :

Température extérieure

l

Radiateur Piéce chauffée Température intérieure Systeme physique mono-entrée, mono-sortie, pertarb€

Conjoncture mondiale

Taux de crédit ; i
Contréle des change: E%%nggyse (I;lrf]lgrtrl](;n e Systéme économique multi-entrées, multi-sortiegupeé, a TD
Dépenses publiques g

Bruit de calcul
; ari Transformée de N - . .
Signal numérique . Spectre Systéeme numérique de traitement de signal (TD)

Conditions atmosphériques Pannes Gréves

Décisions de la i . — . .
tour de controle Aéroport éggglllzsgi%es Systéme d'organisation séquentiel (TD)

;

Divorce Stress Chémage

Doses de ¢ .
médicament Nombre de cigarettes Systéme béhavioriste (TD)
anti-tabac par jour

Perturbations

;

Signaux de commande Systéme Signaux de sortie Systéme général

Les signaux de perturbations sont des entréeisydates du systéme dans le sens ou on ne pauagi
elles, contrairement aux entrées de commande.

L’étude d'un systeme consiste a rechercher un leadathématique du systéeme, c’'est-a-dire sesoakti
d’entrée-sortie. Ces relations peuvent étre :

-algébriques systemes statiques

-des équations différentielles (TC) ou des équatinsdifférences (TD) systemes dynamiques
-algorithmiques (cas de la Transformée de Fouriscite) :approche procédurale

-descriptives (de type « si...,alors..approches regles d'évolution de systéeme expedmiexionniste (réseaux
de neurones), logique floue ...
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3. Définitions sur les systemes
- Systéme Linéaire (SL) :
Un systéme® est linéaire s'il vérifie les 2 conditions suivest

P(A.X) = A.D(X) (A réel si on se restreint & réel, sinond vecteur siX vecteur)
(Multiplier par un coefficient a I'entrée ouadortie du systeme revient au méme)

et D(X, +X,) =P(x)+DP(X%,) (X, X, : signaux d'entrée)
(La réponse du systéme a la somme des entitégads a la somme des réponses a ces entrées)

ou la relation de combinaison linéaire, plus coséermais moins pratique@®(A . X; + A,.X,) = A . P (X)) + A ,. D (X,)

Un systéme linéaire est tel que les effets sont partionnels aux causes, et la réponse a une somme
d’entrées est identique a la somme de chacune dé&ponses a ces mémes entrées

Avec un systeme linéaire, les transformées lméaie Laplace, Fourier,.. peuvent donc s'appliquer.
(1) 1:)E ® y(Q /D\ Ax{tA):): N y(&)A/D\
t 0 t Systeme linéaire : t 0 t
Xl(tz ® yl/g)@\
0

t —
%O o Y2/ A , X (D) +x2 () o oA y(O=y: Oy (1)
14 A Q —
0 0 t : ! >t

Systéme linéaire :

-

y(®
Ay, ®
y,0+y,
Y,0 ——
Y,0 ﬂ x(t)
x(0 X0 1 A x, (0)
xl(t)+ xz(t)

Pour un systéme linéaire, a tout instant on a dmoaractéristique de linéarité :

- Systéme stationnaire (ou encore a Temps Inva(Ehiou enfin non dynamique) :

Systéme dont la réponse est invariante par décdlatemps (i.e. de l'origine des temps) : systema@st pas en
évolution (une méme entrée appliquée a 2 instafiésahts provoque une méme réponse décalée dwtan

Un systeme stationnaire n’évolue pas dans le tempsorigine des temps n'a pas d'importance.

Un systeme stationnaireest tel qudes mémes causeentrées)produisent les mémes effetsorties)a des instants différents
. A
TC: si Px(D]=y() - P[Xt-1)]= W t-1t)

x(t) y(®

Xt-t yt-4
TI_L ® AN
0 0t t

b t Systéme stationnaire

A

™: si Ox(M]=yn - [Xn B]= ynr k
Pour un systéme stationnaire, il revient au mémetdster une entrée puis décaler le résultat quediscaler I'entrée puis la traiter.
Un systeme non stationnaire est un systéeme en éviun.
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- Réponse Impulsionnelle (RI) (ou Percussionn&le)() d'un systéme :

C'est la réponse, noté€) (TC), ouh(n) (TD) a l'entréed(t) (TC) oud(n) (TD).
On a, si les Conditions Initiales (CI) sont nulies

o(t) LD | h(t) (TC) an) LD | h(n) (TD)
On notera méme le systéme par sa Rl (les fleabrtsmplicites) : (ClI nulles)
x(t) h(t) y(t) (TC) x(n) h(n) y(n) (TD)

La RI caractérise complétement un Systéme Linéaira Temps Invariant (SLTI) (hors CI):

la seule connaissance bdgermet de prédire la réponse du SLTI a n'impautslg entréex :

(Si 'Homme était un systéme linéaire et statiorméalors qu'il n'est généralement ni lI'un ni I'eeitsauf
sur une plage de fonctionnement trés réduite ljéfonse a la seule question - I'impulsion de Dikac
permettrait de déduire la réponse a n'importe cuiglliestion).

Si un systéme n’est pas linéaire, il ne peut@&ractérisé par sa RI.

On a la relation fondamentale de convolution eetrieée et sortie pour les SL :

(le produit de convolution est linéaire, commdiatssociatif, distributif par rapport a I'addition
SL : y(t) = h(t,7) * x(t) (TC) y(n) = h(n,k) * x(n) (TD)
SLTI: y(t) = h(t) * x(t) (TC) y(n) = h(n) * x(n) (TD)

Si un systéme linéaire n'est pas a Temps Invardam| dépend de I'origine des tempsa(TC) (respk a TD):
- RI d’'un SL non stationnaire : -aTCh(t,D) -aTD: h(n,k)

- Cas essentiel des SLTI :
yO =ho*xy=[ Ko xt-na=[ btn ) d¢ (TE
Y= Xh=3 bk&m k=3 G kk ( ID

k=-00 k=-00

SLTIaTC: il estrégi par une équation difféfelle linéaire a coefficients constants :

k m
- z a y(t) = z b xX"(9 k > m pour les systémes physiquespasse-bas) ]
i=0 i=0
Cette équation différentielle linéaire a coeffitenonstants et décrivant un SLTI n’est autre ¢gguhtion de convolution.

SLTIaTD: il estrégi par une équation auxaiénces linéaire a coefficients constants :

- Y axn-)=Y hxn-)
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Démonstration de la relation fondamentale de odmion des SLTI :

[SLT! | y(®) = h(t) * x() (TC) | y) =hm*xmn) (D) |
TC TD
Définition (t) h(?) h(t) 3(n) h(n) h(n)
si les Conditions Initiales (C.l.) sont nulles si C.I. nulles
Stationnarité 3(t-7) h(t) h(t-7) o(n-k) h(n) h(n-k)
Linéarité X(T)d(t-1) x(@h(t-1) | x(K)d(n-k) x(K) h(n-k)
Linéarité I_me(r)d(t - 7)dr j_‘”w x(r) h(t—7) dr Zw: x(k)a(n- k) Zm) X(KHn B
o -

or: ["x@ot-Ddr =" xA(t-D)r | or: Y x(k)S(n-K=> KN §

0 ke o
=x(Of o(t-ndr=x(91= X = x() 3 8(n-K) = X(n).0,(n) = X(n)

d'ou : aifeded =1) |dou: - Oﬁ(n)=i§(n—k))
[x(r)h(t-r)dr=y(9 D x(Khn-K=yn

X(t) :x(t)*f'(t) X)) = () * K1

- Systeme récursif
La sortie a un instant donné dépend de la sodlauires instants
- la seule connaissance de I'entrée ne suffit gas@aitre la sortie (notion de mémaoire)
- état initial de la sortie a connaitre.

- Systéme causal
Systéme qui, a un instant donné, ne nécesdiéecoinnaissance du futur de I'entrée ni celle durfde la sortie

pour fournir sa réponse a cet instant. |l estatarasé, s'il est linéaire stationnaire, par une&lsale (Rl nulle & < 0) si
bien sar les ClI sont nulles.

(TD) : alinstantn fixé, la sortiey,, d’un systéme causal ne dépend que des valeursgsass présentek (< N) de

I'entrée X, , et des valeurs passédsé £ n—1) de la sortiey, .

De méme, un systéme linéaire stationnaire non taosaede une RI non causale.
- Dans la relation d'entrée-sortie du systéme, féesa un instant donné ne dépend que du passeptdent (et
non pas du futur) de I'entrée et de la sortiee futur étant défini & partir d’'une échelle dmpst dans le sens- ).

Pour un systemeausal le temps s’écoule de la gauche vers la droiters d’'un balayage de traitement).

Pour un systémeon causal le temps s’écoule de la droitgers la gauchdors d’'un balayage de traitement«) : si on
déroulait le temps dans le sens causal) un systeme non causal répondrait avant d'écitéek

Exemple de filtrage causal
Traitement d’'une ligne d'image : | x(k-1)| x(K) [ x(k+1) |
x(k) est le niveau de gris @x(k) entier< 255) du pixel d'index dans la ligne d’'une image Noir & Blanc.
Pour appliquer un filtreausal il faut balayer une ligne d’'imagke la gauche vers la droite (4 ) :
(le sens de balayage n'a réellement d'importaneedguns le cas d’un filtrage récursif)
Filtrage causal non récursif:  Exemple y(k) = x(k) - x(k-1) (dérivateur discret)
Dans le cas d'un filtrage non récursif, on n'est phligé de balayer une ligde la gauche vers
la droite, on pourrait tout aussi bien balayer de la dreges la gauche.
Filtrage causal récursif : Exemple y(k) = x(K) - y(k-1) (dérivateur discret récursif)

Dans le cas d’un filtrage récursif, il est impérdt balayer une ligneée la gauche vers la droitet
non de droite a gauche, car le filtre fait réf@ea un pixetiéja traité, (qui doit dond’ au passé).

1. 10
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h(k)

Autre facon de le vaiEx.: y(k)=x(k-1) RI h(k) = &(k-1) 01 "k Pour fournir la répondes’écoule .

Un systeme causal peut travailler en temps eéeh(line)(sous réserve de puissance de calcul suffisante)
Un systéme non causal ne peut agir qu'en temfggé@lE off line) sauf si I'entrée est connue d'avance.

Pour un systémeon causal(plus exactemergnticausal (= systéeme de RI nulle &> 0),le temps s’écoule
a I'envers, du futur vers le passéors d'un balayage de traitement{). (Si on fait dérouler le temps du passé
vers le futur{ —) (déconseillé), un systéme non causal répond avéime excité ! Ex. : y(k)=x(k+1))

Exemple de filtrage anticausal

Traitement d’une ligne d’image : | x(k-1) | X(K) [ x(k+1) |
Pour appliquer un filtranticausa) il faut balayer une ligne d'imagte la droite vers la gauche (£ ) :

Filtrage anticausal non récursif :Exemple y(k) = x(k) - x(k+1) (dérivateur discret)

Dans le cas d'un filtrage non récursif, on n'est phligé de balayer une ligde la droite vers la
gaucheon pourrait tout aussi bien balayer de la gawehs la droite.

Filtrage anticausal récursif : Exemple y(k)=x(K) - y(k+1) (dérivateur discret récursif)

Dans le cas d'un filtrage récursif, il est impérde balayer une lignée la droite vers la gauchet
non de gauche a droite, car le filtre fait réf&ea un pixetléja traité (qui O au passé si on prend une échelle
de temps « » mais qu’'on peut dangereusement faire appaitrene futur avec un sens de déroulement du temps «).

? ﬁ hk)

Autre facon de le vaiEx.: y(k)=x(k+1) RI h(k)=0&(k+1) -10 k Pour fournir la réponses’écoule .

Exemple de filtrage anticausal- Renversemertt translationydu temps % ex.défilement a I'envers d’un son) :

Entrée : x(kde longueuN  KI[O,N] Sortie : y(kF x(N-K) (systéme non stationnaire)
Rl h(k)=d(N-k)
Kk
x(K) ¥t 1
k k k
0 N 0 N 0 N

RI causale bien que le systéeme soit non causdkcsystéme est non stationnaire
Pour calculey(k), il faut connaitre le futur de (= instant d’indice supérieurld.

Exemple de filtrage non causal

Filtrage non causal non récursif Exemple y(k) = x(k-1)- x(k+1) (dérivateur discret & 2 pas)
On peut balayer le signal d’entrée dans le send'gueeut. On peut méme décomposer le filtrage
en 2 parties : causale (balayage : y'(k) = x(k-1) et anticausale (balayage ) : y (k) = x(k+1)
et écrire que y (k) =y (k) + y'(k).

Filtrage non causal récursif :  Exemple y(k) =x(k) + y(k-1) + y(k+1)
Cet exemple montre un filtrage qui n’a aucun season ne peut en méme temps faire
référence, pour un pixel déja traité, au passél'avenir (ambiguité) !

- Systeéme réalisable Systéeme causal (un systéeme non causal a touéd®mne existence physique).

- Systeme instantané
Systeéme dont la sortie & un instant donné ne dégea de I'entrée a cet instant. Dans tout ausgilca
est dit & mémoire.

- Systeéme stable

- Systéme qui & une entrée bornée (en amplitugBurdt enénergie) répond par une sortie bornée

(stabilité au sens large encore appelée stahiitéasymptotique au sens de Lyapunov).

- Systéme qui, perturbé (la perturbation étantétiséle par une impulsion de Dirac), revient a danigitial
aprés disparition de la perturbation (stabditesens strict encore appelée stabilité asympwagusens de
Lyapunov). Cette définition se traduit par l& épr'initialement au repos, un systéme stable Risgui tend
vers 0 lorsque le temps’écoule € t _, + o pour un systeme causal,, —« pour un systéme non causal).
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- Systéeme multivariablez(monovariable) : Systeme comportant plusieurs entrées et sorties.
On s'intéressera essentiellement aux Systemesitléa@aTemps Invariant (SLTI)=Stationnaires (SLS)).

4. Représentation d’Etat

Une autre Représentation temporelle, mieux adaptétude des systémes multivariables, sera ptésen
dans un prochain chapitre.

5. Modélisation des systemes

La modélisation des systémes a pour obectif diétdbs relations d’entrées-sorties des systémes.
SYSTEMES DEMOGRAPHIQUES

Elevage d’animaux a TD Entrée : croisement / migé U(K) - Sortie : nombres de couplg{k)

On observe un élevage d'animaux qui obéit auxsioigantes : chaque mois un couple, s'il estderti
engendre (aprés une gestation d’l mois) 1 coupleeru-né, et cela indéfiniment. Un couple
nouveau-né devient fertile au bout d'1 mois eese constamment.

La mortalité et le croisement sont supposés neearorr que les nouveaux-nés.

Un nombre de couples(k) < 0 traduit la mortalité (ou la vente !) des casphouveaux-nés(k) > 0
indique un croisement (immigration, introductidarte population extérieure de couples nouveaux-nés)
L'élevage débute au mois numéro 0.

On cherche a déterminer le nombre de coup{k$le k-ieme mois, présents dans I'élevage.
Exemple avec U(K) =9d(K) :

k=0 fertilité k=1 vieillissement k=2 k=3 k=4
Q- hd \ &é &s &s
engendremen 253 \ é é é é
0000 * é
QR
y(0) =1 y(1)=1 y(2)=2 y(3) =3 y@4) =5
Soient : f (k) les couples fertiles enn( k) les couples nouveau-nés, au nlois
k-2 k-1 k

} {
N f(k-1)
- ®

y(k) = y(k =1) + nn(k) — vk — _
{y(k) y(k =2+ y(k=2) +u(k) (variante de suite de Fibonacci)

Ona: nn(k) = f(k-1)+uk) - avec y(k<0)=0
f(k) = y(k-1)

1. 12
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SYSTEMES ECONOMIQUES
Caisse d'épargne a TD Entrée : investissem#fl) - Sortie : capital fructifiéy(k)

On considére une caisse d’épargne dans laquedleefe dépose chaque mois une somme d’argi ki)
(s'il s’agit d’un retrait,U(K) est négatif) placée au taux d'intérét mensule calcul des intéréts est le
suivant : ld ™ mois, I'intérét est calculé sur 'argent (capieaintérét) en dépot a la fin dis1) “™ mois.
Chaque mois, le client dispose donc d’une sommrgdht Y(K) qui représente la totalité de ses dépots
antérieurs augmentée des intéréts acquis.

Equation de fonctionnement de la caisse d'épargne

y(k)= k=D + Iyk-D+ R -

y(k) =@+ Dy(k-D+ UK
Condition Initiale (CI) y(—1) u(k) caus

SYSTEMES PHYSIQUES
Systemes électriques

Circuit RC intégrateur & TC Entrée : tensia{t) -  Sortie : tensioiy(t)
LT
i(t)
U(I)T R ¢ T T y(t)
u(t) - y(t) = Ri(t) Y0 © = u(t)
Lois de Kirschoff : - —+y()=u (Cly,)
ity =c P dt ’
dt
Systémes mécaniques
Intégrateur mécanique a TC Entrée : fok{§) - Sortie : positiorX(t) par rapport &,
k
k : coeff. de frottement élastique
%;awji Mo 10 a : coeff. de frottement visqueux
XOE x( X, : position d'équilibre

Relation Fondamentale de la Dynamiqug forces= My - | f(t) — kx(t) — ax(t) = M X(t)

Systemes thermiques
Four électrique a TC  Entrée: puissance éleciidournie p(t) - Sortie: température dans le foékt)
p(t) = u(t) i(t) : puissance électrique fournie
. % (t) : puissance dissipée en pertes
' (t) : puissance utile
%E 6(t) % X : température ambiante, extérieure : Cte
RANET temp ' -

: masse du four

: chaleur massique du four

: capacité calorifiqgue du fouC; = mC
: Cte de rayonnement du four

Pendandt, le four regoit I'énergie :dw= pdt= dw + dw (p est= Cte pendandt)
avec : dw, : énergie absorbée pour I'accroissemendft) : dw, = p, dt= mCd= C @

XOO3HP

dw, : pertes en dissipation d’énergie : dw, = p, dt= K(6-6,) dt
Bilan énergétique: conservation de I'énergley= pdt= dw + dw= C &+ K6-6,) dt
da)

dou: | p(t)=Cem_ =+ K1) -6,]
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TD 1. Représentations Temporelles des Signaux & d&ystemesa TC & a TD

1. Décalage dans le temps - Avance - Retard - Rens&ment du temps [Voir TP]
A. Signal échantillonné x : signal a TlX(1 Z )

0O pour k<-1
x: k - xk)=
(k) ik pour k=-1
2

B. Signal analogique y : signal a TCI{ R)
0 pou t<-1
4 pour —-1<t<O
-4t+4 pour 0<t<1
0 pour t=1

y: t - yt)=

1. Dessiner les graphes Hest dey.

2. Expliciter les valeurs des signaux et les dessiner

- retardés : X(k —2) et y(t-2)

- avances : x(k+2) et y(t+2)

- renversés dans le temps :  X(—K) et y(-t)

- renversés-décalés : X(-k +2) et y(-t+2)
- OPPOSES : - X(K) et - y(t)

- avec offset : X(k) +2 et y(t) -2
- amplifiés : 2 (k) et -2y(t)

2. Décomposition d'un signal
- Exprimer analytiquement le signalt) de la figure comme une impulsion, puis I'expriadiide d'une somme

- . tO + tl
d'échelons retardés (on posefa=t, —t, et t, = )-
u(t)
2
| t
0 t0 tl
)
1
t
Rappels : . Echelon : 0
n (@
T
1
] :
T,1
2 0 2

. Impulsion :

TD 1. 1



Signaux & systémes TD 1. Représentations Temporedleles Signaux & des Systemes a TC & a TD

3. Stationnarité - Linéarité - Causalité
On donne les relations d'entrée-sortie de systama&sgiques ou numériques. lls partent tous dosrep
[u: entrée ;y: sortie].
- Pour chaque systéme, préciser s'il est :

- Stationnaire£ a Temps Invariant)

- Linéaire
- Causal
- Récursif
- Stable
1) y(k) = ku(k)
2) y(k) = u(k-1) +u(k + 1)
3) y(k+1) = (k) - 3u(k + 1)
4) y(K) = Su(K)]?
Annexe
5) y(K) = a(ky(k- 1) - 4(k- 2)y(k- 3 ) +u(k - 1)
6) y(k) = uk) +yk-1) et yk-1)=-uk +yk Comparer ces 2 filtres.
7) y(n) = médian fi(k-1), u(k), u(k+1)] (Médian non récursif).
(Un filtre médian récursif causal serait parregé : y(k) = médiany(k-2), u(k-1), u(k)] ).
8) y(K) = u(Ky(k-1)
9) y(k) = (k+1)u(k)
10) y(k + 1) = ry(K)[1 - y(K)] Ce systeme a un comportement chacticgie > 3,57.
(Ce systéme est purement récursif : c’est uteéBys Dynamique Discret, du ler ordre).
11) y'(t) = 3u(t) - Sy(t)
12) y"(t) = 3yQy'®m+y® +2
13) y'(t) = u(t) + sinfy(t)]
14) y'(t) = 3u(t) - a(t)y(t+1)
15) y(K) = Juk + 1) +uk-1)]/2 Nom de ce filtre ?
16) y(k) = Ju(k) +y(k-1)]/2 Nom de ce filtre ?
17) y() =u®) +yt-1 (>0)

* Un systemehaotiqueest, entre autre propriété, caractérisé par ume d@pendance aux Conditions Initiales :
une trés faible variation des Conditions Indgéntraine une tres forte variation de la sortie.

Rappels :- Stationnarité (TD) : siu(k) — y(k) alors u(k-p) — y(k-p)
- Linéarité (TD) : siuk) — y(k) alors k) — Ay(k)
et siulk) — yl(k) etu2k) — y2(k alors ul(k) +u2(k) — y1(K) +y2(k)
- Stabilité : EBSB : a Entrée Bornéen amplitude, en énergjeBortie Bornée
- Causalité (TD) : La sortie ne présente pas de dépendance viseBB/S futures :

a l'instantk fixé, y(k) ne dépend que des valeurs passées ou présgatesiex(p),
et des valeurs passépsk-1) dey(p).

Le systeme peut travailler en temps (éels réserve de puissance de calcul suffisante)
- Récursivité : La sortie a un instant donné dépend d’elle-ménmne autre instant.

4. Filtres numeériques
Soient les 2 opérateurs numériques suivants :

- Le Sélecteur (ou Décimateur) :

X(n <1 X(n X(n) si N pair
O —fsF— W, = sn
0 si n impair
- Le Compresseur : (Compresseur avec perte peaibged’informations sin petit) (sous-échantillonnage)
X(n c 1 X(n
0 =2

- Chacun de ces systémes est-il stable, linéaaresal, invariant par translation ¢tationnaire) ?
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5. Produit de convolution
Soient deux signaux(t) ety(t) nuls pourt <0 (causalité). On étudie le produit de convolutidt) * y(t).

- Montrer que les bornes de l'intégrale de didinise simplifient.
(on traitera les 2 cas : - a Temps Discret -@ Temps Continu).

6. Réponse d'un systéme numérigueoir TP2]

Le systéme de contrdle d'altitude d'un avion pénat modélisé comme un SLTI numérique causal, dont
I'entréex(k) est l'altitude désirée (consigne) causale ebitges/(k) est l'altitude réelle de l'appareil.

x(K, y(K) = h(yx (K

La Réponse Impulsionnelle de ce systéeme et lagioesont données par :

K 0 1 2 3 4 5 6 7 8
h(K) 0 2 -3/2 1/2 -3/8 1/8 0 0 0 0
x(K) 0 1 2 3 3 3 2 1 0 0

- Déterminerny(k) pour les premiers pas d’échantillonnage.

7. Détermination de la Réponse Impulsionnelle : @&nvolution

Au laboratoire, la premiéere idée qui vient a Ikigpour obtenir la Rh(t) est d'exciter le systéme avec
une impulsion bréve et d'observer la sortie.

Le résultat (& Temps Continu) est souvent déceeantie systéme réagit peu a une impulsion déefaib
énergie et «on ne voit rien » ou presque.

Toute augmentation de I'énergie est dangereuspaalaugmentation de I'amplitude on est menacé p
la saturation, et par 'augmentation de la duréeeosatisfait plus a l'impératif de brieveté.

La deuxiéme idée est d'envoyer un train d'impuakside facon a cumuler I'énergie. Cela se fait, less
excitations sont réparties de maniére quasi (ppealdatoires, on peut par corrélation obtéifty.

La troisieme idée est d'envoyer une excitatiodaqumEgue mais comme connug), d'observer la
réponsg/(t), et d'extraird(t) de I'équatiory(t) = h(t) * u(t). C'est ladéconvolution

- Donner I'algorithme de déconvolution permettdatcalculer la Rh(k) d’'un SLTI a partir d’'une entrée
u(k) causale et de la sortie correspondgtikedans le cas d'un systéme discret causal a@e 0.

8. Filtre numérique

Al '_I
Soit le filtre numérique (générateur d'échos) aniiv X(nT, LE | y(nT)
défini par son équation aux différences : y(nT) =x(nT) +ay[(n - 1)T]

1. Déterminer et tracer sa Réponse Impulsionnb(leT).
2. Pour quelles valeurs dece filtre est-il stable ?

9. Décomposition d’un filtre numérique en séquencgsaire et impaire

Montrer que tout signalh,, peut étre décomposé en la somme de 2 séquenced)gi et impairehi, . Donner

I'expression dehp,, et hi. en fonction deh, .

TD 1. 3
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TD 1 ANNEXE. Représentations Temporelles des Signawet des Systemes a TC eta TD

1. Stabilité
- Parmi les systémes linéaires soumis aux essgisdj, quels sont ceux qui sont stables et ceurele sont pas ?
Essai 1 2 3 4 5 6
Commande
L}t L%t —Ht L}t _L‘L%t J_Lq%t
Réponse
J S\t /ANt i —
t N\t ° I AN |
I t

2. Signal a Temps Continu et signal a Temps Discret
Soit le signal analogique (rampe causale) :

r) =t sit=0
r(t) =0 sinon

- Tracen(t) etr(nT) (rampe discréte) avélc= 1s.

3. Systéme récursif
On consideére le signal échantillonné s(k) défari ja relation :
s(k+1) =84 R-1 pourk 0
1

s(0) =3

1. Calculers(1), 5(2), ..S(K).
2. A l'aide d'une calculette, déterminer, en faisantner la récurrences(1), ...5(10), ...5(20).

3. Expliquer les résultats.

4. Traitement d’écho radar
Le principe du radar consiste a émettre un sigealourte duréel(t) qui, réfléchi par la cible, revient
a 'emetteur aprés une duréig X proportionnelle & la distance de I'émetteur éilide.
Le signal en retourx(t) , étant évidemment affaibli et bruité, on utilisenhaximum de la fonction

d’intercorrélation pour estimel, .
Soit X(t) =a u(t—1t) (on néglige le bruitage; seul I'atténuationregrésentée (par le coeft. ))
Montrer que la fonction de corrélatigh,, (t) est maximale pout =t;.

5. Transformation fréquentielle
On définit la Transformées(fonction de fonction)G5(z) d’une fonction discretef (n) par la relation :

G(2) = i f(nz™"

n=-co
1. Donner I'expression de la Transform&g (Z) de la séquence décalék(n — k)
2. Donner I'expression de la Transform&g, (Z) de la séquence miroirf:(—n)

TD 1. 4
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6. Miroir
On considére deux fonctions discretg@) et f(n) =u(n— N) ou N est une Constante.
1. Exprimer la séquencg(n) = f (—n) en fonction deu() .
2. Exprimer la séquencd(N — n) comme miroir deu(n — N).
3. Exprimer la séquencd (—n) comme miroir def (n) .

7. Produit de convolution
- Calculer l'autoconvolutios(t) deM(t) : s(t) = M(t) * N(t)
Rappel : |[M4(t) =1 si  -T/24<T/2

=0 sinon
M,
1
t
-T/20 T/2
8. Convolution avec)(t)
- Montrer que :

x(t)* X9 =X (TC)
x(N*an =X n (TD)

et:
X(O)* A=) = (-1 (TC)
x(M*An-R=Xn K (TD)

TD 1. 5
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TP 1. Représentations Temporelles des Signaux & des Systémes a TC & a TD
Note : le signal a TD x(k) est programmé comme un tableau Xy et non comme une fonction x(k)

car, méme si cela revient au méme ici, dans le cas d'un signal récursif, la programmation est plus efficace
(pas de risque de débordement de pile lors des appels récursifs).

1. Décalage dans le temps - Avance - Retard - Renversement du temps [Voir TD]

ORIGIN := -5 ki=-5.5 t:=-5,-5+0.01.5
X = 0 if k<-1 y(t):= |0 if t<-1
1 4 if -1 <t<0
— ifk>-1 ! <
2k —4t+4 if0<t<l1
0 ift>1
Xk Xk-2 Xk+2
k k k
X_k X2-k - X
k k k
Xk+2 Z’Xk
k k

TP 1. 1
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aTD

y(9) y(t-2) y(t+2)

y(=1) y(2-t) - y(9)

y(H-2 = 2:y(t)

TP 1. 2
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2. Tutorial Mathcad

1. Tour rapide

1.1. Mathcad 2001i

o

File Edit ¥iew Inzert Fomat Math Sumbolics Window Help

[DZE[8RY [ ER|o o™t |m9_|m>na.||—_[m/ v|&:m|
I Marmal JIAnaI iz

B Untitled:1

KN
Press F1 far help. AUTO NUM Page1 4

1.2. Les palettes mathématiques (barre d’outils magmatiques) Math Toolbar

1.2.1. La palette arithmétique Calculator toolbar

S8
El
K
=

| w m @ ¥ X
o+ x ~ ] -

1.2.2. La palette graphique Graph toolbar

e 2 o
@ & &)
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1.2.3. La palette matricielle

1.2.4. La palette d’évaluation

xf xfy xfy

1.2.5. La palette de calcul

1.2.6. La palette de calcul booleen

1.2.7. La palette de programmation

Pragramming
Add Line —

it otherwise
far wehile

break cantinue

return on errar

1.2.8. La palette de lettres grecques

@ 8y & = f
L/ B A S N
¥ £ 0o T o 0
Tou ¢ X ¥ ow
& BT AE Z
He I KA M
N EQTI P =
TY @ X ¥ @

1.2.9. La palette symbolique

Symbalic
— = Modifiers
float complex  assume
solve simplify  substitute
factor expand coeffs
collect sefies parfrac
fourier laplace ztrans

invfourier  invlaplace imvzirans

H o= M —

Inl =

Matrix toolbar

Evaluation toolbar

Calculus toolbar

Boolean toolbar

Programming lteol

Greek toolbar

Symbolic toolbar

2. Tutorial Mathcad
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1.3. Options (Menu Maths - Options)

Builtln ¥ ariables |Ea\cu\ation| Display | Unit Spsteml Dimensions'
Array Origin (DRIGIM) = m
Convergence Tolerance [TOL] W [0.001]
Constraint Toleiance (CTOL)  [0.001  [0.o01)

Seed value for random numbers |1 1]

FPRH File Setting

Precision [PRNPRECISION) |4 33 (4]

Colurnn width (PRHCOLWIDTH] IS 3: (8
BRestore Defaults |

ok | e | sk |

L'origine des tablea@Array Origin) fixe I'index de base des tableaux et vecteurg &I0 pour valeur défaut.
Pour manipuler des indices négatifs de vectewsglhe doit étre fixée a une valeur négative malerau-dessous de
laguelle les vecteurs ne sont jamais indexés.

Plutdt que de fixer cette origine par cette boéalhlogue, on peut aussi le faire par la commanakicad :
ORIGIN :=-1000

qui autorise alors la manipulation des indices @gteurs de ORIGIN=-1000 a une valeur maximale widget de la
mémoire RAM disponible (un swap disque devient kéhibitoire).

1.4. Calcul automatique (Menu Maths-. Automatic calculation)

= Calculate F3
Calculate Worksheet

’7 Sutarnatic: Calculation
Optimization

DOptions. ..

Cette optior{débrayable)permet de calculer éemps réeles calculs spécifiés dans la feuille courante.
Les calculs s’effectuent de haut en bas et de gaadroite dans la feuille de calcul courante.

Pour arréter un calcul en cours, il suffit d’appuser la touch&chap. La reprise du calcul peut se faire @alculate
dans le meniathsaprés avoir placé le curseur a 'emplacement thuka poursuivre.

1.5. Fonctions prédéfinies de la bibliotheque Mathad (Menu Insert - Function)
Insert Function E
Function Categary Function Name
Beszel acosh
Complex Mumbers acot
Curve Fitting acoth
Differential Equation Solving acsc
Expression Type acsch
File Access addnoize
Fnanee i = A, H
Iacos[z]
Returnz the angle (in radianz] whose cosine iz 2. Principal value for ;I
complex z.
gl 0k I Inzert Cancel |
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2. Les bases

2.1. Affectation. Variables globales

Calculator

alioma o, ¥ In ef
st " Mooy mo ) %P
[T tan 7 B 9 / cos

4 5 B x sin 1 2
g == w ==

Affectation d’une variable a:=>5

Affectation d’une fonction f(t) :=sin(t)

Une affectation est globale a la feuille de caltlrie variable globale par exemple, est connue tiande reste du

document apres avoir été définie (donc dans lagpdwtdocument inférieures (postérieure) a I'affectation de la
variable).

Toutefois, on peut affecter une variable par exemé¢ facon globale dans toute la feuille de cdlmuhnue méme
avant, au-dessus @ntérieure) de I'affectation).

Evaluation B

Global Definition ™

1-1
w
L'opérateur correspondant est le suivant Matrice globale : 01

2.2. Affichage de valeurs

nl i oma ok, = In ef

KT dog o) P

[T tan 7 8 89 / ooz
4 5 B x sn 1 2

3+==-D—j

Evaluate Mumerically =

Cet opérateur autorise I'affichage de la valeund’variable, d’'une matrice, d’'une fonction ... &sstun calcul ou
d’'une affectation.

(o)
W= 1
a= 5 £(0) = O 01

2.3. Variables suites

Calculator

i oma| X, =l In o

¥ x" " log 2
Fiange Yariable ;
[T tan S — 0%

4 5 B x sn 1 2
3 4+ = . 0 — =
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Variables suites entiéres :

Variables suites réelles :
La syntaxe est la suivante :

2.4. Vecteurs et fonctions

k:=0,0+ 1.5 4 encore
k =

A | W[N] | O

t:=-5,-5+0.1.5

t := start, start + step .. end

i oman %, 1% In

i

5 %" g H «2
" tan 7 Bos

4 5 B ¥ sin 1

i+ = . 0 —
Vecteurs

2
= X =k

Fonctions

y(k) =k

2. Tutorial Mathcad

stepest optionnel (par défaut step = 1)

gaa A W N, O

y = functions

L'usage des vecteurs est en général préférabliadess fonctions notamment dans le cas de fonstiéoursives, trés

co(iteuses en espace mémoire.
2.5. Graphique

| #

b

i IR
O s
S

55 6
= .
Xk
o .
o o 1 1
0 2 4 6
0. k 5.
55 6
.
= .
Xk
.o N R N
.
o 1 1
0 2 4 6
0. k 5.

s °
o i
y(K)
A i
O 0 | |
0 2 4 6
0, k 5,
1
KR T
(1) o -
oL L
1'5 0 5
5 t 5

Formatting Currently S elected X-Y Plot

MY Awes  Tiaces |Labels| Detaus |

Legend Label Symbol  Line  Color  Type  Weight

blu
dash agm lines 1

trace 4 hone dadat  mag  lines 1
1

1

lines

trace 5 hohe solid cya  lines
trace B none dat b lines

iace 1 [rone =] [soid =] Jred =] [ives =] [1 =]

™ Hide fuguments ¥ Hide Legand

[N

K I Annuler Aopliguer Aide
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2.6. Variables intégrées

m n=3.1443
e=2718

co oo =1x 1(?07|
. FRAME

2.7. Fonctions prédéfinies

. Fonction échelon

EchelonaTc t=-5-5+0.1.5 u(t) := d(t)
Echelona TD ORIGIN:=-100 k:=-5.5 Vi = P (k)
. Distribution delta
ut):= o if t=0
Delta a TC t:=-5,-5+ 0.5.5 0 otherwise
vi=1]1 if k=0
Delta a2 TD ki=-5.5 Vi:=3K0 , encore 0 otherwise

2.8. Calcul symbolique

Transformée de Laplace d'une fonction (échelon)

= 1
g(t) = d(1) G(s):= (1) laplace t - —

Transformée de Laplace inverse

h(t) := G(s) invlaplace s - 1 (h(t) est implicitement causale)

Ax107,

2. Tutorial Mathcad

u(t)
0 -

Vk
.6

-5 0 5
=5 k 55

116%7

306
u(t) 510 — =

Vi
.
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2.9. Programmation

A l'intérieur d’'un programme, les variables sortdtes :
l'instruction d’'affectation globale := n’est alogpsis permise et I'affectation locale se fait par
Le résultat d'un programme (la valeur de retour)quatre, est globale a la feuille de calcul.

. Définition d’une fonction (fenétre)

c(t):=|0 if t<-2 o H

0Oif t>2
t:=-10,-10+ 0.1.10 1 otherwise e ° "

w10, t 10,

. Programme d’inversion vidéo d’'une image

Rappels

Image digitalisée = tableau 2Bl den lignes efp colonnes : IM [0:p-1, 0n-1]
IM[X, y] = niveau de gris du pixel de coordonngety : 0<x<p-1 O<ysn-l

0<IM[x, y] <255 (0 : Noir 255 : Blanc)
0 X NX-1
0 : X
|

yF-—-—+%

IM[x,y]
NY-1

Image NX : nombre de colonnes (p)

NY : nombre de lignes (n)

Y
ORIGIN:= 0
| := READBMHM("bato2.bmp") Nombre de colonnes :  Nx:= cols(I) Nx= 128

Nombre de lignes : Ny := rows(l) Ny =128

Traitement 2D :

T2D(U) := | for yOO..rows(U)- 1 K:=T2D(I)
for xd0..cols(U)- 1

J ~ 255- U
Y. X Y. X
| return J

Traitement 1D (colonne) :

T1Dy(f) := | for yOO..length(f)— 1  T1D(U):= | for xdO0..cols(U)- 1 L:=TaD(l)

9, - 255- fy - U<x>

g J<x>

« T1Dy(f)

185| 186 | 166 | 165| 183
184|189 | 166 | 166 | 183
184|182 | 157 | 170 | 180
186| 186 | 152 | 173 | 187
193|190 149|177 | 178

70| 69| 89| 90| 72
71| 66| 89| 89| 72
71| 73| 98| 85| 75
69| 69|103| 82| 68
62| 65|106| 78 77

slwfvfrk|o
slwfv]|rk|o
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2.10. Equations récurrentes

Filtre récursif (générateur d’écho) Ve =% t+tay,., avec X =0, et a=07

k:=0..20 X = o(k,0) a:=0.7 Yi = % if k=0
X Ay, 4 otherwise
ou encore :
y:=|a < 0.7
for kOO..10
X~ &k, 0)
Y = % if k=0

Y = %t a@k_l otherwise

1
S
.
Yk 0.5 ¢ 1
oo
‘e
=4 ‘o)
7.97%10%, ¢ .
0 10 20
0, k 20,

2.11. Animation

Une variable prédéfinie (FRAME) autorise I'animatid’'un graphique par exemple, en l'utilisant dans uariable
suite :

100100
°
On 50 [ ] -
(X X °
2 0 00 - - ‘5 10
n:=0.. FRAME gn:=n ; ; .

3. Aide et Collaboratory

. Aide

2 Mathoad Hotp ——————————— mEEE|
oE &5 = y = i

=

M asquer Er amiere Eravant  Page d'accueil Imprimer Optians

Sommaire | index | Recherche
|' | = | Graphing a math expression

To graph a math expression:

R Computstional features
> Layout toals

R Worksheset management
& vectors and matrices

g
Define a range variable for the range of values
aover which to plot the math expression.

’ EL:EEHS Choose Graph f X-¥ Plot from the Insert menu
E Mathcad Help F1 : Omaralore to insert the ®-7 plot operator,
81 Resource Center & S0 st osiizaton Click on the placeholder en the x-axis.
Tip of the Day... R Data Managemert —
Open Book. .. : g?;;:sn;:ﬁi dimensions Type the range variable.

R Graphs inthree dimenzions
> Symbalic calculation
2 Units and dimensions LI

About kathead )
Click in the middle placeholder on the y-axis.

_ d|

Handbaooks L4
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Resource centéfuicksheets, Collaboratory (http://collab.mathsoftn/~Mathcad2001i/) ...)

3 Resource Center: Welcome to Mathcad 20000 [_ O] =]
File Edit View Insert Fommat Math Symbolicz Book Help

|th® @ RHEHBESS

Tmathcadm RESOURCE CENTEI;I

| Collaboratory
Web Library

Mmsou com V{ f——
m.,,g/s,,pm,, ERENCE TABLES

| Web Store

W3 nd TUTORIALS

return to Starup
KT _'l_I
Press F1 far help Lta MUK v
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TP 2. Tutorial Mathcad
Un signal a TC sera programmé comme une fonction x(t), t réel

Un signal a TD sera programmé comme une fonction X(n), n entier, ou mieux cCOmme un vecteur Xn(pour des problémes de récursivité)

1. Convolution discréte c, de signaux causaux

Convolution d'une transition T, avec une porte 11,

C
C:=10 n:=0.C [y:= ®(n) I, = |1 ifOSnSE sn::l"n dnzzﬂn
0 if n> <
2
C =1
n
2 10
1 > o ¢ o 0o 0o o o o e e ee
Iy dp Cn
I 0 — I o o o o—f
0 1
0 5 10 0 5 10
n n 0 n 10
2. Réponse d'un systéme numérique [voir TD1] On reprend les exercices 6 & 7 du TD1 :

Le systéeme de controle d'altitude d'un avion peut étre modélisé comme un SLTI numérique causal, dont
I'entrée x (k) est l'altitude désirée (consigne) causale et la sortie y(k) est l'altitude réelle de l'appareil.

x (k) v(k) = h(k)*x (k)

La Réponse Impulsionnelle de ce systéeme et la consigne sont données par :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
h(k) 0 2 -3/2 1/2 -3/8 1/8 0 0 0 0
x(k) 0.1 1 2 3 3 3 2 1 0 0

- Déterminer y(k) pour les premiers pas d’échantillonnage.

TP 2. 1
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©

—
o
o

-1.5
0.5
-0.375 X=
0.125

O O =~ N W W W N
ol oo| Nl o o | w| | 2o
oo~ ol a|lw| ] 2o
ol ol 2| v w|w|lw| v o=

o| Oo| ©

ooooool—\oo|(|pl\>l—\|\>|(|p|\>o

y:= | for ne 0..K

AR 35

Xk

Yk

-0.25

TP 2. 2
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Déconvolution : Rappel :
x(k) hik) vlk) = hik)*x (k)
Par déconvolution, la RI 4(k) du systeme : peut étre obtenue par

déconvolution : h(k) = x(l())[y(k) - i h(k—1) x(i)}

Calculer o) :x(l()) {y(k) — lig(k_ i).x(i)} (k=1) et comparer avec h(k) .

g:= | for ke 0..K

g

-1.5
0.5
-0.375
0.125

g=9.807ms” h=

O|loo| N|o|lo| | W[N] ~]|O

ol o] o

3. Différence de 2 sighaux

- Calculer et afficher la différence d des 2 signaux a1 et a2.

al := READWAV("a1.an") a2 = READWAV("a2.an") al := al — 128 a2:= a2 - 128
d:=1 N := length(al) n:=0.N-1 N =800
50 | | | 50 | | |
-50 | | | -50 | | |
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
n n

TP 2. 3
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- Exprimer aussi la puissance P (en dB) du signal d sur toute sa durée

P:=1

P=a dB
4. Renversement d'image Renversement (miroir) horizontal d'une image
I:= READfIMAGE("batOZ.bmp") Nx := cols(I) Ny := rows(]) Nx = 128 Ny =128
MiroirH(U) := 1 J == MiroirH(I)

TP 2. 4
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5. Fonctions de corrélation de signaux physiques sur l'intervalle 0 <=n <= N-1

On considere 2 signaux de parole enregistrés dans les fichiers a1 et a2 issus de 2 enregistrements différents de la
méme voyelle "a", échantillonnés a 8 kHz mono 8 bits et de durée 0.1s -> leur taille est de 800 échantillons.
Il en est de méme pour 2 autres enregistrements de la méme voyelle "0", soit 01 et 02.

Lecture des fichiers de données
al := READWAV("al.wav") a2:= READWAV("a2.wav") ol := READWAV("o1.wav") o2 := READWAV("02.wav")
al:=al — 128 a2:=a2 - 128 ol :=01-128 02:=02-128
N := length(al) n:=0.N-1 N =800

Bien qu'ils soient a TD, les sighaux du sont tracés en continu pour une meilleure lisibilité.

50 I I I 50 I I I
50 | | | 50 | | |
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
n n
20 T T T 20 T
_ | | | _ | | |
20 20
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
n n

Intercorrélations  ¢ala2,, := paloly :=u

Autocorrélations  ¢alal,, == pololy =1

TP 2. 5
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5.863x10° 1.52x10°

dala2, dalol

_5519¢10° —1.159x10°
0 n 799 0 n 799

2.552¢10" 1.463x10"

dalaly ¢olol,

—1.385¢10" —8.179x10°
0 n 799 0 n 799

Conclusion : ???

TP 2. 6
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Détection d'une transition T, par un filtre dérivateur d

C=10

O peccccccce

-10

0 10

n:=-C,-C+1.C TI,:=d(n)

a:= 05

S:=

TP 2 ANNEXE. Tutorial Mathcad

1. Convolution discréte c des signaux X et dn sur l'intervalle -C<=n<=C

—(1 —e “)2

€

-10

Conclusion : ??2?

10

TP 2. Tutorial Mathcad

ORIGIN := —C
x =T d =Sne |n|
L= In = Sn-e
2
Cn
-1
-10 n 10
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2. Puissance d'un signal ORIGIN := 0

1. Calculer la puissance P (en dB) du signal "o1.wav" sur toute sa durée

2. Exprimer ensuite P (en dB) "par rapport" a la puissance maximale possible
- c'est-a-dire qu'il faut calculer la différence P - M, ou M désigne la puissance maximale (en dB)

- le signal "o1.wav" a une résolution de 8 bits

(un octet en code complément a 2 (codage du fichier) a une valeur v telle que : -128 <=v <= 127

3. Convolution continue c(t) des signaux x(t) et d(t) sur l'intervalle -C <=t<=C C=5 ORIGIN := —C
Détection d'une transition T (t) par un filtre dérivateur d(t) 5
-
t:= —C,—C + 0.5..C () == d(1) o= 05 S:= _(1_—6)
e— (04
x(t) := T(t) d(t) = Ste & i o(t) =1

TP 2. 8
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x(1) / dy 0 ‘/X/‘
. i —

-5 0 5 -5 0 5
t
1.5
o(t)
-0.5
-5 t 5
4. AutoConvolution discréte a d'une fenétre w_sur I'intervalle -C<=n<=C C:=15 ORIGIN := —C
n=-C,-C+1..C w = ]0 if n<-2 a =1
n n
if n>-2
1 ifn<2
0 otherwise
2 6
1
Wn an 1
e o o 0 — ee0ccccccccee eecccccccccce —
| | | 2
—20 -10 0 10 20
n -15 n 15
1 1
Conclusion : ???
9

TP 2.



Signaux & systémes

TP 2. Tutorial Mathcad

5. Fonction d'intercorrélation ¢xy, de X et y, sur l'intervalle A<=n<=B A:=-10 ORIGIN := A
B=20 n=A,A+1.B a:=0.8 rect(n) ;= |0 if n<O X = rect(n) ¥, = an_2~(13(n - 2)
if n>0
1 ifn<b
0 otherwise
OXyn =1
2 2 5
Xn Yn B Oxyn
e o 0 O — mssssssas ‘nssssassss ey e o 0 O [——  cossssmsssss '\
| | -1
—20 0 20 —20 0 20
n n -10 n 20
Conclusion : ???
6. Fonctions d'autocorrélation ¢xx, de X et dyy, de y, sur I'intervalle A<=n<=B A:=-10 ORIGIN:= A

B=20 n=A,A+1.B a:=0.8 rect(n) ;= |0 if n<O X = rect(n) ¥, = an_2~(13(n - 2)
ifn>0
1 ifn<b
0 otherwise
XXy =1 Oyyn =1
2 2
Xn Yn ."..__.
e o o OP—'"""" 90 00 0000 0O QOO O Ty e o o OP—'""""" ........—‘
| | | |
-10 0 10 20 -10 0 10 20
n n
8 2777
dxxp dyyn
-1 -1
-10 n 20 -10 n 20

Conclusion : ???

TP 2.
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7. Corrélation d'images
Lecture des fichiers ORIGIN := 0
U:= READ IMAGE("Aquitaind.bmp")  V:= READ IMAGE("Grenoble4.bmp") Nx:= cols(U) Ny := rows(U)

Calculer l'autocorrélation de I'image Aquitain4, ainsi que l'intercorrélation entre Aquitain4 et Grenoble4
(la dynamique de ces images est de 256 niveaux de gris : la luminance | d'un pixel vérifie : 0 <= <= 255)

1. Sur la colonne centrale (1D) des images (voir note)
2. Aprés transformation des images 2D en vecteurs 1D (voir note)

Note : Ne pas oublier le centrage des signaux % a 0, pour que la corrélation soit significative, comme pour les
signaux audio (pour qu'il y ait des retranchements lorsque les signaux sont différents, et non pas que des additions)

TP 2. 11
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3. Représentations Fréquentielles des Signaux & d8ystemes a TC
|. REPRESENTATIONS FREQUENTIELLES DES SIGNAUX A TC
1. Représentations Fréquentielles

1.1. Représentation Fréquentielle d'un Signal Péritique a TC : Décomposition en série de Fourier

Un signaiX(t) périodique de périod€ (encore appeld-périodique), décomposé en série de Fourier s¥crit

N 2
x(1) = Z Gy cos(kwt+®, ) 0) avec: W= ?ﬂ T : période de(t)
T: plus petit réel >0 tel queX(t +T) =x(t) OtOR
to+T .
to* ’ to+ 2 t) in(kat)dt
avec: ¢, =\/(2 [ Ecos(kwt)dt] +(2 [ x® Esm(km)dtj o, = arctay - Jo O Bk
T T [ x(t) odkat)dt

Cette relation traduit le fait qu’un signal péligueX(t) & TC peut étre décomposé en une somme
(discrete) infinie de composantes sinusoidadsfmoniquess ondes) de fréquence multiple entiére de
la fréquence dx(t).

Exemple : Décomposition en série de Fourier d'wgmal périodique triangulaire »

0 di/w T
(O D, /w
&,

ou encore, avec les relations trigonométriques :

x(t) :%+i (A, coskat+ B, sinkwt) L) avec: W=— et:

k=1

{A< ou C, : Coefficients de la décomposition en série derieo deX(t) sous forme trigonométrique.
k

wee: A =$ [ x() okt )t B =2 j X(t) [3in(ket)dt
(SiX(t) est réel, les coefficientd\, , B, , Ck et @, sontréels).

A l'aide des relations d’Euler, on peut égalatrérire cette décomposition sous forme exponiétien
faisant ainsi apparaitre des fréquences négatbans réalité physique :

(les coefficientsX, sont complexes méme») est réel)

k=—0co

- Formule d'inversion : [X(t) = z X, g (2 avec {

ASXorx, [e =X,
By =i1(X, = X,) ®, = Arg X,

1
X, = X(kv),ouv= = est la fréquence, est la Représentation Fréalientiex(t) (k entier,v réel).

3. 1
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- Passage direct : de la Représentation Tenijgoagla Représentation Fréquentielle

On utilise la relation d'orthonormalité des ementielles imaginaires :

1 eto7 (=Kt
Th e dt=9,, ©) (5n’k =1sin=k, =0 sinon)
Si on multiplie les 2 membres de (2) Fﬁilik‘)m , que l'on integre diy aty+T et que I'on divise par, on a:
LT e dt= 2 0T X, et gr = x apre
?'[to x(t)e = ?J-to k;w L€ = X, d'aprés (3)
1 to+T —ikat
d'ou : X = ?J-to x(tHe dt (4)
- Propriétés :
(1) Symétrie Hermitique : siX(t) réel, ondlk: X_, = Xk (X« = conjugué de ]

- Pour un signal rée',Xk| est pair et ArgK, estimpair.

(2) X, représente le spectre di(t)
Spectre= occupation en fréquence Bé) = Densité Spectrale de Puissance (DSP)

- Spectre d'amplitude :il indique 'amplitude de chacune des composahggmoniques d¢(t)
C, =y A + B :2|xk|

(C, n'existe (et n'est représenté) que pori0 bien queX, existe pouk > 0 etk < 0).
Exemple

" TTTT? K

0 1 2 3 4 5 6
0O v 2v 3v 4v 5v 6v

kv

- Spectre de phase : il indique la phase=(le déphasage ou décalage temporel a I'origine) de
chacune des composantes harmoniquegije

A, . B,
AL+ B A2+ B?
Exemple dbk
T
o | I s k
1 2 3 4 L J}
-l
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3. Représentations Fréquentigdlees Signaux & des Systemes a TC

(3) Le spectre d'un signaiX(t) a TC, périodique de période T, est discrefs a fréquences discrétes) :

X = X (kv) = ><($)

(4) Identité de Parseval :
to+T

% [ x*(tydt=

to

ArS e

(5) Puissance d'un signal périodique - Théoréme dearseval :

A
pzl

LT x-ae= [T e 9)

(Puissance moyenne)

Dans (5) on utilise (2) et a cause de (3)pltient : P = Z| Xk|2 . C'est le théoréme de Parseval:

1 ptosT 2
?j: Ix(t) .dt=

k=

1 pto+T —
Plus généralement_l_—:jt X(t).y(t).dt =

[

2%

—00

00

k=—00
(6) Parité :
PAIR IMPAIR
x(t) Réel Imaginaire pf§ir Réel Imaginaire py
| |
w | LT

(7) Linéarité.

(8) X, est généralement complexe méme ¥i(t) est réel.

(9) Correspondance bi-univoque entrex(t) et X, .

ZXk.V—k

k=-c0

La puissance temporelle est égale a la pmiss spectrale.

2n 1
- Dictionnaire :les signaux temporels considérés ont une pérfolae pulsationtw = ? une fréquence/ = ?)

Opération Représentation Temporelle Représentation Fréguentielle
1. Combinaison linéaire | u(t) = ax(t) + by(t) Uk —a Xk +Db Yk
@, b Cl®Scomplexes)
2. Renversement du tempg(t) = x(-t) Y, = X,
3. Reta,rd y(t) = x(t-17) Y, = X, ™%
(rréel= 0 ou< 0)
4. Offset y(t) =x(t) + ¢ Y =X+ 0. =W
€ C®complexe) ) X X ( = o) )
5. Dérivation y(t) = X(t) Y, = ika [ X,
6. Dérivation d'o_rdrqe) y(t) = x(P) (1) Y, = (ikw)® OX,
i entier> 0)
7. Intégration to+t X
y® = [ x(u)du Y, = 2k (k £ 0)
fo ikew
8. Conjugaison complexe y(t) = X(1) Y, = 7(*
9. Convolution u(t) = x(t) * y(t) U, =X LY,
10. Produit u(t) = x(t) . y( U, =X *Y,

Dans le domaine fréquentiel, les opérateurs différdiels (I ,

dt

i) et convolution deviennent algébriques et plus sipfes: + ika , X ika ,
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- Table de Transformées des signaux usuels :

Signal Représentation Temporelle Représentation Fréguentiellg
1. Carré périodique (8 u®= 1 pour 0<<m A =0 Ok ON
u) = -1 pour m<t<O
u(t) 4 ‘
— — ©  gj + B, =—— =135...
T t u(t) _4 Zsméik+ l1)t [y
" . = B,=0 k=24 6...
2.Triangle périodique @ ([u(t)= t pour O<<T A =n
ut)= -t pour fI<t<O0 4
u(t) u@®=H =- k = 5...
- A k?® L3
= t A =0 k=246..
oo u(t) _7T_4 -cos@k+ 1
2 mig (2k+1)? |B, =0 OkON

- Phénomeéne de Gibbs :

Contrairement aux fonctions périodiques comingue I'on peut approcher par un petit nombre de
termes de leur décomposition en série de Foumaeir des fonctions périodiques discontinuesstl
nécessaire de prendre en compte un grand nateliermes si I'on veut réduire le phénoméne de
Gibbs, qui consiste en I'apparition d’osciltats autour des points de discontinuités (la sugfmes
totale du phénomene de Gibbs implique la @iseompte d'une infinité de termes dans la
décomposition en série de Fourier !)

Exemple : Signal Carré périodique 742
u(t)
1

0 t
- n 4 &sin(2k + Dt
u(® _712 2k +1
k=0

K : Nombre (en fait nombre - 1) de composantesadk&tomposition en série de Fourier :

4 & sin(2k + Dt
u(t)y ==y -2
® ﬂkzz(:) 2k +1

K=0 K=1 K=10
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1.2. Représentation Fréquentielle d'un signal nopériodique a TC : Transformation de Fourier

En considérant qu’un signal non périodique ésiogique de période infinie, on peut prolongereliation
de décomposition en série de Fourier d'une fongiériodique pour donner la transformation derfeou

Un signal non périodiqué(t) & TC est donc décomposé en une somme infinieic@net non pas
discrete comme pour les signaux périodiquegjodeposantes sinusoidalesharmoniques).

Le spectre d’amplitude d&t) indique I'amplitude de chacune de ces harmonigeespectre de phase, leur
décalage par rapport a l'origine.

La transformée de Fourier (TF) d'un sigx@) s'écrit :

X(v) = _[_o:o x(t) 2™ d[| v est la fréquence v ( réel)

(X(V) est généralement complexe méme(Biest réel).

X (V) est la Représentation Fréquentiellex(ty notée : X(v) = TE(x(t)

- Formule d'inversion : on a par Transforméd-durier Inverse :

x(t) = [ X(v) "™ o noté:  x®=TFL(X(V))

- Propriétés :
(1) Symétrie Hermitique : six(t) est réel, on a: X(—V) = ?(V)
— Pour un signal réel, on a}X(V)| est pair et ArgX(V) estimpair.
(2) X(V) représente le spectre dz(t) :

Spectre= occupation en fréquence Bét) = Densité Spectrale de Puissance (DSPF (x(t))

- Spectre d'amplitude |:X(I/)| - Spectre de phase : A (V))

[ X(v)| % Arg (X(v))
+TT
\Y) ‘ \Y)
B

(3) Le spectre d'un signal non périodique a TC estontinu (= & fréquences continuesX (V) .

I
0

(4) Théoréme de Parseval ,[: X(t)?/(t)dt: _[: X(V)_\( V) &

A e 00
(5) Energie du signal : E =J-_ |X(t)|2dt= J-_ | X(I/)|2 (0 14 en utilisant le théoréme de Parseval.

(6) Parité :

PAIR IMPAIR
X(t) Réel Imaginaire purf|  Réel Imaginaire pur

x| |} —T>
(7) Linéarité.

(8) X (V) est généralement complexe méme %i(t) est réel.

(9) Correspondance bi-univoque entrex(t) et X(V).
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(10) Dualité & Interchangeabilité des variables temporelle et frguentielle) :

Si TFHD]=F(v) alors THE(-)]
X(W) = [ x(e™™ dt
X(-v) = [ x(ty ™ dt

Application :
Exemple :

= (v)

Le calcul de la TF d‘une fenétre donne :

M. ()

dou :

sinc(-72tT) = sinc(z tT)

o -

-

(11) Transformée de Fourier de la fonction de cordétion :

ou encore  THF[t)] =f(-v)

car .

x() = [ X() E™ o
X(-t) = [ X E*™ @

Le calcul de la TF d’'une fonction peut étre ré&mép

sin(7T) a

TO——=TGindmT)

wr

%HT(V)

TH#., (0] = X(-1) )

TF[¢xy(t)] :TF{ ]: X(r)y(t+7)d Z} = T Tx(r) y(t+1)d z}e‘iz””dt = ]: TX(T) y(t+ I-)dl.:|e—i2nv(t+r)ei2nvrdt

—oo0| —00

= Tﬁ x(1)e?™ y(t + 1)dr

—co —oo| —00

—00—00

—oo| —00

-0

}e“z’“’(‘”’dt = T T x(r)e?™ y(u)e" ™ drdu= T x(r)e 2”‘”drT y(u)e" ™ du= X(-v)Y(v)

Plus généralement'I?F[¢Xy (t)] =X (VY() ob X (V) estle complexe conjugué (V).

- Dictionnaire :
Opération Représentation Temporelle| Représentatiofréquentielle
1. Combinaison linéaire u(t) =ax(t) + b y(t) U()=a X(v)+b¥Yv)
& b, C€Scomplexes)

2. Renversement du temps y(t) = x(-t) Y(v) = X(-V)
3. Retard f(réel= 0 ou<0) y(t) = x(t- 1) Y(V) = X (v) & '™
4. Offset q complexe) y(t) = x(t) + ¢ Y(v) = X(v) + (V)
5. Dérivation y(t) = X(t) Y(v) =i2mv [ X(v)

dériver= multiplier pari2mv

- passe-haut en fréquence
6. Dérivation d'ordre y(b) = x(P) (t) Y(v) = (i2rv) P OX(V)
7. Intégration _ [ttt _ X(v)

intégrer= diviser pari2mv y(® = ,[to x(U)du Y(v) = 27 +ko(v)

~ passe-bas en fréquence k: C!€d'intégration & déterming|
8. Conjugaison complexe y(®) = X(t) Y(V) = X(v)
9. Changement d'échelle de temps | y(t) = x(t / A) Y(v) =|A] X(Av)
X#0)
10. Multiplication par y(t) =t. x(t) Y(V) = - 1 dX(v)
2y dv
11. Multiplication part P y(t) = tPx(t) Y() = _( 1 j d? X(v)
i2mv/  dvP

12. Convolution

u(t) = x() * y(

U(v) = X(v)[Y(v)

13. Corrélation

u(® =x(-t) * y(©

U () =X(-v) Y (V)

14. Produit

u(t) = x() -y

U(v) = X(v)* (V)

15. Décalage, translation en fréquenc
(modulation exponentielle)

() = €7 B(t)

Y(V) = X(V—V,)
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- Table de Transformées des signaux usuels :

Signal Représentation Temporelle| Représentation Frgientielle
1. Impulsion de Dirac X(t) = J(t) X)) =1
2. Constante x(t)=1 X(v) =9d(v)
3. Sinus, cosinus x(t) = €2 X() =0(v-v,)
4. Peigne de Dirac i X(W) = F W)
t) = t) = - -
X( ) |_J_j () 221‘5(t n-r) avec : F= lfT

n=-oco

5. Sinus cardinal x(t) = sinc(72tT) - X (V) = EI'IT(V)
avec :sinc (X)QL:X T
6. Fenétre x(t) = M (t) X(v) = TBind wT)
7. Echelon x(t) = (1) X () =- 1 +@
i27v 2
8. Gaussienne x(t) = et X(V) = g’

1.3. Transformée de Fourier d'un signal périodiquea TC
On a vu que la Représentation Fréquentielle signal périodique a T&(t) de périodeT =1/ V, est:

_ 1 —ik2mvgt d . : © ékZm/Ot
X, = ?J-T x(t)e t avec : x(t) = Z X,

k=-c0

Nous pouvons prendre la TF xig) déja décomposé en série de Fourier. On obtierg alo

00

TRIX(9] = X(1) = j(z X, ékmotj o

—oo Nk=—00

Du fait que, sous réserve de convergence ddésibornes infinies de l'intégrale, I'intégral@é somme

est la somme des intégrales (linéarité deéfapzurj ),ona:

X(v) = z Xk_[ g2t d= z X - TFEl]variableQ/—kvo): Z XAv- k)
k=-o0 —00 k=-c0 k=—c0

puisque : TF[L] = X V) , etdonc que : TF[Y siapie gk, y = AV — KV) .

On a donc le résultat suivant : X(v) = z X, o(v—kv,)
K

=—00

On voit que la Représentation FréquentieX€ ) d’un signal périodique, obtenue par TF, n’est rien
d'autre (et n'apporte rien de plus) que la Repnéation FréquentielleX, du signal périodique :
les coefficients de la Représentation Fréquiémti¥, sont multipliés par un peigne de Dirac

b, (V)= i d(v-kv,) . synchrone avec leX, :

k=—00

Série de Fourier

S
B o
<

x(t) périodique, de périodd =1/ v,

- Ta, _Tm

0<H’<>5 < H—o}
RN
H
__>
o—>—
RN
S
__>
<
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Exemple : signaX(t) = cos@rw,t)
- Série de Fourier :

Le signalx(t) est déja décomposé sur la base de fonctions sétalesj on ne peut pas le décomposer
. ei2r1vot +e 2 g 1
plus: x(t)z=—— = = X, &t X, = X== et X, =0 Uk#-loul
( ) 2 ;m 1 X1 2 k

-TF:

© |2m/0t C2nmvg )
X(v) = [ x(t) €™ dt= j( +2e je"z’mdt

—00

— 1 ( —i27(v-vy) 1 51 2m(v+vg) 1 1
X(V) _E_J;e 2 tdt+§__[o e 2 ' dt:z TFE]'] variable (v—v0)+§ TFJ.I variable ¢+v, )
1 1
X(v)= 55(V— Vo) +§5(V+ Vo)

Xv)

1

—3) 2v—v 0 v 2v03v

1.4. Représentation Fréquentielle de Laplace desgdiaux a TC : Transformation de Laplace

La représentation de Laplace généralise la Reptation Fréquentielle. Elle substitue la varialdda TF,
c’est-a-dire la fréquenagréelle, par un complexe ngiousS, avec parties réelle et imaginaires. La
variable fréquence de la TF se retrouve dans la partie imaginairp.de

La transformée de Laplace (TL) (bilatérale) dignalx(t) s'écrit :

X(p) = J._o:o X( 1) Ce™ df p : variable de Laplace (notée augsi

X(p) est complexe méme X(t) est réel;

pcomplexe : p=0 +i2/v Vv : fréquence) 0,V :réels
X(p) estla Représentation Fréquentielle Généralisé€tgeOn note : X(p) = TL (x(t)).

Sion faitg =0 dans la variable de Laplade, la TL se raméne a [AF.

La TL monolatérale , notée Tis'écrit: X *(p) = .[0 X(1) O™ dt Elle s'utilise pour les signa(t) causaux

(cas le plus fréquent : en pratique, un sigrtabigours un début et une fin).

En TL monolatérale, les ClI (Conditions Initial&@®erviennent, alors qu’en bilatéral, elles n’owidemment
aucune signification particuliére).

Par simplification de la notation, TL* est communément tout de méme noté TL etX " (p) noté X(p).

LaTL X(p) d'un signalX(t) s’exprime généralement comme une fraction ragtiarenp (rapport de 2

polyndmes el finis).
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- Remarques :

(1) Du fait quep posséde une partie réelle, la convergence de kesTfacilitée par rapport a celle de la
TF, la partie réelle den’étant pas limitée a I'axe des ordonnées maiedande verticale dans le
planp correspondant au domaine de définition de la Thyepre a chaque signdl) a transformer.

(en contre-partie, I'inversion de la TL estspfifficile que celle de la TF car ell fait inteniel'intégration de
fonctions de variable complexe.)

- X(p) nest pas seulement définie par son expressiéonetion de la variablp mais aussi par
son domaine de définition (ou encorealevergence) :0, <0 <0, :

AULN /
7
Z

? Re p

N

ANNNNNNS

Ex.: TL(r(t) = j:e‘mdt: 1 1

Y p

(e_iz""t (fonction circulaire ) est indéterminéeten +oo _, €™% annule sa contribution pour<Qo < +0).

[e—at [E—iZIM]: —

pour: ®&o<+oo

) x () =r()e™ (causal) apour TL:X,(p) = _]': Domaine: —a< g <+
—at . 1 :
alors que X, (t) = - (-t)e™® (anticausal) a pour TLX,(p) = o+a Domaine : =0 < g<—a

- Formule d'inversion :

Soit un signak(t) de TL X(p) avec Domaine de Définitiond; <0< 05. Ona:

1
x(t) = ETI X(p) & dp avec C: Contour d'intégration dans la Band®y[, O5].
C

(C :inclus dans Bande de ConVerGence deja

L'intégration des fonctions de variable complegerarement utilisée en pratique. On utilisetaddlun
dictionnaire et les tables des principales fansées aprés avoir éventuellement effectué une

décomposition en éléments simples de la fonckdp) dont on veut trouver l'originalf (t) .
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- Propriétés :

3. Représentations Fréquentigdlees Signaux & des Systemes a TC

(1) TFet TL: Sil'axe imaginairdaxeRe() = 0) est inclus dans la Bande de Convergence de
Laplace, on a la relation de passage diftret TL :

X(v) = X(p=i2m)
(2) Linéarité.

(3) X(p) est généralement complexe méme Xi(t) est réel.

(4) Correspondance bi-univoque entreX(t) et X(p)

p=i2nmv

>

(domaine de convergence précisé).

(5) Théoréme de la valeur initiale (TL monolatéraly:  x(t =0") = plinloo pX( P

(6) Théoréme de la valeur finale :

X(t = +o0) = 6@0 pX( P

a condition queX (p) n'ait aucun pole a partie réeHe.

(7) Transformée de Laplace de la fonction de corrétion : TL[¢Xy(t)] =X(-pYp

o

—00

©

o]
=]

]

[

J.x(r)e’” y(t +

—00

- Dictionnai

Ix(r)y(t + r)dr} =

o

|

—00

Ix(r)y(t + r)dr}

jmnwufmﬁew”@mm

—00

e P'dt = T{

r)d T}e' P gt = T T x(1)e" y(u)e ™ drdu= T x(r)ep’drT y(we ™™du= X(-p)Y(p)

—00—00

re:

Opération

Représentation Temporell

pReprésentation Fréguentielle

1. Combinaison linéaire
@, b, Ct€Scomplexes

u(®) =ax(t) + b y()

U(p=aX(p+bX p

2. Retard yt) =x(t-1 Y(p=€e®OX p
(rréel= 0 ou< 0)
3. Dérivation y(t) = X(t) TU ()] = Y'(P = pX P— ¥O') derivation au sens des fonctins
dériver= multiplier parp TL+[y(t)] =Y (pPp= pX P— %07) derivation au sens des distributions
TUy(]=Y(n = pX »
4. Dérivation d'ordre y() = x™ (1) TUTy()] = P X(P- P X0")~ P2 (0)-..~ ¥*(0") deriv. fonction
TUYOI =Y p=pFOXp
5. Intégration (bt X
intégrei= diviser pamp y) = J-to x(u)du Y(p = ﬂ
6. Intégration d'ordre M (t) = x(t X
Yy (5= x(1 v(p = 2P

n

7. Convolution

u(t) = x(t) * y(t)

U(p) = X(p)[Y(p)

8. Corrélation

u(t) = x(-t) * y()

U(p) = X(=p)[Y(p)

9. Produit

u(®) = x(t) . y(t)

U(p) = X(p)LY(p)

10. Multiplication pait y(©) =t. x(b) dX
v(p=-2LP
p
11. Multiplication part” |y(t) =t". x(t) _ 0 dX(p
@ entier positif) Y(p = (1) dp”

12. Décalage, translation

en fréquencénodulation
exponentielle)

y(t)= e I

Y(p) = X(p+a)

13. Renversement du temp

Y (1) = x(-1)

Y(p) = X(-p)

3.
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- Table de Transformées des signaux usuels :

Signal Représentation TemporellReprésentation Fréguentielle
1. Echelon unité x(t) =T (t 1
(M =T() X(p =L
p
2. Impulsion de Dirac x(t) = J(t) X(p) =1
3. Constante (non causalex(t) =1 X(p)=d(p
4. Exposentielle causale| y(t) = @@ [ (t 1
(1 (9 X(p) =
pta
5. Puissance decausale | y(t) = t" . (t n!
() =t.r( x(p =L
P
6. Sinus causal X(t) = sina t.r (t) @
0 X( p) = 2—02
p” +
7. Cosinus causal X(t) =cosw tI ()
0 X(p) = %
P+ Wy

- Note :

La TL bilatérale est peu utilisée comme Représiamdairéquentielle des signaux ou des systémes @oh@ausaux (on
lui préfére la TF moins abstraite). Par contre llae$t essentielle pour la Représentation Fréquknties systéemes
causaux. En Automatique, notamment, ou les syst&om généralement causaux, la TL monolatérale est
exclusivement utilisée. Le produit de convolutigaat pour transformée un produit simple :

fO=xO*¥Y) 0F- HP=XPYP

la convolution se traduit gd comme un produit de polynémes, et la déconvolutmmme une division de polyndmes.

1.5. Représentations Fréquentielles des Signaux netationnaires & TC : Ondelettes - TWV

Les signaux tels que les signaux modulés en fréguen encore le signal parole constituent des ebesngje signaux
non stationnaires. Dans ce cas, la décompositiectigge ne peut étre que difficilement obtenueTgatla TFCT, TF a
Court Terme, est une alternative).

La TF ne prend pas en compte 'origine des tenglle ne s’exprime qu’en fonction de la fréquencst ne fait pas
intervenir de variable temporelle représentanidioe des tempstj; la TF se préte donc mal a la Représentation
Fréquentielle des signaux non stationnaires.

Pour caractériser un signal non srationnaire, an pidiser les transformées en ondelettes (qui des ondes localisées
évanescentes) ou encore la Tranformation de Wigiller{TWV), qui décomposent un signal en une somme
d’ondelettes plutét qu'une décomposition en unerserd’'ondes comme le fait la TF.

En faisant une comparaison musicale, une ondesgnel & une note (un ré mineur par exemple) qaitaété émise
depuis l'origine des temps et tiendrait, indéfinimesans atténuation, jusqu’a la fin des temps. dhuelette
correspondrait alors a ce méme ré mineur que k@gaerait a un certain moment et qui, dans ledogsiano, serait
ensuite étouffé par la pédale. Une ondelette aaintienc (au moins) 3 informations : un commencemen fin et
entre les 2, une fréquence précise.

La TWV d'un signak(t) s'écrit :
TWV X D]ij._m { t+ %) D)@( t—%) Oe?™ a= Xv, Xt " = conjugué dex)

Le résultat, fonction de ett, autorise une analyse dans l'espace Temps-Frégjuenc

Application : Analyse fréquentielle du transitoire d’un signal

Type de signal Outil de caractérisation
stationnaire TF
non stationnaire TECT / ondelettes / TWV
périodigue TF / séries de Fourier
non périodique TF
causal TL*

3. 11



Signaux & systémes

3. Représentations Fréquentigdlees Signaux & des Systemes a TC

[I. REPRESENTATIONS FREQUENTIELLES DES SYSTEMES ATC

1. Représentations Fréquentielles

1.1. Représentation de Laplace : Fonction de Transfert

On a vu qu'un SLTI est caractérisé, dans leaiimertemps, par sa Réponse Impulsionnelle h(t) :

L h(t)

t) = h(t) * x(t
L() ® si les Conditions Initiales (CI) sont nulles

5 ()

h(t)

y® =h(®)* 6@ =h()

si les CI sont nulles

Si on prend la TL des signaux précédents on a :

x(t) y(t) = h(t) * x(t)
— h) —— si les ClI sont nulles
\L TL \L TL
X(p) H(p) Y(p)= HP)X(P) si les Cl sont nulles
- = : : . _ Y|,
avec:|H(p) —TL[h(t)] H (p) s'appelle laFonction de Transfert (FT) du SLTI:{H(P) = X(p) (si Cls nulles)

De méme que la Ri(t) (hors CI),

la FTH(p) caractérise completement (hors CI) le SLTI.

H(p) est la Représentation Fréquentielle Généralidin systeme a TC

La FT (comme la RI) n'a de sens que si le systeshérgaire (la TL est linéaire).

Si le systéme est stationnaire:

laH{p) ne dépend pas du temps, lahiR) ne dépend que du temps

S'’il nest pas stationnaire: la FF(p,t) dépend du temps, la R(t,T) dépend du tempset de I'origine des temps

- Dualité Temps-Fréquence :

Temps Fréquence
-RI: h(t) - -FT: H(p)
- SLTI = - Filtre linéaire
- STI = - Filtre
- Relation Entrée-Sortie : Convolution = - Relation Entrée-Sortie : Produit
- Relation Entrée-Sortie d'un SLTI : = -H(p): fraction rationnelleZ fractionnelle) emp
Equation différentielle linéaire a coeff stamts : = Quotient de 2 polyndmes en
(‘avec Conditions Initiales (Cl) supposéekes ) i i
ap
n m Y P = .
Zb.y‘”(tFZa%”(t) -I;L H(p) = X((g) = "no ~ i Cl nulles
i=0 i=0 Z ] p
i=0

L'équation de convolutior ('équation différentielle) de la relation d’entréertie d’'un SLTI est
détournée pour étre résolue plus simplemefréguience, par le chemin :

x(t) -h ) y(® = h(®) * x(®

L

X(p)

T TL-l

Y(p)= H(p)X(p)

H(p)

- Application :

La TL monolatérale se préte trés bien a lardétation de la réponse d’'un systéeme a TC a urabgyn
TC par utilisation de la FT du systéeme (bonmevergence de la TL).

12




Signaux & systémes 3. Représentations Fréquentigdlees Signaux & des Systemes a TC

- Résolution de I'équation différentielle équation de convolution) par la TL :

Soit I'équation différentielle linéaire a caefénts constants régissant un SLTIa TC :

Shy(m=3 ax(y

En prenant la TL de cette équation différetai(a(]:onditions Initiales (CI) guelconques), on a :

thY(D+Zbel‘ P@=2 abX PSS aF RO dou:

i=0 j=0 i= i=0 j=0
Sap >S5 ap W(O)—izwl‘ (0
Y(p=5—X(p + == o SH(PX(P + KD
Sop Sos

- Siles Cl sont nulles K(p) =0 :

X(p) HE) Y(p)= H(p)X(p)
- Siles Cl sont non nullesK(p) # 0 :
K(p)
X(p) HE) o Y(p)=H(p)X(p) + K(p)

En temps, on a le méme type de relation péguition de convolution :
('équation de convolution n’est rien d’autre quééquation différentielle)

- Siles Cl sont nullesK(p) =0 : y(t) =h(t)* X
- Si les Cl sont non nullesK(p) # 0 : y(t) =h(t)* XD + TLT K P

- Permutation de deux blocs en cascade :

Lorsque les ClI sont nulles, la permutation eexdblocs en cascade est commutative :

X(p) Y(p)= H(p)X V(p)= G(P)Y (p)=G(p)H(p)X

(P o) (P)= H(p)X(p) |—|G(p) (P)= G(P)Y (P)=G(P)H(P)X(p)

X(p) Up)=GE)X(P) 1 W)= H(P)U(P)=H({p)G(p)X(P) =V(p)
G(p) H(p)

Lorsque les Cl ne sont pas nulles, la permartade deux blocs en cascade n'est pas commutative :
K, (p) K, (p)
1

w YE)HEXE) + K () M VE)=GE)YE) + K, ()
V(D =Gp[H R X p+ K(P+ KO p= PG Kot G)pK)p K)p
K, ) K, )

X0 oo K Ue=Sex® K0 oy Sk weHeue) 0
—_ 0 > ®
WP =HP[A P X p+ K+ KO p= Kp G K)pr HpXK)p K)p
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1.2. Représentation de Fourier : Fonction de Transfert (Gain complexe)

On a les mémes propriétés qu'en Laplace ic (V) =TF[h(t)] ;. FT dufiltre linéaire et le
caractérisant:

H(v) =

YW

X () ou X(V) et Y(V) représentent la TF des signau(t) et y(t).
%

Xy | YOHIX)

LaFT ou gain complexe H(V) représente le spectre du filtre linéaire.
H (V) est la Représentation Fréquentielle d’un systerfi€ a

- Application :
Comme pour les signaux, la TF se préte avansageent a I'étude spectrale des systemes.

2. Ordre d’'un systeme a TC

C’est la valeur absolue de la différence entrelgré du polyndbme dénominateur et celui du polymdm

numérateur de la FT (généralement fractionnelieln variable (représentation de Laplace) ou
(représentation de Fourier).

L'ordre, qui n'est défini que pour un systéemeFdefractionnelle, représente donc la valeur absdeia

différence entre le nombre de péles et le nordbreéros de la FT du systéme.

3. Stabilité d’'un Systeme a TC

- Temps :
La définition : « a entrée bornée, sortie boméenne une condition nécessaire et suffisanteadhdis
pour un SLTI ; (cf. démonstration pour $gstémes a TD)
[ |h(t)ldt < e
Il en découle que la Rl d'un systéme stable \&rifi
lim h(t) =0 (systéeme causal) lim h(t) =0 (systéme non causal)
t - +o0 t - —o0
Systeme causal stable Systéme non causal stable
h(t) h(t)
t t
0 0
- Fréquence :

Traduite en fréquence, cette CNS devient :

Un systéme causal est stable si et seulement sigdes pdles de la FH(p) de ce systéme ont une
partie réelle négative(le caspartie réelle = 0 est un cas limite).

Cette CNS peut aussi étre appliquée aux signadg&tpju’aux systemes : un signdt) de TLX(p) ne

tend pas vers l'infini lorsquietend vers l'infini si et seulement si les pdlesX{p) sont a partie réelle0

(Ex. :I'échelon unité dont la TL estf).

(Pour un systéme anticausaldystéme de RI nulle potr 0), la CNS de stabilité serait que les poles
deH(p) soient a partie réelle positiue

Démonstration du critére fréquentiel de stabilité
Soit un systeme causal de A{p) ouH(p) est une fraction rationnelle.
H(p) peut étre décomposé (en éléments simples) soamte Suivante (avec éventuellement des
éléments de retard de la forrae’ P ): H(p) = A + A - Zi
pP-a pP-& P—a
H(p) apparait alors comme la somme de sous-systénibsr dudre H(p) est stable si chaque sous-

systeme A eststable.
P-a
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Un systéme est stable si, aprés perturbatioayiént a son état précédent.

Prenonsd(t) comme perturbation et calculons la RI(t) (appeléenodg d’un sous-systéme

A pris initialement au repos : h(t) :TL‘{A} =AeMT(t) -
pP-a

Systeme causal stable Systeme causal instable Systéme non causal stable Systeme non causal mstabl

h(t) h(t) h (1) h(t
si Re(@ )<0 si Re@@ )>0 si Re@@ )>0 si Re@ )<0
0 t 0 t 0 t 0 t

Un systéme causal est donc stable si tous les jpi@ sa FT ont une partie réelle négative, cas alo
tous ses modes sont stables.

Par contre un systéme non causal traite un segntdisant défiler le temps de droite & gauche (de
l'avenir vers le passé) contrairement & un systéausal ou le temps s’écoule de gauche a draite (d
passé vers le futur).

Par exemple, le filire non causal a TD d’équatiar différences : 'y, = X, + V,,, doit étre
programme avec un balayage de droite a gauabrs, glie le filtre causal : 'y, = X, + V., doit
I'étre avec un balayage de gauche a droite.

En prenant également comme conditions initi@e®pos, on a cette fois comme RI d’un sous-

systeme——— :
P-4
h (1) h(OA
A si Re@ )<0 AL’ si Re@ )>0
0 : 0 :

Un systeme non causal est donc stable si toygles de sa FT ont une partie réelle positive.

4. Réponse Fréquentielle d'un Systéme a TC

On I'appelle ausdRéponse en Fréquenoe Réponse Harmonique en régime Harmonique, c’est-a-dire sinusoidal)
ou encore Hamiltonien du SLTI avec pour fonctiorggppes les signaux sinusoidagx 2™ .

On la noteH (V) et on a la relation de définition {H (V) :TF[h(t)] h(t) : RI

Comme le systéme est supposé linéaire, il répaneainusoidex(t) = Asin(Zm/ t) d’amplitude A par une autre
sinusoidey(t) = Bsin(ZlTl/ (t— T)) d’amplitude B, et retardée (si le systéme est causal commeggegralement le
cas, avancée si le systéme est anticausal) ¢eu encore déphasée ge=—271V T par rapport ax(t) .

Si I'on fait varier la fréquence de la sinusoide d’excitatioX(t) en maintenant constante son amplitudle
I'amplitude B = B(V) de la sinusoide de sortie va varier, ainsi quiéfghasaged = @ (V) entre entrée et sortie.

Le module|H (V)| de la Réponse en Fréquerk(V) représente, en fonction de la fréquebtele rapport des

amplitudes B(v) ; |H (I/)| = Bw)

A A
L’argument Arg[H (l/)] de la Réponse en Fréquenk(V) représente, en fonction de la fréquebtele déphasage
@ (V) entre entrée et sortie : Arg[H (l/)] =gp(v)=-2nvr

3. 15
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Exemple

Si I'on communique manuellement un mouvement figot sinusoidalX(t) & un pendule simple en déplagant
I'extrémité E du fil, et que I'on s'intéresse dplasition Y(t) du pendule lui-méme, on a affaire & un systémeanigue
pour lequel :

. si on déplace I'extrémité E lentement (& unededgel faible), le pendule « suit » : son amplitude egidrtante et il
est en phase avec la sinusoide d’excitation.

. si on déplace I'extrémité E plus rapidement (@ fitquence/ plus grande), le pendule suit moins bien : son
amplitude décroit et il est en retard (déphasage fidf 2) avec la sinusoide d’excitation.

. enfin, pour des fréquences encore plus élevégmrdule « ne répond plus » : son amplitude éist @uson retard de
phase a atteint- 71, il est en opposition de phase).

— X X(t) X(t)

— —
E
y(t)
.
y(t)
— y(t) fréquence faibl fréquence élev:

Ce systeme est du type « passe-bas », ce quiisignifl répond aux basses fréquences, mais quir gune certaine
fréquence il ne répond plus.

Soit H (V) la Réponse en Fréquence de ce systéme. On aalmyrésentation :

LR T T il 01 OoF T T

[H) [ g5k arg Hv)) -1 —
0016 ¢ 1555 -, | |
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
0.1 v 100 0.1 \ 100
(échelle logarithmique) (échelle logarithmique)

Plus généralement, la théorie de la relativitédé le temps de réponse d’un systéme physiqueutée inférieur au
temps de propagation de la lumiere et donc quelésusystémes physiques ne peuvent répondre dlliegations de
fréquence infiniment élevées : on dit qu’un syst@imgsique est « passe-bas » : il « coupe » leghddtquences.

Fonction propre (Hamiltonien) des filtres linéaires
On a la propriété remarquable traduisant le fadtlgusinusoide est fonction propre des filtres liméai

H(v =Y
e(t)

ol s(t) estlaréponse du SLTI de F{v) au signal sinusoidat(t)
(le systeme étant linéairs(t) est aussi sinusoidale).
4.1. Réponse Fréquentielle de Laplace

La Réponse Fréquentielle (R (V) du systéme s’obtient en faisafd = 1277V dans H (p) =TL[h(t)] ;

X(p) H®) Y(p)= H(p)X(p)
P si Cl nulles.

IH(v)=H(p=i2m)

4.2. Réponse Fréquentielle de Fourier
Elle estimmédiate : c'estH (V)

X(v) - Y(v)=H(v)X(v)
H(V) si Cl nulles.

3. 16
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5. Systeme a TC a phase linéaire

Phase ¢ = Arg[H(v)] = Arq H( p= i277v)]

Un systéme de FH(V) est & phase linéaire g = Arg[ H(l/)] est une fonction linéaire de la fréquemce
¢=Arg[H(V)]=6v avec 6=c"

Un filtre & phase linéaire a pour propriété danadr tous les signaux d’'un méme retard quelquksgit
fréquence :

Soit @ un filtre linéaire excité par un signal sinusoidalfréquence/. ® étant linéaire et stationnaire,
sa sortie est une sinusoide atténuée (ou amplitéetardée (de ) (= déphasée d¢ = 271VT) par

rapport au signal d’entrée. En excit&Bt successivement par 2 signaux sinusoidaux de fnéque, et

V,,ona:
X, () = AsinQrw,t) o Yi(t) = AlsinQrv t- ¢ )= Asin2w ((t-1,)]
X, (t) = Asin(27w,t) Y,(t) = Asin@mv,t—¢,)= Asin2rv ,(t-7,)]
P |

Si le filtre est & phase linéaire, on agp, =6v, et ¢, =6v, dou:

y,(t) = Asin@rwv,t — 6v,) = Asin[2w,(t — )]
Y, (t) = Asin@mv,t — 6v,) = Asin[2m,(t — 7))

Les 2 signaux de fréquendg et V, sont retardés du méme temps 2— .
T

6. Systeme a TC a phase minimales @ déphasage minimal)

Un systéeme de FH(p) est dit a phase minimale si tous les zérokl@ sont a partie réelle négative,
pour un systéme causal.

Les systemes physiques étant généralement a detgrdase (temps de calcul du filtre), un déphaghge
minimal indique un retard” minimal engendré par le filtre.

Un filtre a déphasage minimal a donc pour pra@rite limiter le retard occasionné par la travediégltre
(lintroduction d’un zéro a partie réelle > 0 ddas=T du filtre ralentirait le filtre).
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Déphasage minima# retard minimal

Un zéro a partie réelle positive de la Ff(p) d’un filtre linéaire (encore appelé abusivemembzéinstable »

par analogie avec le critéere de stabilité) prowoan retard$ un déphasage) supplémentaire lors de la

traversée du filtre :

Soit G(p) un filtre linéaire causal, donc provoquant unaiertiéphasage, un certain retard de sa réponse a un
entrée donnée. On a doragG(p) < 0. En régime harmonique(=ic ), sa réponse a une entrée exponentielle

imaginaire X(t) = €
propres des filtres linéaires)—  y(t) =| G(p) | [e/lAac(o] giet =|G(p)| @[+ Aroc(p]

ot est: y(t) = G( p) B}iwt (les fonctions exponentielles imaginairess{nusoidales) sont fonctions

Sa réponse a une entrée sinusoidai@) = sin(ct) est donc :

y(t) =| G(p) infewt + ArgG(p)] = |G(p) Ginw(t-7)] avec:r>0: r= _ArgG(p)
w

avec: p=iw, =2 etv =0 (régime harmonique).

Soit H(p) un systeme linéaire causaA(gH (p) < 0) comportant un zéro « instableer &0 ) :

H(p) = (p-a)G(p)
(aveca réel et non pole d&(p)) dou: ArgH(p) = ArgG(p) + Arg(p-a)

Enposant: p=0g+ia, ona: Arg(p-a)= Arctg{ w )
o-a
Si on se place en Réponse Fréquentiaghte 0, p =ia, &« =27V et V = 0), il vient :

a<0 - Arctg[zm/]>0
-a

ArgH(v) = ArgG(v) + Arctg{zwj et:
-a

a>0 - Arctg(zm/j<0
-a

2 T T T

¢(a) O~ —

Allure du tracé deArctg(Zm/j é(p(a) :
-a

-2 | | |
-20 -10 0 10 20
a

Un zéro « instable »q > 0) va entrainer un « retard de phase >Hig), c’est-a-dire un déphasage plus
important {ArgH( p)\ accru, avecArgH(p) <0), donc le retard provoqué p&t(p) est accru.

On peut remarquer que si on veut accroitre la d#gid’un filtre (diminuer son temps de réponsk), i
faut lui procurer une avance de phase. Un retagcotiase ralentit un filtre.

Yo(p) _ 1+p
U(p) (@+p)

Exemple de systéme a phasa minimale: _Yi(p) _ 1-p acomparer au systtme a phas@imale : _
Hl(p)—w-(l_'_ p)z H,(p) =

Réponse indicielle : (entréeli(t) = (1))

15 T T 15 T T

i 1+
y(t y2(t)
r(t) r(t)
- o -

0 5 10 0 5 10
-1 t 10, -1 t G,

Pour le systéeme a phase non minimale, la répairsare en sens inverse.

Plus généralement, le nombre d’'oscillations ifésast égal au nombre de zéros « instables »HE la
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7. Systeme a TC a retard pur

Le dictionnaire donne immédiatement la traductium retard temporell en fréquentiel :

si f(t) Off- F(p) alors f(t-r) O~ F(pe™

Un facteur € P dans une fonctioH () indique un retard d’'un tempg du signalh(t) = TL [ H( p] .

8. Réponse indicielle d'un Systeme a TC

La réponse indicielle, c’est-a-dire la réponsaignal échelon x(t) =I'(t), notéer(t) a pour TL :

R(p = H( @i si le systéme a pour F(p) (la TL de I'(t) est i).
p p
Le théoréme de la valeur finale%im r(t) = Iim0 pR P donne :!im r(t) =H(0).
) p- - 00

Le régime permanent de la réponse indicielién r(t) , est égal a la valeur de la Fi[p) enp = 0 : H(O) :
{00

!im r(t) =H(0)

Une autre fagon d’établir ce résultat est d’expriirectementH (0) a partir de la définition de la TL ou de

= |‘(v)|V:0=TMéi2”” c{t =T b dt oo

v=0

laTF: H(0) = H(p)| _, = [W(De™d
e 0=0
h(t) estla RI du systéme.

La réponce indiciellg (t) s’obtient par la relation de convolution :
t

r(t) =h(t)r(t) = ]'oh(t— nr(rdr= T ht-7)dr = j Hr) o

—00

Le régime permanent de la réponse indicielie(t) = !im r(t) estdonc égal aj h(t)dt = H(0).

—00

3. 19
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9. Modes d'un Systeme a TC

Un mode est la Rl d’'un systeme élémentaire canenfgsysteme du ler ordre pour des FT fractionnelles).
Un systeme quelconque d'ordiedécomposé en somme ldsous-systemes élémentaires (d’ordre 1)
comprend don&i modes.

Exemples :

1

- Soit le systéme de FH (p) =
pt+a

Ce systéme ne comprend qu'l seul mbget) , car H(p) ne posseéde qu'l seul pdleH(p) du ler ordre)
Mode : h (t)=TL[H( Pl = €*T(})

1

—————- Pour faire apparaitre les 2 sous-systemeseélgmes, on
p*+3p+2

- Soit le systeme de FH(p) =

1 _ 11
(p+D)(p+2 p+l p+2

décompos#l(p) en éléments simples - H(p) = =H,(p)+ H,(p

et:  h(t)=h(t) +h,()

Ce systéme comprend 2 modggt) et h,(t), car H(p) posseéde 2 poles. H(p) du 2nd ordre)

Modes :h, (t) = TL'[H,(p] = €' T(} h,(t) = TL'[Hy(P] = €* ()
Classification des modes :
- Mode h(t) de polea réel : (mode non oscillant)
h(t) /N h() ™ h(t)
| t | t t
0 0 0
a<o0 a>0 a=0

- Mode h(t) de pélesa = jb complexes conjugés : (mode oscillant)

Lorsque les pbles sont complexes conjuguéese itombinent pour ne former qu’l seul mode (et2)on

h(t) h(t) h(t)
/\ /™\ t T /\ [\ t % [\ /\ t
o V VY 0 ~ U o \J U U
a=0

a<o0 a>0
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10. Représentations Fréquentielles de Laplace et iger de Systemes a TC modélisés
SYSTEMES PHYSIQUES

Systémes électriques

Circuit RC intégrateur a TC Entrée : tensiaf{(f) -  Sortie : tensioiy(t)

u(t)T 0 g ¥
I o

C
u(t) - y(t) = Ri(t)

dy(t) _
0 = C% - RCF +y(t)=ut) (@

Lois de Kirschoff :

-lercas: Condensateur C initialement dégh (Conditions Initiales (ClI) nulles)

Y 1
w:RCPY(P)+Y(p)=U(p) - H(p):U((E))):HRCp‘

-2nd cas: Condensateur C initialementgdary, (Cl non nulles)

L RAPY(P) - Yol +Y(p)=U(p) - [Y(P)=H(p(p)+H(P)RCy,

Réponse fréquentielle

1+i2mRC
IH(W)| = SR S IH(V)| = 20logH (V) Arg[H(v)] = - Arctg(2/nRC)
1+ (270RC)?
H) H()ge
1 0dB

I  (échelle logarithmique) B

I | | ] vV (échelle logarithmique)

Systeme daer ordre et de natur@asse-bas (élimination des composantes () de fréquence 3, _ 1
0
27RC

Systemes mécaniques

Intégrateur mécanique a TC Entrée : forl{¢) - Sortie : positiorX(t) par rapport X,
k
k : coeff. de frottement élastique
a f(t
%;W]i Mo 10 a : coeff. de frottement visqueux
XOE x( X, : position d'équilibre

Relation Fondamentale de la DynamiquE forces= My - f(t) —kx(t) —ax(t) = M x(t)

- Si les Conditions Initiales nulles :

)

X 1
1@: F(p)-kX(P-apX p= Mp X p- |H(p)= FES)):k+ap+Mp2

21
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TD 3. Représentations Fréquentielles des Signaux @es Systemes a TC

[. SIGNAUX

1. Transformée de Fourier ded(t)

Montrer que :  TH(t)]=1 etque: TF(1)&V)

2. Transformée de Fourier d’une porte (ou fenétre)

Calculer la TF d'une porte :
nr@®

-T/2 T2

II. SYSTEMES

1. Fonctions propres des filtres linéaires

Montrer que les exponentielles imaginaires (sigranusoidaux) sont les fonctions propres de®#iltr
linéaires:

X(t) = 2™ [HV} y(t) = H(v) [X()

2. Filtre intégrateur

1 t
Soit le filtre linéaire défini par la relation dieée-sortie:  y(t) = T IX(H)dH T >0)
T
a) S'agit-il d'un SLTI ? (Systéme Linéaire Stationmag a Temps Invariant))
b) Déterminer sa FTH (V)
c) Tracer |H (l/)| et Arg H(v)

d) Déterminer et tracer la RI du filtre.
e) Nature du filtre ? (Passe-Bas, Passe-Haut, PaeséeB3 Coupe-Bande)

TD 3. 1
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TD 3 ANNEXE. Représentations Fréquentielles des Sigux & des Systemes a TC

I. SIGNAUX
1. Transformée de Fourier d’'un peigne
Soit |_|4(t) = Z o(t—nT) (Peigne de Dirac). Calculer la TF dig_t (t) .

2. Transformée de Laplace de signaux périodiques
Déterminer la TL des signaux causaux suivants :

X, (© X ®
1 1
t | t

0 a T 2T 3T

3. Transformée de Fourier d’'une Gaussienne

—rt2 .
Montrer que la TF d'une Gaussiennk(t) = e ™" est encore une Gaussienne.

4. Transformation de Wigner-Ville
Les signaux tels que les signaux modulés en frémgueu encore le signal parole constituent des
exemples de signaux non stationnaires. Dans ¢éacdécomposition spectrale ne peut étre que
difficilement obtenue par TF. On peut alors witita Transformation de Wigner-Ville d'un sigmét)

défini par :

TWV[x(t)]iJ-: x(t + gj.xm(t - %j.e‘iz”'” dr = X(,t)

Le résultat, fonction de ett permet une analyse dans I'espace Temps-Fréquence.

- Soit le signal harmonique modulé en fréquenkét) = é””tz ;  calculer la TWVX(t)]
¥t - calculer la TWV y(t)]

X conjugué dex

- Soit le signal harmonique stationnaire classigy(t) =
et montrer qu'elle se réduit a la TFygg.

5. Transformée de Hilbert

On appelle Transformation de Hilbe K ) d'un signalx(t), la réponseX(t) a X(t) du filtre de FT
I\ sgn(v)

! v

H(L) = -ia v>0 H(v) =-i.sgn{) avec: -
(V)= + a v<o0 sgn( ) :fonction signe _
x(t) O = %) =Xt *ht) avec:  h(t) =TF[-i Bgr(V)]

- Déterminer la RIN(t) du filtre.

TD 3.
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6. Décomposition en série de Fourier

Donner la Représentation Fréquentielle des sigeaivants et la tracer :
(a) s(t)= sin 2wgt et (b)c(t) = cos 2wt

(c) x(t) (aveca=met T=2D) et vy : (forme trigonométrique et forme complexe)
x(¥) y(®)
ml _
1 VNN
t X , , t
0 a T 2T 3T 0 2n

sin 2kt

En déduire I'expresssion dS:z
k=1

en fonction de(t) ety(t).

7. Transformée de Laplace dé(t)
Montrer que TL§(t)] =1

8. Transformée de Fourier de I'’échelon
Calculer la TF de I'écheldm(t).

II. SYSTEMES

1. Modulation - démodulation

On considére le signft) et sa Transformée de Fourier donnés dans le sctiéapaes :
f(t) Fv) Spectre dé(t)

I/;/\ft v
0 L/

Soitg(t) = cos 2wt et v.>2v, déterminerh(t)=g(t).f(t) et H(v) = TFh().
Comment peut-on retrouv§t) a partir deh(t) ?

2. Filtre passe-bas [voir TP]

Soit le filtre linéaire de FT : H(p) =

(passe-bas)

pta
- Déterminer la réponsét) de ce filtre au signal carré périodique de péribdd causal x(t),
X(t) étant le périodisé de(t) : X (t)=1 pour Gt< T/2 , Osinon:
x ® X (t)
t ‘ t
o T2 o T2 T 21 3T

TD 3. 3
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3. Suppression d’échos
Considérons un systéme dont la Réponse Impuldiern® est composée d'un train d'impulsions, i.e. :

h(t) = i ha(t-nT)

ouT >0 est le temps entre deux impulsions consécugitigasdes constantes.

1. Réaliser le schéma-bloc d'un tel systeme.
2. Supposons que l'entr&é) a ce systeme est aussi un train d'impulsions :

X(t) = i X, 0(t—nT)

n=-o0

Montrer que dans ce cas la sortie est donnée par :

00

y(t) = Z ynd(t_ nT) avec: yn = Z Xk h1—k
n=-co k=—0c0
3. Considérons maintenant le cas ou nous voulongisogpd'un signal acoustique les échos. Suppogans,
exemple, que dans un auditorium il y a écho, ne.impulsion acoustique initiale est suivie pardasions
atténuées du méme son a des intervalles régulieteaapacés dans le temps. Nous pouvons modéliser ce
phénoméne comme étant la sortie d'un SLI avec RI :

h(t) =" had(t-nT)
n=0
ouT est le temps en secondes pour qu'un écho appagtigsest le gain dik-ieme écho.

Notons pai(t) le signal acoustique d'origineygt) = x(t) * y(t) est le signal qui arrive a I'entrée du microphone
et qui se traduit en signal électrique qui seraiausé pary(t).

Pour supprimer les échos, le signal électrigiepasse a travers un SLI de gft) déterminé de facon que la
sortie soit égale &(t). Supposons qug(t) = Z g,0(t—nT).

n=0
Etablir la relation des coefficientp avech,.

TD 3. 4
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TP 3. Représentations Fréquentielles des Signaux et des Systémes a TC

TP 3 ANNEXE. Représentations Fréquentielles des Signaux et des Systémes a TC
Il. SYSTEMES

1. Filtre passe-bas [Voir TD]
]

Réponse du filtre de FT H(p) = a un signal carré périodique x(7)

p+a
T
T:=1 N:=2 t:= 0,O+1—0..N~T I1(t) = (1)
on = |1 irs< T N
MO = V<2 1y = xo)-1) x0= Y xit-k)
T k=0
0 if t>—
4 2
a:=2 H(p) = H(p) invilaplace ,p — exp(-2-t) h(t) .= exp(—a-t)-I1(¢)
+a
¥(t) =1
! 1.5
x(1) \ / \ A1)
=
| -0.5
0 1 2
t 0 t 2
3. Représentation Fréquentielle d'un signal périodique a TC Décomposition en série de Fourier.
Signal périodique initial t=—4x,~47+01. .47 Phénomene de Gibbs
()= |if t20

1 if modt,2-7) <z |

-1 otherwise
if t<0 ) 0

-1 if mod(t,Z-lr) >-7 L I l
1 otherwise ~10 -5 0 5 10

t
N+1 composantes du signal décomposé en séries de Fourier

Faire varier N de 0 a 100

N .
Voo gty G
T 2-k+1
k=0 2

u(t) 0

- l | |
~10 -5 0 5 10

TP 3.
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4. Représentation Fréquentielle d'un signal non périodique a TC

Transformée de Fourier de I'échelon u(t) : - directe sur un support de largeur A et - par fonction intégrée
Faire varier A entre 1 et 20 pour comparer les résultats

A=1 t:=-4,-4+05.4 f:=-A,-4+05..4 Af) = | if F=0 u(t) = &(t)
0 otherwise
2
u(t) —
|
0
-2 0 2
t
Calcul direct Fonction intégrée
1 a0) .
h(f) = |——+ —= 0
o) m s D= |Gt T
o otherwise
G() = lg(nl H(f) = |h(h)
307
1 1-10
G(Sf) H(510% F a
0 |
0
~1 0 1
-1 f 1

5. Systéme a phase minimale

Faire varier le zéro de Y(p) pour faire apparaitre le cas de phase minimale et non minimale

a=0 = —1,=1+0.1.10 () = (1)
Réponse indicielle Y(p) = Hp) o yone Y(p) = _p-a)
V4

p(1+p)
(1) = (—a + a-exp(—t) + t-exp(—t)-a + t-exp(—t))-I(¥)

TP 3.
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6. Fonction de Transfert d'un systéme linéaire stationnaire

Systeme fondamental (passe-bas) du 1er ordre
On fera varier le paramétre Constante de temps 1 et le gain statique K

1

fozz 10 K:=1 7= H(p) =
2~7r-f0 1+ 7p
Réponse en fréquence
£:=0.1,0.1 + 1..1000 G(f) = H(i-2-7-f)
Module M(f) = 20-log(| G(f)|) Phase  ¢(f) == arg(G(f))

M0 #Hn - \

\
—40 3 _
0.1 1 10 100 1-10 20‘1 I 10 100 1'103
S 7
Systeme fondamental (passe-bas) du 2nd ordre
On fera varier le paramétre d'amortissement m et le gain statique K
K
m:= 0.1 K:=1 fO =10 H(p) =
p 2:m
Réponse en fréquence + p+1
27z~f0 2. 7z~f0
£:=0.1,0.1 + 1..1000 G(f) = Hi-2-7-f)
Module M(f) := 20-log(| G(f)|) Phase  ¢(f) == arg(G(f))
50
0
0 ’/\ \\
M
M) W =2
—50 \ A
T 100 100 140° -4 3

0.1 1 10 100 1-10

TP 3. 3
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7. Réponse temporelle d'un systéeme a TC

Réponse Impulsionnelle h(t) du 1er ordre fondamental

o1 t:=0,0+0.1..10
2~7r-f0

fO:=0.5 K:=1 T

h(f) =1

1.001x10°"7

h(t)

9.99x10°%°

TP 3. 4
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4. Représentations Fréquentielles des Signaux & d8ystemes a TD

I. Représentations Fréquentielles des Signaux a TD

1. Représentations Fréquentielles
1.1. Représentation Fréquentielle de Fourier d'uni§nal a TD : Transformation de Fourier discréte

On a vu, en ce qui concerne un signal a TC :

k

Temps: X(t) signal périodiqueT) aTC - Fréquence: X, spectre &D (Fréquences Discrétesf (kv) = X(?j
Temps : X(t) signal quelconque BC — Fréquence :X (V) spectre &C (Fréquences Continues)

On devine (propriété de dualité) que pour unaignTD, les propriétés vont s'intervertir et lecpe sera

périodique et a FC:
Temps X(nT) signal périodiqueT’) aTD - Fréquence X(V) spectre &C et périodique (période Ty
Temps X(nT) signal quelconque D — Fréquence X(V) spectre &C et périodique ()
« Temps» X(N) signal aTD — Fréquence X(V) spectre &C et périodique (1)

Ainsi, un signal a TD a pour Représentation Fe@jelle :

Pourx(nT) : Pour X(n) :
X(u)i i x(nT) @727 X(v)i i x(n) [&™'#™"

Et on a la transformation inverse :

_ 1T i27nT _[yvz i27n
x(nT)_?j_T/ZX(u)Ee dv x(n)_j_mxo/)[e dv

Le spectreX (V) d'un signal a TDX(NT) est continu £a Fréquences Continues) et périodique de péridide 1

Spectre= occupation en fréquence d{nT) =Variance (plutdt que DSRTF[ X(NT) 1.
Le spectre d'un signal échantillonné est périoeiq

1.2. Représentation Fréquentielle de Laplace desgdiaux a TD : Transformation de Laplace discréte

Soit X(NT) (resp.x(N)) un signal a TD. Par analogie avecTh des signaux & TC, on définit TRL” de
X(nT) (resp.X(n)) appeléelL échantillonnée od L discrete, par :

A (o]
TLD[ X( nT)] = Z X nT) & (X(nT) : séquence échantillonnée & la période d’échambidigeT )
n=-c

TLD[ X( n)]é i Xner (x(n) : suite numérique

n=-oo

[

Rappel : TLd'unsignala TC: [TL[x(t)] = Ix(t)e"“dt

—00
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1.3. Représentation Fréquentielle z des Signaux DT. Transformation en z
Si dans la Représentation de Laplace des sighdiix on pose :

z=€”" sile signal s'exprime panT) (signal échantillonn@ TD a partir d'un signal a TQ)

ou:z=¢€" si le signal s'exprime pafn) (signal a TQnaturellement)
ona: TL[(nD]= > (n 2= TE&nT  et: TLx(n]=> X9 2" = TZ &)

n=-oco

ot TZx(NT)] représente la Transformée zdex(nT).

Onnote:X(Z)=TZ[)(nﬂ=i k Nl Z et: X(Z)=TZ[)(I)]=§ kh?

n=-o0 n=-o0

(n: entier relatif:T : réel; z: complexe;X(z): généralement complexe méme@iT) (oux(n)) est rée).
X(2) est la Représentation Fréquentielle du sige@T) (ou X(N) ).

LaTZ X(2) d'un signal a TDX(N) est donc un polynéme infini éhdont les coefficients sont les échantillons

X(n) et que I'on peut généralement réduire a une tacttionnelle e (rapport de 2 polynémes finis).

La TZ monolatérale, noted Z", s'écrit, pour une séquenaénT) : X *(z) = i X nT) z" -
n=0

Elle s'utilise comme c'était le cas pouiTlamonolatéraleavec les signaux causaux.

Comme lal'L monolatérale, laTZ monolatérale s'utilise chaque fois qu'il y a desn@itions Initiales
(CI) (non nulles !), les ClI signifiant que I'amerche un signal a partir d’une origine des terpp&cise.
Une transformée bilatérale, commell& ou la TL bilatérale ou laT Z bilatérale, ne peut étre utilisée
en présence de Cl, car celles-ci seraient atorglobées dans les transformées (et les tables de
transformation généralement établies pour dgeaiix causaux seraient inutilisables).

Par simplification de la notation, TZ" est communément tout de méme noté TZ eX " (2) noté X(2).

Comme pour la TL, la seule expressionX¥€z) en fonction de la variable ne suffit pas a définir la

Transformée ende la séquence tempore{nT) (ou X(N)).
Il faut aussi préciser le domaine de définijon domaine de convergence) #&(2) .

- PassagedelaTalaTZ:

La TZ n'est autre que Id'L échantillonnéex{ TL discréte)TLD[ X( nT)] :
On peut faire correspondre a une fonctXif p) sa Représentation discrétezamtée
X(2) = Z[ X(p)] et ainsi obtenue :

a1 Echantillonnag
X(pOW - ) —
I Z

x(nT) O = X(2
N

Onadonc: X(p) ¥ - X(2 alors que: x(nT) O =~ X(2

Le passage de L & laTZ se fait parz = € pour une séquenogn) et 2 = e’’ pour une séquence#nT)
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- Convergence de la TZ d'une séquence x(nT) :
— eO'T
0=2mT
Le demi-plan gauche de la variapl@_aplace)o <0 - o <1 correspond au disque de rayon unit&.en

L'axe imaginaire de la variage 0 =0 — o =1 correspond au cercle de rayon unité&en
Le demi-plan droit de la variabpe: 0 >0 — 0 >1 correspond a 'anneau extérieur au cercle unit en

Ona: z=€”" ou: p=co+i2mv - z=& ¥ =p¥ avec :

La Bande de Converg. eng, < Rep < g, correspond a I'anneau de Converg: T < | 4 < & enz

Les fréquences, v+F, ...,v+tkF o0 F =1/T se retrouvent superposées au méme point, ddefddt
périodicité de I'exponentielle imaginaire : st'ée repliement des fréquences :
Imp E Im z
F/2
0 R
ep % I Rez
-F2
-F

On peut décomposeX (2) en parties causale et anticausale :
-1

X(z):i: Xnmz"=> )(<n)"i+i X AT %

n=-oco n=-o0

partie anticausale partie causale

- La partie causale : série entiérelém Elle converge dans un anneM > R : série de Laurent (*).
- La partie anticausale : série entiere.dflle converge dans un disqlM < R, : série de Taylor.
- L'ensemble, qui n’est ni causal ni anticausahverge dans I'anneakt;, < | i <R iR <R)

k+1
(*) Rappel : Zq = le - —q converge vers : 1 |q| <1 etdiverge sinon.
- q -q

La donnée du domaine de convergence de la Trenéé ou, ce qui revient au méme, le caractére
causal ou non de la séquence, est indispengabtedéfinir unerZ (de méme qu'en Laplace) :

Exemple :Prenons I&Z de I'(n), séquence causale, ainsi quéZade [(n) - 1], séquence anticausale :

r(n)
ﬁ |
1

L

321 0 : échelon causal
TZT( z 7" =1+ 7'+ Z°+..+ 7'+...=série géométrique de raison = Z -
n=0
_Antl
TZr(n] =lim 1-9 = 1 ) ‘Z_l‘ <1 soit:|TZF(n)]=—— |z| >1 et:
n-o 1-q 1-z
r(n)—lT
3 2 4 . .
l l o1 27" ) _
-1 échelon anticausal
-1 0
TZ[r(n-Y=->z"=->2"=-z(+z+2* +..)= —zGlL S TZr(n) -1 =—— si |74<1
n=—co k=1 -
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4. Représentations Fréquentiedl des Signaux & des Systemes a TD

Dictionnaire :
Opération Représentation Représentationz Domaine de
Fréquentielle Convergence D
1. Combinaison linéaire un)=ax(n+bymiU(z)=a X(2+ bY k D, =D, n D,
4, b : C!®Scomplexes)
2. Translation temporelle y(n) = x(n-k) Y(2 = 7K X ¥
Retard(>0) ou avancek&0)
(TZ bilatérale) pas de C)
3. Retard K>0) y(n) = x(n-k)

(TZ monolatéraldZ" notée X)
(avec Conditions Initialeg

Y (2= z¥ X( 1+Z km kK72

4. Avance k>0)
(TZ monolatéraldZ" notée X)
(avec Conditions Initialeg

y(n) = x(n+k)

V(3= X(3-Y kme”

5. « Dérivation » discréte
= différence sur un pas

dériver=multiplier par(1—z™)
=passe-haut en fréquen

ce

y(n) = x(n) - x(n-1)

Y(2= X a(%l) = X(2(1- 7Y)

6. « Intégration» discrete n Z X(Z D. n >
= sommation y(n) = Z X(K) Y(2= X 3( ]J = ( _)1 X {|Z| ]}
L, L. -1 K=—o Z— 1_ V4
intégrer=diviser pa(l—2z"")
=passe-bas en fréquenge
7. Convolution u(n) = x(n)*y(n) U(2) = X(2)Y(2)
8. Produit u(n) = x(n).y(n) U(2) = X(2)LY(2)
9. Multiplication pam n) = nx(n
P P y(n) (n) (2= - d>;(z)
z
10. Inversion du temps y(n) = x(-n) Y(2 = 71
(déroulement inversg) (2= X7)
Table de Transformées des signaux usuels :
Signal Représentation Temps| Représentation|zanneau de convergenc+z|
1. Echelon unité x(n)="T(n) X(2) = z ]1,+oo[
z-1
2. Impulsion de Dirac discrete | x(n) = d(n) X(2) =1 ]O’+oo[
3. Exponentielle causale ="
P x(n) = ' (0 x(2=_2_ |]al+e]
Z—a
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Démonstration de la ligne 2 du dictionnaire :
On donne la relation en utilisantTZ bilatérale =TZ[ séquence complétg] = X(z)

— — — -y _ -n,_ - = -k
YA=TEYN= km R=D yn2=) (xn)kz= "2) (3 p'z= *2(X 2
n=—oo n=-—oo p=—c
TZ bilatérale et TZ monolatérale (T
L’expression générale du th. du retard (ligne 2lidtionnaire) n’est pas trés exploitable caf & qu'il faut ensuite
effectuer pour revenir au domaine temporel estaissle (pas de possibilité d'utiliser les tablegméies aux séquences
causales). On préfere ainsi utiliseTlAmonolatéraleyn signal a toujours un début (et une finJdonc des Cl) :
En utilisant la TZ monolatérale TZ

On donne la relation en utilisantTZ" [x,] = TZ] partie causale de la séquence non forcément leauda X (2).
Utilisées lorsque les Conditions Initiales (Cl)sant pas nulles, ces formules donnent cependantZimeompléete
(TZuniquement de la partie causale de la séquenedlpstutilisent les Cl (ceci n'est pas génant guesles Cl
constituent justement la partie manquante de&ZJgPour donner directement umi& compléte, la séquence décalée
vy, doit donc étre causale). L'intéret deTiE est que les tables sont utilisables pour revenitaamaine temporel.

Démonstration de la ligne 3 du dictionnaire :

Y'(Q=TZ[ Y h= &k~ }izi xR k2= ‘Ei (x—n)k‘(ik)z‘kzi (xpPz
CEREARTEN T E f[z (x)p2+ x>}= ERSEREWES-E

HY+(z)=TZ*[M= km W= 2 307y (xm)K?

Exemple:  k=1: Y (=TZ[Yh= &nd]= 2 X))z (*)
k=2: Y'(Q=TZ[yh= gr2]= Z X )z (x2+ (x) 2

Illustration : Soit la séquence, :
e o1 °
| ITI ,
3210 1 2 n|X(Z)= Z+ 1+ 7 X (9=1+Z"
yn: ><n-l
, IlTI [ .
2101 2 37" Y()=z+1+ 22+ Z= 2 V() Y (D=2 X( ¥+ D)= Z+ Z+1

Th. général duretardY(2) = Z* X X Y (2 # Y % carlaséqy, estnon causale

L]
012 3 4" |Y(z):1+ '+ 72+ = Y( )4 Y (=22 X(3+ 2+ &) 2=1+ 2+ 2+ 2
Th. général duretardy(2) = 2> X ¥  Y'(2 = Y 1 car la séquency, est causale

Démonstration de la ligne 4 du dictionnaire :

V(2=TZIYh= € B=X G k2= D (xen)KZY =Y (X P2

V(@=TZIgh= km B= 4 KOz (x)p‘%j= “2K) 2 % (X P2

Y'(D=TZ[ D= k% K= 2 X)z> (0nt?

Exemplek =1 : Y'(Q=TZ[ Yy h= kD)= zX )= €8
k=2: Y'(Q=TZ[yh= «r2l= Zz X )z Z(9- &
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-Notes :
- Pour les signaux a TD, T&Z est la Représentation Fréquentielle la plus adagittéa plus utilisée.

- LaTZ modifiéeX(z,m), variante paramétréan de laTZ est peu utilisée. Elle présente par rapporti&Zltavantage de
connaitre la séquenké) non seulement aux instants discrgtenais également entre les instants d’échantillganéonc a
tout instant) du fait de l'interpolation a ki du paramétne. Avec des fréquences d'échantillonnage élevad¥, inodifiée

perd de son intérét.
- De la méme fagon queT& des signaux a TC peut s'utiliser pour les sigreali® en transformant les signaux a TD en
signaux & TC, on peut utiliserTa pour les signaux a TC en les échantillonnant.

- Le produit de convolution ayant pour transfée un produit simple :

f(K)=x(K*y(K)\OF - F(2) = X(2)Y(2)

la convolution se voit eacomme un produit de polynémes, et la déconvolutmmme une division de
polynémes.

Inversion de laTZ X(2) d'une séquence(n) :

(1) Inversion par utilisation directe des tablesm@s une éventuelle décomposition en éléments sisiple
Méme chose que pourTa ou laTF (cf. tables de transforméesan
Les tables étant faites pour des fonctionsalasscette méthode n’est utilisable directemertgju
on recherche une séquence causale.
Si on recherche une séquence non causale, les tadle fonctions causales peuvent néanmoins étre
utilisées mais en faisant jouer le renversemeriedps :

Rappel: propriété du dictionnaire : s{(n) Off = X(2) alors y(n) =x(-n) O g -Y(2) = x(z’l) :
Soit X(2) la fonction & inverser, on formé(z) = X (z ™) et on utilise les tables pour déterminer
y(n) =TZ[Y(2)], puis on obtient enfirx(n) = y(-n) .

(2) Inversion par décomposition en série de Taytar de Laurent
-Si X(2) est donné avec un domaine de convergence du|zh:m R (cas le plus courant),
x(n) est alors causal (sauf en présence de termesadd)ret il suffit alors de décompos(z) en
série de Laurent (série ®a). En identifiant avec la définition de T&Z, on obtient la séquencén).

- Si le domaine est du tyﬂ)d < R, X(2) est décomposé en série de Taylor (sériB),guour
donner la séquence anticausale (sauf enméske termes d’avance)n).

- Si le domaine n'est pas précisé, il y a iedeination pour la séquengén), mais on recherchera
plutét une séquence causale (ce qui fixefeaine de convergence comme du ti/#e< R,) car

c'est la classe de signaux la plus courante.

Y4
Exemple: X(2)=—
z-1
Si une séquence causale est recherchée, omgpése X (2) en série de Laurent :
1 - _ T
X(2) = _1:1+Zl+22+---=Z Z"= T4r(n (convergepoM>1)

n=0
Si une séquence anticausale est recherchégocomposeX (2) en série de Taylor :
-1

X(Z):—Z[-)li'—Z:—z(1+ z+ f+,,,):—z "= T@E( p-1 (converge pou|rz|<1)

n=-co0
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(3) Inversion par la méthode des Résidus

Rappel : Théoréme de Cauchy : J-Z” dz= 2mo, ,
C+

c'est-a-dire : J-Z” dz= 27 si n=-1 = Osinon
C+

avec n entier relatif et C* cercle de rayon quelconque et de centre O paraansi le
sens trigonomeétrique.

Considérons I'équation de définition d&Zx X(2) = z xXmz"
m=—oc
Multiplions les 2 membres paF"l et intégrons suEt inclus dans l'anneau {fRo) de
convergence dX (2) . D'aprés le théoréme de Cauchy, tous les termesiaune

contribution nulle sauf poan=neton a:
1 _
X(n) == [ X(2 2" dz
1277 .
Comme pour I&L cette formule d'inversion est rarement emplajé&rale de variable complexe)
Le théoréme des résidus donne immédiateumenautre expression dén):

Théoréme des Résidus : Izn_l X(2 dz= QITZ Residusde?™ X ¥
ct B

p. étant les poles d&"™" [IX(2 intérieurs &C*.
dou: x(n)= z Residus deZ'™ X( 2 avec :
p
p. : poles dez" [OX(2 intérieurs &C*.

C* : cercle quelconque de centre 0 parcouru darente tsigonométrique et
inclus dans 'anneau de convergenceXde) .

Imz

(N

| /R) Ry

Comme on peut prendBd quelconque a l'intérieur de l'anneau de conve®€@RGRy), il
suffit en fait de sommer sur les poles ietdns au cercle de rayoy R
On obtient les résidus par la méme formule que [godécomposition en éléments simples :
- pour un pole simplgd; : Res, = lim(z- p) AR @ {
Z-p

. d k-1
- pour un p6le multiplep, d’'ordre & de multiplicité)k : ReSPOZ lim

bna(k—l)!F[(z_ R 2 X
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(4) Inversion par division de polynébmes suivant fggissances croissantes delz
dans le cas d'une convergence du M)? R (=séquence causale)
(Si la séquence est anticausale, on diviseastiles puissances croissantes de z)

Cette méthode est utilisable trés généralerneetfonction X (2) s’exprimant le plus souvent
comme un rapport de deux polynémes en z.

Contrairement aux autres méthodes d’inverdaaéquence(n) est ici récupérée échantillon par
échantillon, et pour avoir une expression aralg dex(n) E expressiomon récursive du terme
général de(n)), donc en fonction de uniqguement), il faut trouver une récurrence, dentest pas
toujours évident.

Cette technique est facilement programmableaigulateur:( X(N) est ici noté plus simplemeixt, )

Algorithme récursif : Soitainverser: X(2z) = =0 = z XnZ_n (X, causale)

k n
soit: X, = é{an - ZQXn_i O fPeeye., = i{an - ZQ Xn_i} Terme générakcursif

i=1

VA
Exemple: X(2)=——
z-1

Si une séquence causale est recherchée, ee titei polyndmes dX (z) ordonnés suivant les

puissances croissantes e :

X(2) = =1+z'+ Z7%+.= i Z"= TAr (o (converge poM >1)
n=0

1-7*
Si une séquence anticausale est recherchékyisa les polynémes dX (z) ordonnés suivant les

puissances croissantes zle
® -1
X(29) = ‘1i =—(z+Z + Z+...)= Z Z"=- Z Z'= THE( 01 (converge pou|rz| <l)

V4 n=0 n=-co

(5) Inversion par équation aux différences

x( &8 7

U@ <
E:
i=0

On aboutit & une équation aux différences steaifacilement programmable, en inversant, par

I'utilisation du dictionnaire de IBZ (formule de retard), I'expression précédente diypse en

produit croisé :

Lorsque X (2) est impliqué dans un rapport :

X(z)DZb 7l = U(;D__i a ? DT[EBLZ ib(XH)i:Zm: aun)i

i=0
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Détermination de I'expression non récursives analytique) d'une séquence récursive(n) de FT X(2):

- D’'apres la donnée de x(n) :
- Transformexk(n) récursive en non récursive et faire apparaitpossible une récurrence.
ou:
- Calculer 1aTZ X(2z) dex(n) et obtenix(n) parTZ* de X(2).

- D’aprés la donnée dX (2) :

- Par division de polynémes : la séquex(gg étant obtenue récursivement, c’est-a-dire échamtil
par échantillon, pour avoifn) en fonction de seulement, il faut faire apparaitre une récurrence

ou:

- Par la méthode des résidus.

ou:

- Par I'utilisation des tables aprés une éwaigudécomposition en éléments simplesX€z) .

(Attention : les tables ont été constituéesrples séquences causales, séquences les plastesur
linversion d’une fonctionX (2) par les tables donne donc une séqueecausale).

ou:
- Par décomposition dX (2) en série de Taylor ou de Laurent.

Propriétés de la TZ :
(1) TL et TZ On obtient la TL (discréte) d’'une séquenx@n) (resp. x(nT)) par passage TZ - TL :
X(p) = X(z= &)  (esp.X(p) = X(z= &7)) o z2=€P  (resp.z=¢e")
(2) TF et TZ On obtient la TF (discréte) d’une séquendd) (resp. x(nT)) par passage TZ - TF :
X(V) = X(z= &™) (esp.X(v) = X(2= &™) o 2=€%"  (resp.z=€2™)
Le spectre (TF) d’'une séquenx@n) (resp.x(nT)) est donc périodique de période= 1 (resp.v =1/T)

et doit de ce fait étre interprété dans la bandiférmjences—} <py< 1 (resp._ 1 _, . 1)
2 2 72 R
(3) Linéarité.
(4) X(2) est généralement complexe méme si x(n) (x(@3h))éel.
(5) Théoréme de la valeur initiale (pour une séwaecausale) :
X(Q=YXNZ"= 0+ @) 2+ 6@ Z+.. - Hx(n=0):lim X( 2
Z— +oo
n=0
(6) Théoréme de la valeur finale (pour une séga&fd) nulle enn = —0co) :

| X(n=+e) =lim (-1 X 3

Dém.:  Soit {x(n)} une séquence e{n)} la séquence définie par: y(n)=x(n+1) - x(n)
avec k(n)} telle que {y(n)} soit sommable en valeur absolue.

On a, d'apreés la définition deTIZ: Z y(n) = Iirq Y2
z-
n=-o
D'apreés le théoréme du retard : Y(2) = zX(2) - X(2)

A cause des éliminations successives z y(n) = X(N=+o00) — X N= —0)

n=-o0

d'ou, six(N=—-0) =0, ona: X(n=+c) = |ZiEn1(2—]) X2
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(7) Théoréme de Parseval :

Z|X(n)|2 = %_[I X(2 X"/ ) Z* dz avec: X" : conjugué deX .
C+

Plus généralement : z x(K)y (k) = i J-X(Z)YD(Z_l)Z_le
k=—00 I27TC+
Dans le cas particulierx(k) = y(K), on obtient I'énergieE, du signalx(K) :
- 1 A=
E =Y |xKk)| =— [ X (29X (z)zdz
o= 22X izﬂi (2X"(z?)
(8) Correspondance bi-univoque enxén) et X(z) (domaine de convergence précise).

(9) Transformée en z de la fonction de corrélation TZ[¢Xy(n)] = X(ZY X ¥

TZ¢.,(0]=T2 % X B ¥ ke m}i{i EK Gk )ﬂ %=z{z Oy ) P9 2

:2|:2X(k)2( }(k+ |) 2(n+k)}:2 2 (()(kz(y)u_zzi (X)kki (yuuz (Xl)Z()YZ
ANNEXE

Tables des principales Transformées en
Correspondance avec les Transformées de Laplac

11

4. 10
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TABLE DES TRANSFORMEES EN Z ET DE LAPLACE

(FONCTIONS CAUSALES)

X(s) 01 xO) | ——  x(KT) ou x(K) 0FF X(2) 070 x(9)
1 1 o(t) delta Kroneckerd(kT)=1 sik=0, 0 sinon 1
2 g’s Retard: &(t-1) O[(k-m)T] =1 sik=m, O sinon z"
1 Echelon I (t) [ (KT) 1
3 g noté aussil(t) noté aussil(KT) 1-27"
1 1
4 s+a e e 1-e?z!
i t KT Tz1
5 g2 (1- 771 )2
] 2 t2 (kT)? T2Z'1+ ZY
s a-z%°
, 6 t° (kT)® TiZ'Q+4z+ 77)
' (1-z1)*
_a o« (1-e*)Z"
—at —al
8| s(s+ g 1-e 1-e (1-zH(1-e* 7Y
_ b-a (e -¢e") Z*
9 (s+a)(s+ b gt — ght gaKT _ g bkT (1- o Z_l)(l— b7 Z_l)
1 Te ™ z*
0 (s+a)? te™ KTe ™ (1-e®z1)?
s 1-(1+aT) e z*
11 (s+ a)? (1-at)e™ (1-akT) ™" (1-e " 7%)2
2 T2 (1+ € 7Y) 2*
12 (S+ a)3 t2€—al (kT)Z e—akT (1_ e—aT 2_1)3
a’ [(aT-1+ ") +(1- €7~ aTe™) Z] 2
Pl F(srg |atlre” akT -1+ e (-7 (1- &7 2)
@ sinat sinakT ztsinwT
o T 1-2z"'cosaT +272
S cosat cosukT 1-z"' coswT
Bl @a? 1-2z"'cosaT +27°
& | e¥*sinwt e T sinakT e Z sinwT
18| (s+a)® + o 1-2e Tz cosaT +e 727272
_sta | e®*coswt e *T coswkT 1-e "z coswT
17 (s+a)’ + 1-2eTz27 cosaT +e 2272
18 a* coskrr = (-1)*a* = (-a)* 1
1+az’
a 1
19 1-az"’

11
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X(s) 0410 x(t) —/—  X(KT) ou x(Kk) 07 - X(z) L0 X(s)
20 a“t k=123.. z*
1-az™!
21 kak—l Z—l
(1-az')?
22 2 k-1 M
k-a (1-az?)?
93 k3ak* z7'(1+4azt+ & 7°9)
(1-azh)*
on k*ak™ z'(1+11azt + 11& 722+ 8 7
(1-az™h)®
1
25| i az ) -4 KT -XT ze‘T”[ {—1+ er —T) -l+e " +T}
S(1+ r 9 1—(1+je T 1—(1+_)e T T T
T T (Z_l)(z_ e—T/T)Z
1 - '
26| 7o | @ e W, ze™ sin(w, T)
1+2ms+ & Eoe o' sing, t D 22 _ 5 gmart ; gt
oSt —3 z°-2ze™ cos + &m
w, @ avec : @ 1
D=+1-n?
w, =w1-nt
Cas 0<m<1
27 % L , z 1D Dzz+e'm“’°Tsin(wO' T-¢)z
m_ s _1Esi + = '
{1+a)os+wg] . DES|r(th l//) z-1 D ZZ—ZZém“"TCOS(a)O T+ g@moo T
avec :
D=+1-n?
E - e—mwot
wo' = wp1-nt
¢ = Arccosm
Cas 0<m<1
4. 12
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Il. Représentations Fréquentielles des Systemes ®T
1. Représentations Fréquentielles
1.1. Représentation Fréquentielle z des Systeme3R : Fonction de Transfert

X(n) h(n) y() = him) *x(m) si Cl nulles

\L TZ \L TZ
X(2) FH(Z) Y(e)= HE@X@) si Cl nulles

avec :|H(2) =TZ[h(n)]| (ou: H(2) =TZ[h(nT)]) : Fonction de Transfert(FT) du SLTI : |H(2)

- Y@
X(2)

Comme la Rh(n) (hors Cl), la FTH(z) caractérise compléetement (hors CI) le SLTI a TD.
La FT (comme la RI) n’a de sens que si le systéshérgaire (la TZ est linéaire).

Si le systeme est stationnaire: lalA{&) ne dépend pas du temps, lahHRi) ne dépend que du temps
S’il n'est pas stationnaire: la FF(z,n)dépend du temps, la R(n,k)dépend du tempset de 'origine des temps
(double dépendance

temporelle)
- Dualité Temps-Fréquence :
Temps Fréguence
- Rl h(n) = -FT:H(®2
- SLTI - - Filtre linéaire
- STI = - Filtre
- Relation Entrée-Sortie : Convolution = - Relation Entrée-Sortie : Produit
- Relation Entrée-Sortie d'un SLTI = - H(z)est une fraction rationnelle (fractionnelle)zn
Equation aux différences linéaire & coeff tants = Quotient de 2 polyndmes en (Cl) nulles
(& coeff constants stationnaire)
(‘avec Conditions Initiales (Cl) supposéeseu)l m _
TZ > az
P ] m N H(Z):Y(Z) =i:O :
2hy(n-)=2 axn) X(2) <y
i=0 i=0 Z b z
i=0

- Application :

La TZ monolatérale se préte trés bien a lardétation de la réponse d’'un systéme a TD a ures@n
TD par utilisation de la FT du systeme.

2. Ordre d'un Systeme a TD
C’est la valeur absolue de la différence entrelgré du polynéme dénominateur et celui du polygém
numérateur de la FT (généralement fractionnelieln variablez

L'ordre, qui n'est défini que pour un systéemeFdefractionnelle, représente donc la valeur absdeia
différence entre le nombre de péles et le nordbreéros de la FT du systéme.
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3. Stabilité d’'un Systeme a TD

- Temps :
La définition « a entrée bornée, sortie borné€BSB, donne une condition nécessaire et suffisante de
stabilité pour un SLTI: Systéme stable < EBSB = Z|h(n)| <00
n=-oo

Il en découle que la Rl d'un systéme stable \&rifi

Systéme causal stable lim h(k) =0 Systéme non causal stabkie lim h(k) =0
k - +o0 k - —0

Exemples :
Systéeme causal stable Systéeme causal instable  Systéme non causal stable Systéme non causal instable
h(k) h(k) h(k) h(k)
iﬁ%ﬁ k iﬂﬁL k «MJL k JIHL k

0 0 0 0

Démonstration de la CNS : EBSB - Z|h(n)| <o (1)

n=-—oco

Condition suffisante : EBSB [ i‘h(n)‘<°°

n=-c

Si (1) est vraie alopgn) bornée implique/(n) bornée; en effet|>(( n)| <N implique|y(n)| < M:

ih(k))(n— @simaq. NK oo

k=—0c0

ly(n)| =

Condition nécessaire EBSB = i\h(n)koo (On rappelle que lmplicatior => D est équivalente H = a)
n=-co

Il suffit de montrer que si (1) est faussepiiste une séquence bornggn) qui provoquey(n) = oo :

o +1 sih(-r)>0
(1) fausse :Z|h( k)| = o0 Soit alorsx(n) telle que : X(N) =(=1 sih(-n) <0
k= 0 sih(-n=0
Un telle séquencdn) est évidemment bornée. Montrons alors g@@ est infini :
y(n) = Z XK Hn B soitpoun=0:y(0) = Z X(K) (=K donc: y(0) = Z|h(k)| =00
k=—c0 k=—c0 k=-c0
- Fréquence :

Traduite en fréquence, cette CNS devient :
Pour qu'un systeme de FTH(z) soit stable, une CNS est que tous les polesHig) aient un module
inférieur a 1, pour un systéme causdle cas = 1 est un cas limite) (cf. dém. poursietémes a TC).
(Pour un systéme anticausalgystéme de RI nulle poar> 0), la CNS de stabilité serait que les poles
deH(z) soient & module supérieur i 1
Comme a TC, la CNS de stabilité peut tout aussi bi'appliquer aux signaux : pour qu’un siga@&T) ne
tende pas vers l'infini lorsquk — oo, il faut et il suffit que les pdles de sa K{z)aient un module 1.

1

-1

Exemple : TZ de I'échelon : TZ[I(KT)] =

Remarque : Pour un systéme causal a TC, on a vu que la CNEabdéité est que tous les pdles soient a
partie réelle négative, ce qui entraine bieny pm systéme causal a TD, que les pdles aientaguim
inférieur a 1, du fait de la relation de passé§e- TD : 2 = e’ (séquence échantillonnée) :

p=at+jb - z= & . e Re(pPp<0 - &0 - ||z B<1

module phase
(le demi-plan gauche de Laplace correspond squéide rayon inférieur a 1).

4. 14



Signaux & systémes 4. Représentations Fréquentiedl des Signaux & des Systemes a TD

4. Réponse Fréquentielle d'un Systéme a TD
On I'appelle aussi Réponse Harmonigae régime Harmonique, c’est-a-dire sinusoidal).

X(z) 'Wl Y(z)=H(z)X(z)
L |

si Cl nulles

La Réponse Fréquentielle (RF) d'un systeme a Tbteot en faisanz = e’ ouz =€’ selon quex = x(nT)oux(n).
On la note H(V), car on a, en utilisant le fait que = 1277V en régime harmonique :
H(v)=H(z=€") = H( &™) (1)  pour une séquence échantillonnda &riodeT) x(nT)
H(V)=H(z=¢") = H &™) (2)  pour une séquence discrénd

1
La Réponse en Fréquentd(V) d'un systéme a TD eptriodique, de période V = ? (1) ou v=1 (2

traduisant ainsi leepliement des fréquencegour un systéeme a TD.
Interprétation

Elle est a observer sur un intervalle temporeloagleurl/ T (1) (resp. de longuedk (2)) en n'oubliant pas
les fréquences < 0 propres a la Représentatioruénéiglle.

H(e'?™) est donc a observer sur I’interva[lelyl} (1) etainterpréter(20) sur[o 1}
2T 27 |

(H(€'®™) est a observer sur I’interval[e1 1} (2)) etainterpréterg=0) sur[o 1}
2'2 2

Exemple : séquence RI h(nT) de FTH

H(V)
1 0 1 v
i 2T

La fréquence numériquet = O correspond a la fréquence analogigue 0.
1
La fréquence numérique = E dans la RF d'un signal a TD doit étre interpré&e@mme la fréquence analogique

V = o de la RF d’'un signal a TC pour déterminer le galarfiltre linéaire : en effet, la RF analogiquen
périodique peut étre vue comme périodique de périifthie. Dans cet exemple, le filtre numérique deHRE) est donc de type
passe-bas

5. Systéme a TD a phase linéaire
Phase ¢ = Arg[H(v)] = Arg[H(z: i )] (séq. échantil.) ouArg[H(zz ézm’)] (séq. discréte)
Un systéme de FR(2) est & phase linéaire si la phase de la RF, sg@it= Arg[ H(z= é™ )] (ou
Arg[ H(z= éz’"’)]) est une fonction linéaire de la fréquence @ = Arg[ H(I/)] =0y avecd =C=

Un filtre & phase linéaire a pour propriété danaddr tous les signaux d’un méme retard quelquisgifréquence :
Soit @ un filtre linéaire excité par un signal sinusoidalfréquence/. ® étant linéaire et stationnaire, sa
sortie est une sinusoide atténuée (ou amplifiéetardée (dT) (= déphasée d@ = 271UnT) par rapport
au signal d’entrée. En excitaf? successivement par 2 signaux sinusoidaux de fnéque, et V,,ona:

x,(kT) = Asin(27w ,kT) yi(KT) = Asin(2rv  kT-¢ )= Asin[2v (k- n) T
LD |

@ Y2(kT) = ,%Sin(vasz—gﬁz): AZSiH[ZHVZ( k= I}) L

Si le filtre est & phase linéaire, on agg, = v, et ¢,=6v, dou:
Y,(KT) = Asin@mv KT — 8v,) = Asin[2rw,(k - n)T]
Y,(KT) = Asin@mw, kT - 6v,) = Assin[2rv,(k —n)T]

x,(KT) = Asin(27w , KT)

Les 2 signaux de fréquendg et IV, sont retardés du méme temps = —.
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6. Systeme a TD a phase minimale

Un systéeme de FH(z) est dit a phase minimale si tous les zérosl@@ont un module inférieur a 1, pour un systéme
causal.

Les systemes physiques étant généralement a detgrdase (temps de calcul du filtre), un déphaghgeinimal
indique un retardl’ minimal engendré par le filtre.

Un filtre a déphasage minimal a donc pour pra@rite limiter le retard occasionné par la travediégltre
(Iintroduction d’un zéro de module > 1 dans la T filtre ralentirait le filtre).

Déphasage minima# retard minimal
Un zéro de module > 1 de la Al (2) d'un filtre linéaire (encore appelé abusivemembzéinstable » par analogie
avec le critére de stabilité) provoque un retardr{ déphasage) supplémentaire lors de la travelsékre :
Soit H(Z) un systéme comportant un zéro « instable » : H(2) = (z- 2) Q %
On a vu pour un systéme causal & TC, qu'un zémstable » € Re(p, )> 0) accroit le déphasage de la FT:

H(p) =(p- R) X P

Du fait de la relation de passage FCTD : 2 = e’ (séquence échantillonnée), on a bien :
p=a+jb - z=¢€ .6 e Re(p)>0 - @0 - |g= ¥>1

module phase
Un zéro « instable » accroit le déphasaggpde= & T = 271VT) = 71 et inflige donc un retard
supplémentaire der = 71/ & & un signal d’entrée sinusoidal de pulsation

On peut remarquer que si on veut accroitre lait@pd’'un filtre (diminuer son temps de réponskefiit lui
procurer une avance de phase. Un retard de phlesitrun filtre.

7. Systeme a TD a retard pur

Le dictionnaire donne immédiatement la traductiam retard temporell en fréquentiel :
si f(kT) OF- F(2 alors fi(k-mT Of-~ z"OR Y
Un facteurz™ dans une fonctioH (2) indique un retard dén échantillons de la séquendeZ [ H( 2]
donc un retard d’un temps = MT pour une séquence échantillond®kT) = TZ[ H J].
8. Réponse indicielle d'un systeme a TD
La réponse indicielle, c’est-a-dire la répori#) au signal échelox(n) =T (N), a pourTZ:
4 4
R(2 = H( 2)—1 si le systéme a pour F(z)  (laTzZdel (n) est —1).
Z— Z-
Le théoréme de la valeur finaleltm r(n) =|iml(2—]) R 2 donne: limr(n) = H(Y :
n- o Z- n-o

le régime permanent de la réponse indicielign r(n) est égal a la valeur de la Fi(2) enz = 1.
Nooo

Une autre fagon d’établir ce résultat est d’exgrimirectement (1) a partir de la définition de la TZ :

H(2) = i hnz" - H(@) = ih(n) ou h(n) estla RI du systéme.

La réponce indicieII;r(n) s’obtient par la relation de_convolution :
r(n) =h(Nr(n = Hn-Rr(R=> Kir k=2 bk
k=- k=0 k=—c0

Le régime permanent de la réponse indicigtie(n) = lim r(n) est donc égal az h(k) = H(2).
No o

k=-0c0
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9. Modes d'un Systéme a TD

Un mode est la Rl d’'un systeme élémentaire canenfgsysteme du ler ordre pour des FT fractionnelles).
Un systeme quelconque d'ordiedécomposé en somme ldsous-systemes élémentaires (d’ordre 1)
comprend don&i modes.

Classification des modes :

- Mode h(K) de pdlez, réel >0 : (mode non oscillant ou encore non aéer
h(k) h(k) h(k)

Ll .

0 0
|| >1 2o <1 %=1

- Mode h(K) de pdlez, réel <0: (mode oscillant ou encore alterné)

h(k) ™ h(k)% h(k)
o‘é?J,T Til k 5 ?9a sk 5 sk

2| >1 || <1 %=1

10. Représentations Fréquentielles z de Systéme$@ modélisés
SYSTEMES ECONOMIQUES

Caisse d’épargne a TD Entrée : investissemensomadtl(K) - Sortie : capital fructifié mensug(k)

| : Taux d'intérét mensuel. Equation de fonctionaatrde la caisse d’épargne :

—  k— _ oy =+ Dy(k-9+ Uk (D
y(k) = k=D + k= D+ 4H {CI y(-1 uk<0=0 (UK causal)

-lercas: Capital initial nuly(=1) =0 (ClI nulles)

_Y(2 _ 1
U@ 1-(1+Dz*t

zw:Y()=(1+ NZ'Y ¥+ W) - [H(@

-2nd cas: Capital initial non nuly(=1) = y_; (Cl non nulles)

YA =@+ N2+ y)+ W [Y(A=HIU I+ H X1+ )y

Réponse fréquentielle

1 _ 1
1-(1+ e ™2™  [1-(1+ ) cos(2mw)]+i[(1+] ) sin(2w)]

H(v) =

4. 17
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‘H(V)‘ = ! Arg[ H(V)] = — Arct (1+ I)Sln(ZﬂI/) )j
V1= (1+ 1) cos@m)f +[(1+1)sin(2w)F 1~ (1+ 1) cos(m
Hw)
0 oz 5 v

(tracé poull = 25% !)
Systéme daer ordre et de natur@asse-bas (élimination des composantes (&) de fréquence élevée).

Le systéme étant passe-bas, les fluctuations mpiel€investissement (HF, Hautes Fréquences) noaspas
prises en compte (filtrage passe-bas).

SYSTEMES DEMOGRAPHIQUES

Elevage d’animaux a TD Entrée : croisement / mlgé U(K) - Sortie : nombres de couplg{k)

On observe un élevage d'animaux qui obéit auslaigantes : chaque mois un couple, s'il estéerti
engendre (aprés une gestation d’1 mois) 1 couplggau-né, et cela indéfiniment. Un couple
nouveau-né devient fertile au bout d'1 mois eefte constamment.

La mortalité et le croisement sont supposés nearorr que les nouveaux-nés.

Un nombre de couplag(K) < 0 traduit la mortalité (ou la vente !) des cagphouveaux-nédi(k)> 0
indique un croisement (immigration, introductidorie population extérieure de couples nouveaux-nés)
L'élevage débute au mois numéro 0.

On cherche a déterminer le nombre de coup(k$le k-ieme mois, présents dans I'¢élevage.
Exemple avec U(k) =9d(K) :

K20 rie =1 vieilissement <= 2 k=3 k=4
Qo k- &s &s
QR &s
QR
y(0) =1 y(1)=1 y(2)=2 y(3) =3 y(4) =5
Soient : f (K) les couples fertiles enn( k) les couples nouveau-nés, au nlois
k-2 k-1 k
f(k-2)
} % { Bl } 7 { f()

(o =yl = = k) {y(k) = y(k=D) + y(k~2) +u(K)

Ona:lnnk) = f(k -1) +u(k) avee y(k <0) =0 (1)
f(k)=y(k-1)
Les Conditions Initiales (Cly(—2) et y(—1) étant nulles, la TZ(1) donne :

Y(2) _ 1
U(z) 1-z'-22

Y2)=zY(2)+zY(2)+U(2) - H(2) =

18
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TD 4. Représentations Fréquentielles des Signaux @es Systemes a TD

I. SIGNAUX
0. Transformée en z de signaux élémentaires
Calculer laTZ de : .o(n)
.F(n)

1. Transformée en z d’'une séquence
Calculer de 3 facons IBZ de la séquence :
x(n)
1 °

32101 2 3 4 5

2. Résolution d'une équation aux différences par laransformée en z
A l'aide de laTZ, résoudre I'équation aux différences X(K+2) = 3x(k+ )+ 2X R = (¢ R
ot X(k) =0 pourk<0 et l'entréeu(k) = (k)

(X(k < Q) = 0 constitue les Cls requises au démarrage, I'eriﬂék) permettant ensuite de déterminer la sox{k) ).

3. Transformée en z monolatérale - Conditions Initles

ATaide de laTZ résoudre I'équation aux différences X, + ax, =0 pour K20 avec :
X, =0 pourk<0,X, =1 et a=05.

Il. SYSTEMES
1. Versions causale et non causale d’'un méme filtr¢voir TP]
- , L 1 Y(2) . . :
On consideére le filtre numérique de FT : H(2) = o= ou @ estun parametre réel du filtre.
l-az X(2)
1. Donner I'équation aux différences du filtre.
2. En déduire sa version causale.
3. Donner la version non causale du méme filtre.
4. On prenda = 0.7 . Vérifier la stabilité du filtre causal et I'ingtéité du filtre non causal :
- en appliquant le critére général de stabilité
- en tracant la RI de chacun des 2 filtres.
5. a = 0.7 : Vérifier la stabilité/instabilité du filtre resptivement causal/non causal sur signal pai.

6. Appliquées sur le signal parole, les versions @l@ison causale du filtre produisent-elles le mééseltat(TP) ?

2. Filtre récursif [voir TP]
Soit le systeme :  y(n)= 4x(n) - 4x(n-1) - 0.1y(n-1)

- Donner le schéma fonctionnel §chéma-bloc)

- Calculersa FT: H(2) = Y2

X(2)

- Donner sa Rl : h(n)

- Vérifier la causalité

- Vérifier la stabilité

- Calculer la valeur de I'échantillon de soytfe = 3) du systéme a I'entrédn).
- Vérifier les résultats a I'aide du programmg TdP).

TD 4. 1
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TD 4 ANNEXE. Représentations Fréquentielles des Sigux & des Systemes a TD

[. SIGNAUX

0.

Transformée en z dé)(n)
- Montrer que :TZ[5( n)] =1 et calculerldZde: 1 (=||4n) = ia’n’k = ia'(n -k)).

k=—c0 k=-00

- Calculer laTZ du peigne de Dirac causal de larghlic ~ |_|_ (n) :Zé-n’kM = Z o(n—kM) M entier)
k=0 k=0

. Transformée en z inverse

A
Déterminer Izl de X(2) = ——
VA

%

. Transformée en z inverse donnant une séquenceusale

2

_z
(z-1(z- 9

Calculer IaTZ 1 (notée encorgzl) de X(2) = avec. 0< a<1

en recherchant une séquex(gg causale.

. Transformée en z inverse donnant un signal causa

Z
Calculer a7z 1 de X(2 =—— enrecherchant une séquence causale .

. Transformée en z de I'échelon décalé

a) Calculer lazde ' (n—3)
b) Calculer laTZde ' (N—1) par la TZ bilatérale et la TZ monolatérale
c) Calculer larzde I' (N +1) par la TZ bilatérale et la TZ monolatérale

. Théoreme de la somme en z

Montrer la propriété de la TZ sur la somme :
n

si x(NOF- X(2 alors > & kOF- )(()22%1

k=-00

. Transformée en z du produit de convolution

Montrer que : TZ[P(I‘D* )(I)I]: HY X
avec : X(Z)ITZ[)(I)] et H = TF(h)ﬂ‘

. Transformées en z monolatérale et bilatérale -dhditions Initiales

Al'aide de laTZ, résoudre I'équation aux différences y, — Y, _; = X, avec :

lentrée X, =, et la condition initialey_; =1 (oumeme:Y,__, =1).

TD 4. 2
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8. Résolution d'une équation aux différences par laransformée en z
Résoudre I'équation aux différences pde0: (K+Dx(k+D)—-k{( R =1 a l'aide de 12z

avec X(K) =0 pourk<Do.

9. Transformée en z de séquences
Donner laTZ des signaux causaux suivants :

U(k) telque: u(0)=1 u@l)=4 u@) =16 u@B)=64 uk=z0,1,2,3)=0
V(K) telque: v(0)=0 v(1)=0 v(2 =1 Vv(3)=4 Vv(4)=16 V(5 =64 V(6)=256 ...
W(K) tel que : w(0) =16 w(l)=64 w(2)=256 ...

. SYSTEMES

1. Réponse Impulsionnelle d’un ensemble de systemes
Déterminer la Rh(n) du SLTI suivant :

h,(n) = o(n)
ey 7 h,(n)=T(n
X(n) hy(m) h,(n} : y(n) hsgn; _ 5(( n))

—@ avec : hy(n) = o(n=1)

2. Générateur d’échos [voir TP]
1
Soit le filtre défini par son équation aux difféees :  y(NnT) = E[ XnT)+ ¥y n1) ‘)’]

- Déterminer la Rh(nT) de ce filtre :
- en donnant sa forme non récursive
- par laTZ (forme récursive)
- par laTF en considérant le filtre continu correspondartefjmolation du filtre).

3. Systeme Dynamique Discret (SDD)
On considére une caisse d’épargne dans laquedlete dépose chaque mois une somme d’arg i)
(s'il s'agit d’un retrait,U(K) est négatif; su(k) = Constante, on a un systéme dynamique) placéeiau
d’'intérét mensuel; le calcul des intéréts est le suivanti ' mois, I'intérét est calculé sur I'argent (capital
et intérét) en dép6t a la fin dul) *™ mois.
Chagque mois, le client dispose donc d’'une sommaegdht yY(K) qui représente la totalité de ses dépots
antérieurs augmentée des intéréts acquis.
1. Déterminer I'équation de fonctionnement de lasmigépargne, c’est-a-dirg(K) en
fonction dey(k —1) , u(k) et I.
- Quelle est la condition initialg(—1) , sachant que le ler dépot intervient a partir disr ?
2. Le client dépose 100 € chaque mois dés le magslfe{on de commande).
- Donnery(K) en fonction de etl.
- Calculery(11) : capital au bout d’'un an ( on prendlra0.005 £ 5% annuel) ).

- ExprimerY(2) en fonction déJ (z) . Retrouvery(K) par TZ Inverse.

3. Le client dépose 100 € chaque mois a partir ds ionais pendant 3 mois seulement (impulsion de

commande).
- Calculery(K) . En déduirey(11).

TD 4. 3



Signaux & systémes TD 4. Représentations Fréquentielles des Signaux @es Systemes a TD

4. Générateur d’échos
Soit le filtre (générateur d’échos) :

X(nT) o> y(nT)

(o]

- Forme récursive de ce filtre ?

- Forme non récursive ?

- RI du filtre ?

- Réponse a I'échelon unité ?

- Réponse ax(nT) = Acosi nTY (nT) avecA=60 « =2nf f=005HzT=1s eta=0.3 ?
- Fonction de Transfert du filtre ?

- Condition de stabilité : -parla Rl etparla FT ?

5. Modélisation d’'une croissance de population d’amaux
Modeéle d'évolution
On appelle : p(n): la population d’'une espéce évaluée pour uneeamné
On modélise la loi d’évolution de la populationfdeon précaire par le SDD linéaire diidrdre :
p(n+1) =r p(n) r . taux de natalité - taux de mortalité.

1. Pour quelles valeurs déa population est-elle stable ? Quelle est la fatfmn d’équilibre € stable) ?
(2 méthodes : utiliser [BZ ou faire la réalisation directe p(n+1) = p(n))
On modélise maintenant I'évolution de facon pkmliste avec un SDD non linéaire dlidrdre :

p(n+D) =rp(n-a F(nH avec: r=12 et a=0.025
2. Quelle est la population d’équilibre de la plagion, pour différentes valeurs gé) ?
(résolution numérique car ’Z est linéaire alors que le systeme ne I'est pasTZ inutilisable, car larZ
de I'’équation aux différences fait apparaiime gonvolution, donc pénible a résoudre).
3. On modélise sous la forme d'un systéme Ento¥&eSa partir des relations précédentes :
p(n+1) =r p(n) +u(n) p(n): sortie  u(n): entrée = population injectée d’« immigration»
Donner la réponsg(n) - & une entrée impulsionnelleu(n) = o(n)
- a une entrée indicielle : ~ u(n) = (n)
4. Mémes questions avec le modéle d’Entrée-Sortie
p(n+D)=rp(nN-a P(n+ N avec: r=12 et a=0.025

6. Contréle de population d’animaux
On considére une population d’anima k) évaluée en milliers d’unités périodiquement adequle T
(T = 1 an) et démarrant avec la population initigie-1) .

On suppose constants les paramétregtaux de natalité) et (taux de mortalité) de cette population qui
peut donc étre modélisée comme issue d'un Sydtémeaire a Temps Invariant (SLTI).
On donne le taux de reproduction de la populatior @ — =08 . Celui-ci étant faible, on croise cette
population avec une populatidi( K) (« immigrante ») ayant les mémes paramétres dedaption.
L’équation aux différences régissant le SLTI st¥donc :

p(k) =08 p(k—-D+ UK pour K=0 avec: p(k) =0 pour k<-1.

On rappelle gu’une Fonction de Transfert exprimésme un rapport sortie sur entrée ne fait pasueeir les
Conditions Initiales qui sont alors prises nulles.

La population initiale p(—=1) = 1.

On contréle la populatiof(K) directement par la populatian( K) selon le schéma suivant :

u(k) H(2) p(k

TD 4. 4
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: P(2) A -

1. Donner la Fonction de TransferH (2) = @ de ce systéme numérique.

2. Ce systéme est-il stable, donnant alors une pbpalap(K) bornée a partir d’'une population d’entrée
u(k) bornée ?

3. On commande le systéme en injectant la populatighk) uniquement au démarrage de I'élevage :
u(k) = o(Kk) . Donner I'expression de la populatigs(K) et tracer I'allure de son évolution en
précisant sur le tracé ses valeurs initip0) et finale p() .

4. On commande le systéme en injectant la populatigk) régulierement :u(k) =T (K) .

Donner I'expression de la populatigs(K) et tracer I'allure de son évolution en précisamtis
tracé ses valeurs initialp(0) et finale p(oo) .

7. Stratégie de chasse

On considére une populatiop(K) de cerfs évaluée en milliers d’unités périodiqueindela périodel’ (T =1 an)
comme sortie d’'un systéme. La stratégie de chassste (c’'est un minimum !) & ne pas faire quéegebpulation
tombe en extinction en limitant la populatitif k) de cerfs tués chaque année.

U(K) est donc ici considéré comme I'entrée du systémaélisé par un Systéme Dynamique Discret non lieéai

p(k+1) =18p(k) - Q8P (K- K
- La stratégie choisie consiste a effectuer unssehéixe :  U(K) = bl (K) .
Déterminer numériquement I'évolution de la pogiatade cerfsp(k) avecb = 0.07Z puisb =0.24 .

- La stratégie choisie consiste maintenant a efézaine chasse proportionnellal(k) = b p( K.
Déterminer numériquement I'évolution de la pogialade cerfsp(k) avecb =04, b <08 puisb > 08

8. Modélisation d’un systeme économique
Loi de l'offre et de la demande
On appelle : o(n): I'offre d’'un produit de consommation, évalué pone année.
d(n): la demande de ce produit.
p(n): le prix de ce produit, de valeur initigh0).

On modélise la loi de l'offre et de la demande yraSystéme Dynamique Discret (SDD) linéaire Hwddre avec

les 3 relations :
oln+l) =ap(n) (Ex.:a=0.8) Loffre 'année suivante est directemerdgmrtionnelle au prix de cette année.

dn=-Fp(N+y (Ex.:B=12 y=20)Plus le prix est élevé, moins la demandégsbrtante la méme année.
(ceci est caractérisé par le signe -)

o(n+1) = d(n+1) Le prix l'année suivante sera ajusté de telleesque I'offre égale la demande.
1. - Déterminer I'équation aux différences récugiécrivant le prix d’'un produit.
- Résoudre cette équation aux différences ersatitila TZ, ou résoudre numériquement.
- Tracer I'évolution dgp(n) suivant plusieurs prix initiaug(0) et constater que les 2 méthodes donnent le
méme résultat.
2. - A quelle condition sum etf3 le prix d’'un produit est-il stable ? (2 méthodeBZ ou: p(n) = p(n))
- Quel est le prix d’équilibre=(stable) du produit ? (2 méthode$Z et théoréme de la valeur finaleu :
p(n) = p(n-1))
- Tracer I'évolution de(n).

9. Condition de stabilité de filtrage causal et norausal
On consideére les filtres numériques d’équationditérences :

Filtre causal : 'y, =X, +aVy, Filtre non causal : y, = X, +aVY,,

- Vérifier que la condition de stabilité du filtcausal est que tous les pdles de sa FT aient dolee 1.
- Vérifier que la condition de stabilité du filtr®n causal est que tous les péles de sa FT aienbdule > 1.
- Comparer avec les filtres non causal/causalnnistpar renversement du temps des filtres causatiuasal.

TD 4. 5
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TP 4 ANNEXE. Représentations Fréquentielles des Sigux & des Systemes a TD
l. SIGNAUX

1. Programme de division de polynémes

Programmer l'algorithme de division de polyndbmeg, esuivant les puissances croissanteg deVérifier
I'algorithme sur différents signaux.

gl Z 1
Exemple: TZ 1[—} =T (n) Faire la divisi0|=:1L—_l a la main pour vérification.
-2

. SYSTEMES

1. Vérification des résultats

Vérifier les résultats théoriques des exercicedéarminant et en tragcant a chaque fois la répdansysteme
considéré :

a) par programmation directe de I'équation auféd#nces récursive.

b) par programmation de I'expression non récurdivéiltre.

c) par programmation de I'expression fournie par' ymbolique.

d) par programmation de I'expression obtenue faf dalculée.

e) par division de polynémes.

TD 4. 6
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TP 4. Représentations Fréquentielles des Signaux & des Systémes a TD

Il. SYSTEMES
1. Versions causale et non causale d'un méme filtre [voir TD]
] |
L . Y(z)© 1 _
Soit le filtre défini parla FT H(z) .= — H(z)=—— avec a=07
X(z) -1
1 —az
ORIGIN := -11 n:=-11..10 dn = 98(n,0) X = dn 'y = ®(n) o= 0.7
RI du filtre causal :
h =1
n
1.5
hl’l
-1
- 11 n 10
Vérification : hn =a T n
h1’1
0]
| |
—20 ~10 0 10
n
RI du filtre non causal :
n:=10,10-1..-5
h =1
n
2
hy
-7
-5 n 10
Vérification : h o= —a T n—1

0 (L(Luuuuuuuuuu
il

P | |
-5 0 5 10

TP 4. 1
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o = 0.7 : Stabilité / instabilité du filtre respectivement causal/non causal sur signal parole :

ORIGIN := 0 x := READWAV("Ol.wav") x:=x-128 n:= 0..length(x) — 1
20 I I I
— | | |
20
200 400 600 800
n
Causal(u,oc) = | for ne 0..length(u) — 1 NonCausal(u,oc,VN) := | for n e length(u) — 1,length(u) —2..0
v <u if n=0 A vN if n = (length(u) — 1)
V< u_ + oV otherwise 1 .
n n n—1 Vo« —-(v -u ) otherwise
n N n+1 n+1
v
v
o:=0.7 yC = Causal(x,oc) yN: yne := NonCausal(x,oc,yN)

- yclength(x)—l

200 400 600 800 0 200 400 600 800

TP 4. 2



Signaux & systémes TP 4. RF Signaux Systemes TD

3. Générateur d'échos [voir TD]

Soit le filtre défini par I'équation aux différences: y = —-(xn + yn—l)

ORIGIN := -5 n:=-5.10 dn = 98(n,0) X = dn 'y = ®(n)

RI du filtre : forme récursive :

h =] if n<O0
n
1 ifn=0
1
1 ifn>0
hl’l
-0.5
-5 n 10
RI du filtre : forme non récursive :
h =1
n
1
hl’l
-0.5
-5 n 10

TP 4. 3
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4. Filre récursif [voir TD]

Soit le filtre défini par I'équation aux différences : v, = 4~xn- 4-xn_1 - O.l-yn_1

ORIGIN := -5 n:=-5.10 dn = 8(n,0) X = dn 'y = ®(n)
RI du filtre :
h =1
n
5
hl’l
0
-5 n 10
Réponse indicielle (réponse & T'y,) : X = 'y
Y, =0
5
Yn
Y3 =1
-1
-5 n 10

TP 4. 4
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5. Echantillonnage - Interpolation - Quantification

1. Echantillonnage : du TC au TD
On va voir que I'échantillonnage d’'un signal a T&ient a le multiplier par un peigne de Dirac.

1.1. Signal échantillonné
Soit X(t) un signal a TC eX(nT) le signal & TD obtenu par échantillonnnage pégioelia la périodd de X(t) .

Interrupteur

Représentation X(t) -/ x(nT)
TC T D

X(t)

0
L'échantillonnage consiste ainsi a remplakcgvar NT .

Pour caractériser I'opération d’échantillonnagprédéterminer par exemple, le taux (vitesse ueége)
d’échantillonnage requis pour I'acquisition nuigée d’un signal, on peut aussi représenter I'étlhamage
comme un opérateur multiplicatif entre le sighdlC a échantillonner et un peigne de Dirac discret
(6n’k représente le delta discret de Kronecker)

X(n=0) = X(99,,
X(nT) = Z X t)5n,k (n variable) x(n=1) = X0,

k=-00

;&n: K= X199,,

soit: X(NT) = Xx(t) Zdn,k = x(t) O, (nT) avec G, (nT) = Zé}’k
K=—co K=o
_ _ G, (nT)
X(t) 9%% x(nT) x(t) X(nT) = x(t) (O, (nT) [ [ % ﬂi [
Q. (nT) 0T nT

Pour caractériser fréquentiellement le signahétilonné X(NT) (i.e. déterminer le spectre dNT)), on
peut déterminer la TF d¥(NT), obtenue comme la convolution @€ (V) :TF[X(t)] etde laTF de Q; (NT).

Pour n'avoir que des signaux de méme nature €I@pn de nature hybride (TC et TD) qui rend maingple
I'analyse spectrale, on peut aussi, ce qui ré\aarméme, prendre I'équivalent contixt (t) du signal
échantillonnéX(NT) pour déterminer son spectre. Le signal échantioest alors vu comme un signat a TC :

onE 1
X' (1) = x(t) [, (1) X ()=x0) > a(t-nm =3 (It nJ ot !

n=-o n=-o

(O, (t) représente un peigne de Dirac continu)

Le signal échantillonné a T& (t) est bien I'équivalent continu du signal échantiié a TDX(NT) car ils
ontla méme TL : TL[X* (t)J =TU[x(nT)]. Eneffet:
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x(nT) O = i X nT) &

n=-oo

X 0T j S X(NT)a(t -nT)ePdt=S" Tx(nT)é’(t —nT)edt= 3 x(nT) Té’(t ~nT)e "dt

—0 N=-—00 n=-0 _g n=-oco

[ : dans le domaine de convergence de la transformée

TUX ()] = Z X N7 eP"Tjd t nJ dE Z & T @

n=-o

soit effectivement:  TL[X(nD]=TL x( X (= TE X n])
et on note : XU(P=TLE[X D] = TEXN = TZx 0T = (X z
Le signal échantillonné a ] (t) apparait comme le produit de 2 signaux a TC :

X (t) = x(t) O, () ou Qi (t) estle peigne de Dirac Qi (t) = 25('[ -nT)

n=—co

X(t) %g?% X (t) x(t) X' (t) = x(t) O, (t)

a. (1)
x() X (t)

| Al

1.2. Theoreme de Shannon
Le signalX  (t), signal X(t) échantillonné (vu comme un signal a TC) s'écri:(t) = x(t) (01, (t)
On se propose de déterminer le spectr& dgt)
TE[x 0] =TFxO @, O] =TFIXOF TFa, ©]= X ) * TF[a, ©)
Calculons tout d’abor(:l'F[L']T (t)] en posant : g(t) = (t)

g(t) =Gy (t) est périodique de période— Décomposition en série de Fourier :

g(t) = iekeiszt ot G, :%Ig(t) T dt——_TTé(t)e T”tdt=?1 (O<e<<1)
k=-o T
d'ou g(t)—f:l ,th et:
=T

TF[g(t)]=j Z? 'sz” g™ dt= = Zj_we dt—Tkad(v——j car TF, [ = &v-,)
Onadonc: TF[O, (t)]=FQ, (V) avec: F=1/T
e TEX O] =XM)*FO (1) =X0)*F YW -kF) =F ZX(V) (v —kF)

(la convolution est distributive par rapportaajdltllc()_n_; o

Comme X(V)* Xv—-kF) = X(v- kP ,ona: X' (v) =TF[x*(t)]= Fkix(v—kF)

1
L'échantillonnage de(t) a donc pour conséquence de périodiser en fréqlespectre de(t) a la période = —.
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Supposons qudt) ait le spectreX (V) suivant (le spectre d'un signal réel est pair)

X(v)
\Y
-Fm 0 Fm
Fm: fréquence maximale contenue dans le spdetrf)
Exemple : Musique : Fr= 20 kHz Parole : Fm 3400 Hz= 4 kHz

Déterminons le spectrX (V) du signal échantillonn&’” (t) :

2 cas de figure :

1 1
) F= T >2Fm: La fréquence d'échantillonnage=l‘? est « assez » élevée :

X' (v)

F
-F F/2 m m
m : 1 i v

-Fm 0 Fm F-Fm F+Fm

Il n'y a pas de chevauchement: F&fm - F=2Fm
On peut reconstituer ensuit¢) a partir dex’ (t) par filtrage passe-bas d¢ (t) : on coupe les fréquences> Fm

2 F<2Fm: Il'y a sous-échantillonnage : le sigrét) est trop rapide par rapport a la
fréquence d'échantillonnage F.
Vu en fréquence, il y a repliement de sge@liasing) :

Il'y a impossibilitépar simple fitrage passe-basreconstituex(t) a partir de ses échantillons (t) :ily a perte

d'information.
Un filtre de Kalman, utilisant une connaissanceiarpdu signal a reconstruire (par son modelejyetrait de retrouver les informations
manquantes.

- Si F est fixée on utilise généralement, poureg\wde phénomene, un filtre anti-repliement
€ anti-aliasing) qui coupe les fréquences du sig(tak échantillonner a la valeur maximale
Fm = F/2avant échantillonnage :

Echantillonnage
X(t) —| Filtre Anti-RepIiement}—/

Théoreme de Shannon : Soitx(t) un signal a TC possédant une fréquence maximaldaas son spectre
(d'amplitude) Pour que I'échantillonnage a la fréquence F figue aucune perte
d'information, il faut et il suffit que : F = 2Fm.

x* (1)

Qualitativement, ce résultat n'est pas surprenant

Exemple 1 : Un automobiliste doit regarder la route (échantitler les images de la route) suffisamment
souvent pour ne pas perdre d’'informationffisemment vite par rapport a la vitesse
d’évolution de ces images, donc de la comditian du trafic).

Exemple 2 : Compact Disc Audio : F=441kHz avec +r@20 kHz
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Application : Transmission de la parole en tenégs

Pour une transmission de la parole en temps & (igne = sans nécessité de mémoire tampon pour une
gestion hors-ligne), un ligne de transmission dwdir un débit d’au moins 64 kbit/s, car :

le spectre de la parole occupe la bande 300 990 #iz : -~ Fm=4kHz - échantillonnage Be= 8 kHz,
soit un débit d’au moins 8000 échantillons/secaetc une dynamique de 1 octet (8 bits) par éitlremte
débit minimal (en monophonie) est donc de 64 &bit/

1.3. Résumé sur I'échantillonnage

Echantillonnage comme passage du Temps Contiffieaps Discret

Le signal échantillonné peut étre vu comme gnadia Temps Discret dn'k est le symbole de Kronecker)

x(t) — — x(nT) x(nT) = z X(t)0,, = x(t)z 0,y = X(t) M (nT) (n variable)
k k
(TC) t=nT (TD) avec : G (nT) peigne de Dirac discret : T période d’échantillonnage)
Q. (nT) = zdn,k = z5nT,kT = zd(n—k)T = za-(n—k)T,o
k=—0c0 k=-00 k=-00 k=-00

Le signal échantillonné peut aussi étre vu coramsignal & Temps Continud(t) est la distribution de Dirac)
X(t) — — X (b) X (1) = Y. x(®)a(t - nT) =) x(nT)d(t —nT) =x(t) > d(t —nT) = x(t) [, ()

(TO) (TO) avec: QO (t) peigne de DiracaTC : O (t) = ZJ(t -nT)

n=-co

Transformée de LaplacélL ). Transformée de Laplace échantillonn@el{ ). Transformée en ZI(Z)

TL[x*(t)]:jx*(t) ePd=[Y X nJa( £ nY @ ded [ (xB( + AT’ @ (xnTPE[S( -t )nT=dy. ( YnTe
TI_*[X(nT)] :Z X nT) & soit en posantz = epT:TL*[X(nT)] :Z Xnl) Z° TZ[x(nT)] =Z Xn) Z

d’'ol les résultats : X" (p) = TL[X* (t)] = Tf.[ X n-ﬁ] = T¥ & n)l]: K)z

<

1.4. Opérations sur I'échantillonnage

Echantillonnage de la somme de signaux = Sommsigeaux échantillonnés (Linéarité)

X+ Y] =2 [}nD+ nT]S(+ nT=) &nB( t MR+ (v 0Bt HF Gt )t

Echantillonnage du produit d’un signal par une Gtamte A = Produit par A du signal échantillonné (Linéarité)

[Ax(®)] = [Ax(nD](t=-n =AD" X nJo( t nT=A X )t
n n
Echantillonnage (synchrone) d’un signal échantiié = Echantillonnage d’un signal non échantillonné

[X* (t)] = Z|:Z X(NT)J( kT- nﬂ o( & kT=Z & KIO( + KI= "X )t (es échantilonneurs sont synchrones)

Convolution de signaux échantillonnés=Echantillogeale la convolution entre un signal échantilloehén signal non éch.
Convolution d'un signal échantillonné avec umsignon échantillonné

XO*W)=[X(Dft-) =Y xnJ&r- nfy t1) d=[> xNBHz- HT(yt hTrd
X(O*Y) =D AnT Yt nJ[&r- nYd=) xoT(yt HT (1)
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Convolution de signaux échantillonnés

XO*Y)=[X()y(t=na=[Y xnJ&r- nYY. ¢ KF)A + RTMa v p=3 yur-no(i- kI
XY ()= AnTAz-nTY ¢ k= & + Ko=) > (xdT(y kT )X -t WXz~ )nTd
XY (=22 XnT Y KT- nTX t KI=X> xAT(yt & +t KT

X ()*y () =Z[Z><n1) y t- nT}x t k)’{Z & 0T (y + m} =[ " (y]{ d'aprés(L)

Convolution de signaux échantillonnég&chantillonnage de la convolution de signaux nomaétillonnés
(la démonstration peut aussi se faire en utilites tables de TZ en y prenant un contre exemple)

Echantillonnage de la convolution de signaux Bohantillonnés

[x(t)*m]*=“>(r)3(t-r)ov*:z“ () (KD d|d & KT

Convolution de signaux échantillonnés

X ()*y (=22 (n) yt- nJ& t k¥ - [X(t)*>(t)]*¢x*(b* y(}
1.5. Résumé des opérations sur I'échantillonnage

# TEMPS LAPLACE Z

U@ +y®] = X+ y () [[X(+Yp] = X(p+ Y( XD+ YP]= X ¥+ Y}

A[x @] =x [x“(p] =X (p ZX(2]= X3

Ax @*%0] = x(0* ¥y |[X A] = X(pOv( p | XA D]= X ¥OY)e

4 Par commutativité de la convolution Par commutativité de la convolution Par commutativité de la convolution
x®*y (3] = x(9* y(3 |[X(OV(p] = X (pov(p [AXPOG]= X300

a1

[X©* W] # X(9* y(} |[[X(MDMH] # X(pOV( p | ZX(AIMP[# X 30
[X(P V(] note XY( P Z[ X(p DY ] note XY

Sauf par approximation comme la TB par p¥8auf par approximation comme la TB par ¢x.Sauf par approximation comme la TB par ex.

TB : Transformation Bilinéaire (cf. chiip 9)

1.6. Application

(1) €O XY 0

Dés lors qu'il y a un échantillonneur dans unésygt, on ne peut avoir de relation permettant deuteal S(t) ,
(donc de connaitre le signal @ B(t) a tout instant) car 'expression &( p = TI.[ $ )] n’est pas exploitable
pour donner l'originalS(t) (pas de possibilité d'utiliser les tables @i&) du fait qu’elle fait intervenir

E(PD=E2=TZ¢én):
En Fréquence S(Pp=HPOE( D avec: E'(p) = TL[e(D] = TL[ é nT]
En Temps ()= htH* e() avec: € ()= Z gnho( t= n

Soit le systeme :
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On échantillonne alors [d L pour pouvoir utiliser lal Z et ses tables :
(Echantillonner la TL revient évidemment a échantilonner le signal temporel)

En Fréquence s*(p):[H(pDE( p]*: H(DOE( p - S(2=H(E(@®)
et: S(p=TL50)]= T 6n)= T(snf= (92

enTemps s () =[h()* ()] = RA(Y* &)t - s(nT)= HnT* eny

L'utilisation de laTZ fait que, bien qu'a TC, le sign&(t) ne sera ainsi déterminé qu’aux seuls instants

d’échantillonnage, par la connaissance du sigaT) = TZl[ % )Z] correspondant a la version a TD du signal a TC

S (=) n)( t- nT.

(La TZ modifiée permettant de connaitre un signal eeseéritants d’échantillonnage pourrait étre utilistgs les progrés technologiques font que
I'accroissement de la période d’échantillonnageyéstralement faisable permettant ainsi d'utileserusivement lal Z ).

2. Interpolation (= Reconstitution) : du TD au TC
On va voir que l'interpolation d'un signal a TD msiste en un filtrage passe-bas.
2.1. Interpolateur idéal et Bloqueur d’ordre O
On a vu que le signalt) aprés échantillonnage a la fréquehce % et noté alorg” (t) présente un spectre

périodique, de période F :

X(t)

/\ o

Echantillonnage

X () . N
- TF X"(v) 7 (Cas F= 2Fm)

-Fm 0 Fm

Dans le cas ou £ 2Fm, on peut reconstitug(t) a partir de ses échantillon’%(t), il suffit pour cela de filtrer le
signalx* (t) avec le filtre passe-bas idéal de Fonction de Sfeanl1 2Fm(V) (au facteur d’'atténuation 1/F pres):

FT du filtre interpolateur idéal 1 Moen (V)

-Fm 0 Fm
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Vu en fréquence, le filtrage s’écrit :

X" (v) @ X(v) ou encore : X" (V) — My (V)2 X (V)

Moem (V)

En temps, on a, sachant qle= "M, (V)] = 2F, sino(27F 1) :

X" (1) @ > x(t) ou encore : X" (t) —4 2F,, sinc(27,t)[—> x(®)

2F, sinc(27F.t)

RI du filtre interpolateur idéal )
2F, sinc(Z#Fqt)

T
oo W
Le filtre T 2,:m(l/) constitue l'interpolateur idéal. (Il reconstit¢) a partir de ses échantillons interpolateur).

Remarques :

- Un filtre passe-bas de raideur infinie comﬁigFm(V) n'existe pas, il peut étre approché par un filtre
passe-bas d'ordre élevé.

- L'interpolateur idéal est impossible a utiliserTemps Réel car pour filtrer pEPZFm(V) , il faut
connaitre Fm donc le spectrexgt, qui se calcule pourallant de—o a +o0 (une solution consiste a
calculer le spectre a court termex@®, i.e. sur une durée réduite, par morceaux).

- D'autre part, le filtrage d€ (t) avec 2F,, sinc(271F,t) est non causal, car la convolution fait appel
aux valeurs passées et futureS(*c(e) etde2F,, SinC(ZnFmt) (RI non causale du filtre interpolateur idéal).

- Dans la pratique, Fm est estimée a priori (ourdétge a court terme) et l'interpolateur est réadigec
un Bloqueur d’ordre 0, filtre passe-bas interpmlale plus simple et causal :

Bloqueur d’ordre O :

L'interpolation entre une série de points esindenautour du point(t = nT) par un développement en série de
Taylor autour dé=nT:

X(t) =x(nNT+71) avec 0<7<T
2

=Xx(nT) +7x(nT) +%X(nT) +... @))

Si on se contente de I'approximation au ler teonea le Bloqueur d'ordre 0 {B:
X(t) =x(nT+7)=x("T) pour 0<7<T



Signaux & systémes 5. Echantillonnage - Interpolation - Quantification

La réponse du Bloqueur d'ordre 0<a(t) est notéeXg (t) :
(mémorisation de la valeur de I'échantillon partda période d’échantillonnage

Interpolation par bloqueur d'ordre (

< (t) Interpolation par bloqueur d'ordre 1 :

Xg (1) . ) ) )
La relation (1) permet d'effectuer une interpolatio

causale (quelquesoit l'ordre) alors qu'une

interpolation d'ordre 1 obtenue en reliant les

échantillons ne serait pas causale (car a l'instant

t nT kil faudrait connaitre I'échantillon d'indice k+1)

0T

0T

Pour obtenik(t) a partir des échantillons bloqués a la sortie dagBéur d'ordre 0, il suffit alors
d'appliquer un second filtre passe-bas ditssage pour éliminer les Hautes Fréquences dulsigna
bloqué constituées par les fronts raigesapides) du signal.

On a le méme probléme qu'avec l'interpolateééali pour déterminer la Fréquence de coupure du
filtre Fm. Fm est donc prédéterminée (déteémia priori) par la connaissance du type de signal
(Ex.Parole : Fnx 3.4 kHz), ou bien évaluée a court terme, maiedets le filtrage est causal

(on va d'ailleurs voir que la RI du filtre bloepr B, est causale).

x5 (0

x* () — Bloqueur d'ordre 0 B——— Filtre passe-bas de lisspge— X(0)

m x;m\ XM
t ! t
oT 0T ' 0

2.2. Propriétés du Bloqueur d'ordre 0 B
- Réponse Impulsionnellg(t) du Bloqueur B:

L'entrée estx” (t) =o(t) Impulsion de Dirac (TC) représentatif du signall@ (Belta discret)x(nT)=6(nT)

Signal échantillonné a TD Signal échantillonné a TC

x(nT) X (0) b, (©
nT t t
0 0 0T

La RIb,(t) est causale.

- Fonction de Transfert :
t 1-e""
La FT (de Laplace) est : B,(p) = TL[ oY t)] = Il e” dt= T
0

- Spectre :

TF[by(1)] = By(v) :}1 g™ dt= T ™ .sin @ )
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2.3. Interpolateur réel
L'interpolateur réel est donc pour | 'essentighstitué d'un bloqueur d’ordre O :

RI du filtre interpolateur réel b,(t) =N, (t - %)
T 1
by (t) = I_IT(t ——j
2 t
0 T
FT du filtre interpolateur réel | B, (v)| = | TF[b, (t)]| = [Te™™ sinc(T)

B, (V) =Te"™" sinc(VT)

S
2.4. Chaine d'acquisition numérique et de restitutin d'un signal
- Acquisition :
Echantillonneur Mémorisation sur 1 période T Quantification = codage sur m bits

x(t) X (t)l BloqueurB,, | Xs® @7 {x(nT)}

Séquence numériqu(nT)}

. . bi
X(t) a0) X5 (1) (oo [+ o] of o] - e o)
[of22]o 2] o] xm
0 ‘ R ‘ oT t [1fofs]ofo] of xm

- Restitution :
g (D)

{x(nT)} 4| CNA intégrant un BloqueuB,, |—| Filtre passe-bas de lissage— x(t)

Séquence numérique(nT)}
bi .
[o[o] 1] o] o] o] .Mt bi) X(0) Xa (1) X
[o]s]s] of 1] o x™
|
|
[2fof1]of o] o] xxm 0T t 0

3. Quantification - Codage
On va voir que la quantification se traduit paadidition d’un bruit.

3.1. Numérisation
Signal Analogique Signal Numérique

X(t) xq(nT)

Numeérisation

Echantillonnage :  X(t) - x(nT)
(TC) (TD)

Numeérisatiore J gt
Quantification : X(nT) - X (N7)

La Quantification transforme les valeurs contindeg(nT)en valeurs discrétes : elle peut s'écrire soutane d’'une

fonction Q : [Xmin,xmax] - {I p}OspsP qui transforme :X(t) - X, ou:

- 'ensemble {I } est une famille d'intervalles disjoints formanteupartition de I’intervalle[xmm, Xmax] (PON)

PJo<ps<P
- X(t) estun réel, représentant la valeur du signahstéintt , supposé appartenir a I’intervaﬁ&(Irnin ) Xmax]
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La quantification apparait donc comme une opératiénersible car elle fait intervenir une fonctioan injective
entrainant une perte d’information (bruit de quas#tion).
L’opération inverse de la quantification consist&paliquer a chacun des termes d’une suite d’iaty une fonction de la forme :

| p Xq ou Xq est un réel représentant I’intervallc-b , par exemple la valeur de son milieu.

Appelonsg un échelon de quantification, c’est-a-dire la plasite valeur fournie par le quantifieur.

= X, Xy~ X
Exemple : Quantification sur n = 8 bits, ¢ = —o " = R0
2 25€
Quantification par troncature :
,)f(}) e Xmax Xq (t)
X Quantifieur
t X(t) > Q S>— xq ® t
) o - iz
min min

3.2. Quantification
L'opération de Quantification consiste a remplateque valeux(nT)des échantillons du signe(t), par un
multiple entier)(q (nT) de I'échelon de quantificatian (quantification linéaire) :

X(nT) -~ x%,(nT)=mqg (quantification linéaire) m(entier> 0 ou< 0)

La quantification est généralement effectuéeapaimdi plutét que par défaut roncature) car l'erreur
commise par arrondi est plus faible.

Quantification par arrondi :
1 1
Toute valeux(nT)du signak telle que : (m—E) gs X nT)< ( n%aj g estarrondie &ng.

Quantification par troncature :

Toute valeux(nT)du signak telle que : mqg< x(nT)< (n+1)q est tronquée nq.
X X
o i q_l_A

q-—+ q-—+

T e s - > X
-q q/2 q

N _ L
Quantification par Arrondi Quantification par Troncature

3.3. Bruit de Quantification
Onpeutécrire:  X(t) = x () +e&(t) -  x()=x)-&()
avec  &(t) : signal derreur: écart entrét) et X, (t) :
&(t) = x(t) = %,(t)  Bruit (ou encore distorsion ) de quantification.
Bruit Additionnel

X(t) Xq ®

—£ (1)
Le propre du numérique est d'ajouter un bruit ttieda numérisation d’un signal analogique. Lesdraents ultérieurs
n'introduisant plus de bruit. En analogique, lettsajoute a chaque traitement.

La numérisation qui consiste en échantillonnaggiantification peut donc en 1ére approximatioréskiire a I'étape
d’échantillonnage, tout au moins du point de vuents.

En effet, I'échantillonnage implique une modificatispectrale du signal (périodisation), alors guguantification se
réduit a 'addition d’un bruit qu’on sera souventené a négliger dans des considérations forméllesi, un CAN sera
souvent ramené a un simple échantillonneur (beufukntification négligé).
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Quantification par Arrondi Quantification par Trontae
t
t
- Valeur moyenne de&€ 40ngi = 0 alors que : Valeur moyenne 8goncature O :

Le quantifieur par troncature introduit un bigystématique contrairement au quantifieur pamaliro

- La puissance=(valeur efficace) d€ 4ongi €St inférieure a celle d®yoncature
La puissance du bruit du quantifieur par troneaest plus importante que celle du quantifieurgoeondi.

3.4. Choix du pas de quantification

Le Rapport Signal sur Bruit R§BNR : Signal to Noise Ratidgsiré fixe le nombre de bits pour la
guantification. Le RSB = 6 dB pour 1 bit de coelalge RSB est accru de 6 dB par bit de codage éoppitaire.
Un excellent RSB est de 100 dB, nécessitant dei®ordre de 16 bits de codage pour un échantillo

Démonstration :
Plagons nous dans le pire des cas en majorantitede quantification pay. Pour un codage issu d’une résolution de 8 bitg o
RSB8 = § = 256. Avec une dynamique de 9 bits, on a : RSB9=512 = 2. RSB8
soit en dB, du fait que (RSB)=20Ilog(RSB): (RSB% = (RSB8)s+ 6 dB car 20log2=6dB

3.5. Codage

Aprés échantillonnage et quantification, le slgN@( NT) est représenté par une séquence de valeurs
numériques.

Codage binaire linéaire :

] ona: X__—X_=2".q

Sila gamme des variations du sigrgtouvre le cham;ﬁx max — Xmin

min ! Xmax

si on code les valeurs d(=,31 surn bits.

Codage non linéaire :
Il est préférable de faire varier I'échelomdantificationq avec I'amplitude du signal.

- les signaux n'étant pas souvent a leurs valetr&reales (cas général) sont codés avec une nreilleu
précision( meilleur rapport S/B (Signal/Brui))

q Z Cte £ Xmaxz_n Xmin

Pas de quantification augmentant avec I'amplitudesigina
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- La variation du pas de quantification en tomtde I'amplitude est choisie le plus souventomentielle.
- Coder le signa}(q avec un pas de quantificatigrexponentiel revient a comprimer le sigr)qql sur
les faibles amplitudes et le quantifier auagas constant :
Xq comprime

Courbe logarithmique

Pas de quantification constan

Pas de quantification variable
On aalors: Codage non Iinéaire)dqe = Compression (log.) dxq suivie d'un codage linéaire obeq .
Exemple : Téléphone : la courbe log. de compression esbappe par un polygone a 13 segments :

xq comprimé

7 plages <0

7 plages >0
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TD 5. Echantillonnage - Interpolation - Quantificaion

1. Echantillonnage - Théoréme de Shanonn
Soit le signal : X(t) = sinc(27w,t)

a) Quel spectre de fréquences occupe-t-il ?

b) Quelle fréquence d'échantillonnage minimald&igir ?

¢) Quelle occupation mémoire en résulte-t-il podmoriser 1 seconde du signal en se limitant & une
dynamique de 8 bits (1 échantillon est stockélsartet) ?

AN: v, =20 kHz (occupation fréquentielle du signal de musique).

2. Echantillonnage - Repliement des fréquences (fme temporelle)= sous-échantillonnage

Soit un signak(t) harmonique % sinusoidal) de fréquence f. Représenter le b&ptantillonné a la fréquence
4

d'échantillonnagd- = 5 f. Mettre en évidence le repliement des fréquenmes forme temporellausse image

du signal).

3. Echantillonnage - Repliement des fréquences (ime fréquentielle)

Supposons que se superpose au signal parolerésgec300 Hz & 3 kHz) une interférence sinusoijae kHz.
La transmission numérique téléphonique s'effeatlzefréquence d'échantillonnage F = 8 kHz.
Mettre en évidence le repliement des fréquences faosme fréquentielle. Solutions ?

4. Interpolation
a) Montrer, en déterminanf(V) , que le Bloqueur d'ordre 0 ¢Bn'est pas un interpolateur idéal car :

X" (1) [ Bo | y(t) # x ()

b) Montrer I'intérét du filtre passe-bas nécessair sortie du Bloqueurgipour restituek(t) plus précisément.
¢) Montrer l'intérét de la correction de la RIBloqueur By par une fenétre de pondération pour restix(gmplus
précisément.

5. Bruit de quantification

On utilise une dynamique fésolution) de 8 bits pour coder les échantilldis signal numérique.
- Dans quelle proportion le rapport Signal/Brt-& accru si I'on ajoute 1 bit de dynamique séppéntaire ?

TD 5 ANNEXE. Echantillonnage - Interpolation - Quartification

1. Quantification

Montrer que, en considérant le cas simple oudemtions du signal a quantifier sont grandes ppport a
I'échelon de quantification, la quantification par arrondi est meilleure qedlecpar troncature; c'est-a-dire que
si on appelle le bruit de quantification, on a :

Quantification par arrondi : Quantification par troncature :
Valeur moyenne de=0 Valeur moyenne de= (| / 2
Valeur efficace de=q/~/12 Valeur efficace de =/ /3

TD 5. 1
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TP 5 ANNEXE. Echantillonnage - Interpolation - Quantification

1. Filtre récursif

Programmer le filtre déja rencontré: y(n) = X(n) +a y(n—1) et comparer avec la théorie.

2. Filtre récursif
Programmer le filtre défini par I'équation aux@iénces: y(n) = 4x(n) —4x(n-1) - 01y(n-1)
déja rencontré, et comparer avec la théorie.

3. Echantillonnage - Filtre 1er ordre

1

1+i@ /110)

Veérifier en tragcant la Réponse Impulsionnelle itiet

Soit le filtre du 1er ordre : H (V) = Quelle période d'échantillonnage T choisir ?

4. Quantification

Soit le signal: X (nNT) = sin(27fnT)e™ "*° avec f=01Hz et T=1s.

Visualiser les effets de la quantification linéa@tvec une dynamique sur 8 niveaux en programmant :
a) Sa quantification par arrondi, , et le bruit de quantificatio#,, = X — X,

b) Sa quantification par troncatukg, , le bruit de quantificatiorf,;, correspondant&;, = X— X,

Mémes questions a) b) pour le signalx,(nT) = sin(27nT) avec f=01Hz et T=1s.

TD 5. 2
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6. Transformation de Fourier Discréete (TFD -DFT) -
Transformation de Fourier Rapide (TFR -FFT)

1. TFD
La TFD est utilisée pour calculer la TF par chlteur numérique d'un signe(t) :

TR X()] = X( f) = I_o:o X ). €™ dt:  Formule non implémentable sur calculateur rigué.

f estla fréquence
3 problémes sont a résoudre pour pouvoir progiemnaeette formule :

1) x(®) - X ()

Le calculateur n'a pas accés au sigtthd'origine, mais au signal(t) représentant la séquence temporelle
{xn} des échantillons{(nT} obtenus par échantillonnage périodique a péribde signalx(t).

2)j N

—o0 sur M echantillons
L'intégrale ou somme continue n'est pas prograinte (et I'intervalle infini non plus); il faut la
remplacer par une somme discréte et sur un refim M d'échantillons.

3) X(f) - X«

Le calculateur ne peut fournir une expressiméguence continu¥(f) du résultat, mais seulement un
nombre limité de valeud§ : la fréquencéne peut prendre que des valeurs discrétes :
il y a échantillonnage en fréquence.

Regardons l'influence de ces 3 problemes :

1.1. TF du signal échantillonné (probléme 1)

A
Le calcul deX(f) = TF[x(t)] ne peut étre obtenu, mais seulement celuiXie( )= TF[X (t)J avec :

00

XM = xOLIAH) et Lk = Y S(t-nT)

n=-o

Ona, enposant F=1/TX (f)=TF[x®).|_|_+®)]1=XH* TF |t 1= FXH*|_|_KH= F i“ X(f-nF)

On en tireX(f) recherchée en faisamt= 0 fO[-F2,F2]): -
X(f)=T.X"(f)
1
pour f D[—E,E} @
2 2

X(f)=T.X"(f) =T["w[ S x(nT)t - nT)j.e"z’ﬁdt = 3 T[St -nTe ™ dt=T Y x(nT)e ™" =T.X"(f)

pour f D[—F,F}
2 2

n=-oo n=-co
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Représentation spectrale :
X(t) LIl ® X() FLLL®

t M%m MM

0 Fm 0 F=1T

x () = x® |_LL @ X () = XM *FI_I 0
—F

F Xm

Cors M M

o FmF2 F=1T

0T

X(f)=TX"(f)

Si F= 2 Fm, on a bien FF
dansle domaine f | — 2 2

1.2. Influence de la limitation du nombre d'échantions (probléme 2)

La mémoire du calculateur numérique est limitée utilisation d'un nombre limité M d'échantillons.

Le calcul de I'expression précédente :

X(f)=TX ()= Ti X nh &M

n=—oo
FF
f O -
22
devient :
(M-1)/2 _
Xy (F)=T. z x(nT)e & (M impair)
n=—(M-1)/2
FF
fO| -
22
Le calculateur n'a donc accés qu'aux échantitiurse séquence)(’,k\,I de duréel, = MT du signak (t)
etona: X, (1) =X (1) Mo, (1) ot [ (t) estlafonction Porte (ou Fenétre) de largaur T
T T,
Mm. =1 si - 2<t<2
TO( ) sl 2 2
=0 sinon
X (©) x;(t) X (0 My, (t)
Troncature temporelle ‘m
< B = X 1
Fenetrage ! N %‘
a1 ' o T ' T2 0 Ton '
Lo o 2 A
To=MT 1T

Cette troncature temporelle fenétrage) du signal (t) se traduit en fréquence par une convolution avec
TH[N, (0] = T sin, (T, ).
Si Ty est suffisamment grand (fenétre de troncature dasge), on peut faire I'approximation :
M. (=1 Ot etdonc: TF[I‘ITO (t)] =~ TF[] = &( f)
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Représentation spectrale :

X () G

X

N BN

aT Tol2lo0 Tol2

X ©=x0 Ny ©

TO, Tosinc ((‘I]'f = o) si T0 >> 1
X
F Xm *
AN ‘ 7
o FmF2 F=uT ool W
-TT T
0 0

X*M M = X*(f) si T, >> lcar X (f* 3(f) = X*(f)

F Xm

N AR

| m f

0 FmF2 F=1T

L'effet dujenétrag&(troncature temporelle), d'autant plus importarg Guest faible, est de déformer
(élargir) X" (f), a cause de l'action des lobes secondaires,ddnd (Tof) :

Tosmc ('5f )

Cet effet de troncature temporelle lié a la latidn du nombre M d'échantillons pour le calcula&F peut
étre corrigé en superposant a cette femétngulaire 1 T (t), une autre fenétré(t), dite de pondération.

Cette derniére ayant une durée égalg,fi peut dire plutét qu'elle remplace la fenéarurelle[1 T, (t) de

troncature initiale.

Cette fenétre doit étre telle que sa TF présente

- un lobe principal le plus étroit possible.
- peu ou pas de lobes secondaires.

pour tendre ver® () (convoluer aved (f) = ne rien faire).

Il existe de nombreuses fenétres de troncdft)rde pondération (voir § 1.4) :

Fenétres de Bartlett (triangulaire), de HannHdenming (la plus connue), de Hanning, de Blackrdan,

Kaiser, eftc...

En négligeant la déformation causée par la titoneal(e au fenétrage lié a la limitation du nombre

d'échantillondv, on a donc finalement :

X(f)y=TX (f)=TX,, (f)=T

3%
dans | ——,—
2 2

(M-1)/2

z X(I‘]T).e_i 27T

n=—(M-1)/2

avec T,>>1

2



Signaux & systémes 6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

1.3. Echantillonnage de la TF d'un signal échantitinné (probléme 3)

Dans l'expression précédents {f), la variablef est continue, non dénombrable et le calculatenménigue ne
peut fournir de résultats que pour un nombretdéirde valeurs de la fréquerfce

f ne peut prendre que des valeurs discrétes :

f = kF,

o

~ Xy, () se trouve multiplié par un peigne le )0 -

22

*

F F} avec : &: période (fréquentielle) d'échantillonnageXd).

X, O X ®l1_11 Fo(f)
F Xm F Xm
A N A1 Al ¢
o0 FmFR2 F=1T OF Fm F2  F=1/T
- Résumons les 3 problemes 1) 2) et 3) :
x(t) OF — X(f)
Probléme 1) :
FX(f)
XM = x40 OO - X(f)=FxXO*|_I_k) = F F
sur fO| ——,—
2'2
Probléme 2) :
* * * * F X f
X (t) = x, (1) off - Xu(f)y=X(f) = (f) EE
sur une dured,, avecT, >>1 surf D[ > E}
Probleme 3) :
. ) FX(f ot - 1
Xy (kR) = X, (D11} (1= | <DL D G Ly, 0|0
i f Ij[‘E E] § ° sur[—i —] si 1 =T, (condition de Shannon
2’2 2F,'2F, T F,
(Condition de Shannon « temporelle »)
EX(f) DT~ 2% (1) sur {— 1 1 }
Donc, sil ;. Fo 2F, 2F,
F, 0
0 f D[_F,F}
2 2
* 1 .
. XM(t) Fol_lJl/Fo(t) X, (0 (. |JF(f)
| X N S
Tol2 0 T Toi2 1R, 0 1R, o FmF2 F 1/T R 0 Fo
7x ®* -1 *
1/F X, M-I Fo(f)
AT AN
Tol2 0 T Tol2 0F Fm F2  F=LT
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Onadonc:
1 *
FD(M (t)

0

Xy (kR = X, (f)= FX(f) O -

sur une duree—
0

f D[—E,E} avecf = KkF, siizT0
2 2 F

Le fait d'avoir échantillonné en fréquence agvpar i en temps. Il suffit donc dans I'expression (2) de
multiplier par k et de faird = ki :

(F)=TR 3 xm. g2 ! !
X(kF) =TFE nT). €Ml quec———<NT < —
° On:_w 2F, 2F,
FF] 1
dansi:—— ,—} si— =T,
22| 7'F,

En choisissant— =T, (= MT) (cas limite imposé par la condition de Shannon)a la simplification :
0

-t snT< 1
2F, 2F,
F F
1 M2 _i2zkn e <kR < >
X(kR) =— Z x(nT)e M avec
n=—(M-1)/2 = =£
T
1 =T, =MT
Fo
F F

Comme——<KkF, <— et F=1 et F, =MT ona:
2 T

2

X(NT) qui comporteM termes et X(KF,) qui comportedM termes aussi.

On adonc:

Duree T, = MT =1/F,
M : nombred'echantillmsde X(NT) et de X (kF,)

1 M-y _i27kn 1 1
TEDix(nT)t = X(k) = X(kF,) =— x(nT)e M -—<nT<s—
D{x(nT)} = X (k) = X (kF,) MZ( ) avec |=—_ o
( ) 0 0
Pt
2 2
F=t
=

La séquenceX(nT} de M valeurs a donc pour TFD la séqueXgk) deM valeurs aussi, représentant la TFExdg,
donnée par la relation :

1 (M-D/2

X(k) - Z X(n-l—) e—iZIanM

n=—( M-1)/2
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Relations pour des séquences discretes {x(n)}adasis

6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

M-1

x(n) X (k) :ﬁ

O

n=0
M termesetcausale
M termes

> x(n)e ' ™ =TED[x(n)]

avec .

Si lesM échantillons deX(n)} [0 <n< M-1] représentent la durég TT0<nT <1/R=To=MT],

la bande de fréquencés, calculée pour la TFIX(k) est :

[0<kFy < F=1/T avec & k<M] soit F =M/,

TFD Inverse (TFDI):

Elle est donnée par la relation :

M -1
x(n) D X(K)e*™ =TFDI[X (k)]
M termes |
termes
Interprétation t=nT - f=kF/M
Séquence temporelle Xn PN Sequence numérique Xp
I'index représente un temps t=nT l'index ne représente rien
_ ° d'échantill ™
To =MT (un n° d'échantillon) o' 1 M-1
Séquence TFD fréquentieIIeAXk Séquence TFD numérique Xk
A7
5 | périodicité du spectre
I (période F)
l'index représente une fréquence } ] = kF I'index ne rer}résenﬁe rien
F=1UT=M[1/T, ] 0 (un n° d'échantillon) 0T 1 M-1
To : Durée d'observation de la séquence temporelle Exemple ] Top = 1s Fo =1My =1Hz
T : Période d'échantillonnage T =01s F = 10Hz
M : Nombre d'échantillons pendaiit, M = 10 échantillons
1 F
FO = =
T, M
- Si I'on veut espérer « voir » des composanpestsales X(f) d’'un signal x(t) jusqu’a une fréquaerf, il faut
échantillonner x(t) au moins a la fréquencecti@ntillonnage F, soit au plus a la cadence s
- L'incrément fréquentiel du spectre X(f) de ®&)1/T, ou T, est la durée d’observation, de fenétrage, de x(t).
Variante

On rencontre d’autres définitions de la TFD, not&nt celle proposant un passage direct - invgreétsique :

M-1 '
1 z X(n)e—IZIt(n/M

TFD : X(K) =
(k) 2

1

JM

TFDI: Xx(n) =

M-1 ‘
z X (k)el2nkn/M
k=0
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Propriété de symétrie de la TFD d’'une séquence rie (symétrie Hermitique)

1 M-
Xn il z —|2nkn/ M
. A X = X
La relation de définition (cas causal par exemple O - M = posséde la
M termes
M termes
propriété suivante (symétrie) dans le cas pargécule signaux réels : (X« représente le complexe conjugué Xe)

x réel TP - X,_, =X« pourk=1-M/2| dou:

X, reel O |Xk|:|XM—k| pour k=1 M /2 et aussi :

x réel OTP -~ ArgX, =-ArgX,,_, pourk=1- M/2

Cette propriété dsymétrie du spectre d'un signal échantillonnéraduit directement lpériodisation du spectre
pour un signal échantillonné

Démonstration
M - M-1
1 g i2TM-K)n/M 1 i 27kn/ M
a3y 248 " 20
n=0 n=0

- XM_k:Yk si X, réel
- |Xk|=|XM_k| si X, réel

Application 1 : Symétrie Hermitique

Soit le spectre d'amplitude suivant d'un signal té&M points deX,, k=0~ M -1: [X,,,[=[X|.|X,, |=|X,, [ )
= =1
2
X
k
o' 1 T S ?
M_l M M+1 M -1
2 2 2

La partie dele| pour k = % - M -1 s'obtient a partir de celle o|é(k| (k=0 > % -1) par la relation :
|Xk| = |XM_k| (renversement de la fréquence, miroir par repgpl = %)

. M . M . . . N
— Seule la connaissance d€, dek =0 - > (soit Ies7 +1 premiers points deX, ) est nécessaire a calculer (les

points restants se déduisent par la relalt)ép| = |XM—k| )-
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Application 2 : Compression de signal

X, =X
Arg X, =-Arg X,, ,

compression sans perte d’un facteur 2 est possibtaractérisant une séquence ré¥llepar sa TFDX, (la

- Compression sans pertelLes propriétés précédente pourraient laisser croire qu’'une

décompression consiste alors un simple calcul da)TRNais pour représenter I&d points de la séquence initiak, , il faut

stockerM /2 points du module eM /2 points de 'argument, solM points au total, ce qui n’apporte aucune
compression.

- Compression avec perte : Par contre, on peut effectuer une compres&pmavec perte) du signat, selon le
schéma suivant :

Signal décompressé

Signal brut Fenétre de N/M fenétres Sur chaque Sur chaque Sur chaque Fenétre de avec perte
(N points) M points Sn fenétre s( fenétre & fenétre §n M points (N points)
qqq IFFT ):NDéfenétragbﬁ Xn
Découpage TFD rapide Compression  TFDI rapide Mise bout a bout
du signal des N/M fenétres

- Fenétrage : Fenétrage rectangulaire, glisgesares recouvrement, sbd points (valeur typique M = 256)
Variante: un autre fenétrage (Hamming, Blackman ...) peisti étre réalisé a la place du fenétrage triamgul

. M . .
- Sélection : Sur Iesz— +1 premiers points d*aSK| , on ne garde que ld9 plus grandes valeurs 4i$<|

(Dominantes harmoniques), le reste des pditS, est mis & 0 (valeur typiqueD = 64)

Variante: A la place de retenir leb) dominantes d+SK| , 0N peut aussi retenir 5] premiers points d*aSK| si le signal est

a basses fréquences (il est en tout cas impossibleir des fréquences infiniment élevées dangiead, car celui-ci ne peut étre
infiniment rapide (théorie de la relativité)).
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1.4. Fenétres de troncature de pondération (fené&ts de compensation)

La fenétre de troncature a utiliser, lorsqu’on @vélune partie d'un signal pour extraire les céaretiques
fréquentielles# spectrales) du signal entier, doit étre telle sp& FD doit se rapprocher le plus possiblé,devec un
lobe principal le plus étroit possible et des lobesondaires le plus plat possible, la fenétreosgportant alors de
facon la plus transparente, la moins déformantsiples Malheureusement, on ne peut avoir ces dpmances
maximales pour une fenétre donnée, et on doit taireompromis entre ces 2 performances, condugasitnon pas a
une fenétre unique de troncature d’'un signal maiférentes fenétres.

f(©) [F)|

1
t TF v
0 To <
. Fenétre rectangulaire (basiquet)('t) =1, [t _Toj 27T,
’ 2
f(t) | F(v)!
1
t TF f
I T
. 0 To <>
- Fenétre de Bartlett (triangulaire) ) =1- 2 2T,
To
2
f(t) [ F(v)|
l /_\AA\/\
TF
t I \ v
-5 T o,
R ) _0 .
. Fenétre de Hann : 0 _1 1+cod 277 2
2 T,
f(t) I F() |
1
t TF v
I T
Fenétre de Hamming; (t _E) i k 2T,
: 9% (1) = 054+ 046cos 2nT72

0

(améliore celle de Hann)

. Fenétre de Blackman :
. Fenétre de Kaiser :
. Fenétre de de Hanning ...



Signaux & systémes 6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

1.5. Applications
1.5.1. Spectrogramme

La TFD est évidemment utilisée pour le calcuspectre :
- Amplitude| X( k)|
- PhaseArg X(K)

- puissancd X (K)|* = Re?[ X (k)] + Im?[ X(K]

La TFD donne l'occupation en fréquence d’un sigi#le n'est pas adaptée aux signaux non statioesat, par
exemple, la visualisation de la TFD s’'un signapeemet pas directement de savoir a quel instanedggnal se
produit, correspond, un pic de fréquence donnémdespectreméme si on sait qu’un signal rapide occupe degiféces
d’autant plus élevées que le signal est rapide)

La visualisation dynamiques n fonction du temps) des fréquences occupéds panal (analyse temps-fréquence)
peut néanmoins étre réalisée en découpant lel sigremactériser en plusieurs fenétres et en @aitld TFD sur
chacune de ces fenétres. C’est le spectrogramme.

Spectrogramme

Une application importante est la TFCT (TF a ttenme) utilisée en Traitement de la Parole :
on applique la TFD au sign&ln) en faisant glisser la fenéti(@) de prise d'échantillons :

x(m)
f(n)
—>
T} m
n=0 n=M-1
1 M-1 ;
On obtient alors, pour chaque inditee fenétrei(n), une TFD : X(k) = m z x(m) g2 M

m=0

et au total , non plus un spectre (2D), maispgtsogramme (3D)Représentation Temps-Fréquence)

X(k) (TFD)

k (Fréguence)

/

n (Temps)

On a la relation de définition de la TFCT :
_i27km

[

X(n, K =ﬁ S x(m) f(n-m e

m=—co

f(n) pouvant étre une fenétre de pondération (BlackmBartlett ...) plutdt qu'une simple fenétre rectadage
de troncature.
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Représentation 3D du spectrogramme

F F (Fréquence)

A (e >t t (Temps)

(Amplitude du module de la TFCT,
représentée par exemple par un
niveau de gris ou une pseudo-couleur)

"EVEEY SALT BREEZE COME FEOM THE SEA”

Frequency [EHz)

w“ ko, W

I 1| I

“ml !C . Ilh&ﬁ

HWIDEBAND [Nombre d'échantillons M grand)

Frequency [EHz)

AOE = » ek
S e F ot
TFe il ed0f
=Y SRl R CE
= E’fkg =" g v
0
NAERROWEAND [Mombre d’échantillons M petit]
o 10 20

Time [sec.)

Wideband and narrowband 31 spacfrograms of @ senfonce,
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Spectrogramme comme graphes 2D

Amplitude du module de la TF

Amplitude du module de la TF ' Fréquence

/

Temps

Fréquence

ol DFT PASSES OF SPOEEN WORD "READ"

8.0 MSEC / LINE

0 FREQUENCY (}lxz) s

Speckogram (Fom 2D praphs) of the word "EEALY computed from contiguous

& msec. speech segments.
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1.5.2. Analyse spectrale : intégration / dérivatior’un signal

Intégration / Dérivation d’un signal

f(t) F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)
HF
v TF

L BF

t 0 \Y

F : le signal occupe des Hautes Fréquences (@itifal rapide) car:  TB({t)] = 1

F : le signal occupe des Basses Fréquences$iffal lent) car : TKJ] =Cd(v)
Signal initial : f)of - F(V) = .[ f(t)e"?™'dt
Signal dérivé :  g(t) = df (t) Off - G(v)=i2m F(v)

Signal intégré S(t) = O.[ f (u)duO0F - S( ) F(V)

+CO(V) (C: Cd'intégration)

e | = 2v |F )l s | =lFw! 7 2v pour v 0
{ > v > v

Le filtre dérivateur Le filtre intégrateur

amplife les Hautes Fréquen amplife les Basses Fréquer

1.5.3. Analyse spectrale : rapidité d'un signal

Signal Spectre
Signal lent, (assez prédictible s’il est aléaddir Spectre occupant les Basses Fréquences (BF)
f(t) F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)
TF
—
—
t 0 \Y
Signal constant (infiniment lent) Spectre n'ocipque la fréquence 0
(un signal Constant peut étre considéré comme gigrie de périodeo et donc de fréquence nulle)
f(t) F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)

TF
—
t 0 \Y
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Signal rapide, (peu prédictible s'il est aléa®)r

f(t)

Signal impulsion (infiniment rapide)
f(t)

Signal sinusoidal (de fréquentg)
f(t)

Tf\/\/\
VAAVIRVEES

Signal a bande de fréquence dominante

f(t)

1.54. TFCT

TF

TF

TF

TF

6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

Spectre occupant les Hautes Fréquences (HF)
F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)

Spectre quant toutes les fréquences
F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)

o v

Spectre occupant une seule fréquerieg)(

F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)

o

Vo

Spectigract une bande de fréquence
F(v) : Spectre en Fréquence de f(t)

o
<

La TF d'un signalf (t), qui le décompose sur la base de sinusoides gigeinéel variable :

Fv) = j f(t)e 2™ dt 1)

donne un spectr€& (V) incalculable en Temps Réel, car I'opérateur (&shpas causal :

sur le signal parole par ex., & un instant doignén ne connait que la partie passée du signapae t <t .

On détermine plutdt un spectre a court termeub@lpar I'expression causale :

F(v,t)= j f(r)h(t-r)e’*™dr

obtenue en « fenétrant » le signal (i.e. en piidtit le signal f (t) par un signal causdi(t) de durée limitée).

Le spectre a court terme apparait comme le prdeéutonvolution : F (V,t) = lf (t) e_iz’m]* h(t)

La quantité :|F (I/,t)|2 (notée ausq‘F(V,t)Hz) est le spectre de puissance a court terme.

La fenétre de troncature(t) est simplement rectangulaire ou mieux, constitliéee fenétre sinusoidale de

Hamming pour atténuer la perturbation exercédessignal f (t) .

14
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Des algorithmes rapides (FFT) permettent de terlda transforméd= (V/,t) dans le cas discret. 3i est la
période d’échantillonnage d&(t), le spectre a court terme peut s'écrire :

n
F(v,nT)= Y f(KT)h(nT -KkT)e™?™
k=-00
Le spectre a court terme peut aussi étre obteriéeomposank (V,nT) en parties réelle et imaginaire :

F(v,nT) =Rgv,nT) +ilm(v,nT) avec :

ReV,nT) = Z f (KT)h(nT —KT)cos@mv kT) =[ f (nT) cos@zrv nT)]* h(nT)

Im(v,nT) = - Z f (KT) h(nT —KT)sin(27zv kT) = [ f (nT)sin@7zv nT)]* h(nT)

k=—c0

A partir de ces relations, on peut déterminesplectre a court terme pour différentes fréquerd®@s n a
I'aide d’'un banc de filtres constitué d’autantadmaux qu’il y a de fréquences d’observation dactp :

f(nT) Filtre passe-bande P Filtre passe-bas

” —— |[F(v,nT)

V
Redresseu

1.5.5. Analyse cepstrale

Si I'on prend I'exemple d’'une application en teanent de la parole, un modéle de production de la
parole consiste dans la relation suivante,fddnT) est le signal vocal échantillonné a la péridde

h(nT) , la Réponse Impulsionnelle du conduit vocal (cm@gant ce dernier dans un labs de temps) et
e(nT), le signal d’excitation permettant de synthétisesignal vocal :

f(nT) = h(nT) *e(nT)

La méthode de calcul des coefficients cepstramxiait a effectuer dans la fenétre temporelle diesgaune
déconvolution de la relation précédente afinéfeser les contributions du conduit vocal et decitation.

L'analyse cepstrale procéde de la fagon suivpote transformer le produit de convolution en addit

- Pour transformer le produit de convolutiona@eelation précédente en produit simple, elle epgre TFD

N-1 N-1 _
de f (nT), soit: F(w,) = z f(nT)e “/N = z f(NT)e @kt
n=0 n=0

. 27
avec : N le nombre de points de la TFDCU=W , W, =nw, o, =kw.
(On note indifféremment la TFD dfe(nT) par: F(k) , F(kT), F(a)k), F(a)kT), F(e%) )

On a, en notant («w, ) et E(a, ), les TFs respectives d&(nT) et e(nT) :
F(w) =H(w,)E(w,)

- Elle applique le logarithme a la relation prdeéte, pour transformer le produit en addition :

logF ()| =log H ()| + log E(e, )

- Elle revient au domaine temporel pour donnerelestre caractérisant le signa(NT) défini par :
-1
TF[loglF ()]

L’analyse cepstrale est une analyse tempogeltepstre bien qu'anagramme du mot « spectrist pas une sorte de spectre)
Elle donne les coefficients cepstraux.

6. 15
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Signal original
al f

Signal fenéfré fHamming)

Shectre bruf (FFT)
¢}

Sk Ez)

6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

d) Cepsfre

JJUR::

Les différentes étapes d’'une analyse cepstrale

1.5.6. Analyse LPC (Codage Prédiction Linéaire)

L'analyse LPC est une analyse temporelle, maisotiebreux paramétres peuvent étre établis dareniaide

fréquentiel.

Dans une application de traitement de la parateegemple, la méthode LPC calcule des coefficismtsin
échantillon de parole par prédiction a partim@fypondération linéaire d’un nombre fini d’échdotik le
précédant. Cette méthode utilise le modéle stidramproduction de la parole T (: période d’échantillonnage)

e(nT)
o LLTTITTIITITTITIT

e(nT)

Impulsions périodiques o
Excitation

t=nT

Bruit blanc

Conduit vocal Parole
Voisé/Non voisé
1 GIA@) s(nT)

Le conduit vocal, qui filtre le signal d’excitati € NT) , peut étre assimilé & un filtre récursif. Avec boane
approximation, le signas(NT) qu'il émet & un instant peut étre calculé & palis valeurs qu'il a prises aux

M instants précédents. A l'instantl , le signalS(NT) peut donc s’exprimer comme issu d’'une combinaison

linéaire de son passé atix instants précédents, et d’'un terme d’erre{(nT) & cet instant (représenté par le

signal d’excitation du modéle de production deofs :

16
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s(nT) = Zm:a,-'s[(n—i)T] +Geg(nT) G : gain de réglage

Ge(nT) : erreur de prédiction
Za'i's[(n_i)T] : partie prédite
i

a =-a UiOA..m]: coefficients de prédiction

Le modéle de production de la parole s’écrit :

G

S(2)=——E(2 G : gain de réglage

A(2)

G/ A(2) : FT du conduit vocal
E(2) : TZ de I'excitation
S(Z) : Tz de la sortie du conduit vocal (signal degpey

Modele : A(z) = Zai z" dou: GE(2)=S(2)A(2) = S(Z)Zai z" soit dans le domaine temporel:

i=0 i=0

Ge(nT) = Zm:ais[(n—i)T] soit, en prenar@, =1:  Ge(nT) =s(nT) —[—iajs[(n —i)T]j

Le termeGe(NT) est I'erreur de prédiction, erreur entre I'échifoniide parole réel et I'échantillon prédit.

La prédiction linéaire ds(nT) est donnée par : s(nT) = —Za,-S[(n -i)T]

Pour déterminer les coefficieng, on peut minimiser I'énergi®V de I'erreur sur l'intervalle de temps

[pT,rT] : W = 2[Ge(nT)]2

Ona:

soit :

et:

M“

w

iﬁas[(n—i)T]T Z{Zas[(n—m]zas[(n—m]

n=p| i=0

iaa,s[(n—l)T]s[(n—nT] =3 Yaa Y dn-iTldn- )]

=0 i=0 j=0 n=p

avec : G = Zs[(n - i)T]S[(n_ J)T]

>
1l

=
Mﬂ
Ma

>
Tl
©
iy
o

2
NgE
NgE
o
o
0

I
o
)
o

Pour minimiser I'énergi¥V/ de I'erreur, on peut utiliser la méthode des madactarrés :

En écrivant que la dérivée partielle\Aé par rapport &8, est nulle, on a I'équation suivante :

2.aC+>.a,Cy =0
i=0 i=0

m
Comme on a fixé@, =1, on obtientm relations du type : Z:aiCik =-C,

17
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Lintervalle de sommatiohpT, r'T] peut étre défini de 2 fagons selon que I'on @iliene ou l'autre des 2
méthodes suivantes :

- Méthode d’autocorrélation : lintervalle de tempg pT, rT] vade—c &+ et on considére le signal

nul hors de lintervalle d’échantillof®, N] ot N est le nombre de
points considérés pour le signal delparo

- Méthode de covariance :  lintervalle de tempg pT, rT] est limité a[0, (N —=1)T].

Les coefficients de prédictiod, représentent une estimation du spectre de paneldois I'influence de

I'excitation éliminée.

L'analyse LPC présente principalement 2 avarstage
- Elle est adaptée a I'étude de phénomenesi@wbtapidement au contraire des méthodes fréaliesti
qui doivent étre effectuées sur une duréesauffment longue si I'on veut que le spectre soihu@vec
une précision convenable.
- La prédiction permet d’éliminer une part imjamte de la redondance du signal. La redondarice es
caractérisée par I'arrivée d’échantillons nerfiissant pas d’informations nouvelles; prédiredieur du
signal en fonction de ses valeurs passées pedmugebarrasser le signal de ses pseudo-infomsatio

Cette redondance n’'est qu'éphémere (localiesatoefficients de prédiction linéaire doiveneétr
réajustés régulierement.

Coefficients cepsfraux, de FRT ef de LPC
. FFT

78 |
B0
50
4

i

/ Temps

T T T T T T T 1 o
] 1888 2604 1 4080 W (310 ran‘a}\ Fréquence

8

Exemple de filtrage LPC, FFT et Cepstre sur la leye ei » du mot « soleil » dans la phrase parlée
« La bise et le soleil se disputaient ».

6. 18
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2. TFR

M-1
Le calcul direct de chaque terme de la TFD : X (K) = v z x(n) e M (1)
n=0
nécessite, en prenant le cas générai(npest complexe, le nombre suivant d'opératjpeasterme :

4M : X reelles
2M : + reelles
.M-1 additions (+) complexes 2(M —1): + reelles

.M multiplications (x) complexes= {

) 4M ?: X reelles ]
Soit au totalpour M termes : (idem pour la TFDI)
2M (2M =1): + reelles

Exemple :

4194 304 X
4192 256 +

Avec un Processeur spécialisé en Traitemenighab Digital Signal Processo(DSP) ), on peut faire une
addition - multiplication (+ et x groupées) 300 ns.

PourM = 1024 pointsf 1 kO de mémoire sur 8 bits). {

- Temps de Calculde laTFD 1,2 s
1 M 1024

~ Pour effectuer un calcul en Temps Réel, il flue — = — = —— = 1kHz

T T, 12

— On ne peut calculer en Temps Réel la TFD de sigagant des composantes spectrales de
fréquence> Fm = 500 Hz !

Pour diminuer ce temps calcul, il faut programi@é en réduisant le nombre d'opérations par terme

- Algorithme TFR :

le plus employé est I'algorithme de Cooley6@)9 facile a mettre en oeuvre lorsque le nombre
d'échantillon$/ est une puissance de 2M=2M _, m=log M
(Condition peu contraignante, quitte a majdfer

Algorithme de Cooley : (Entrelacement Temporel) :
Principe (partitionnement) :

Le principe permettant d’accroitre la rapiditécalcul de la TFD repose surgartitionnemente
I'ensemble de la séquence {x(n)}.

On décompose la séquence initiale {x(n)Ml@aleurs, en 2 séquences{X)} et {x»>(n)} de ——

2

M
termes chacune, et on calcule leur Transfomeggective {X (k)} et {X o(k)} de —-- termes chacune.

2

L'opération est ensuite répétée m fois jusqulaansformées d'ordre 1.

{x(n) } : termes de rang pair 36) = x(2i)
M

{x(n)aMtermes}<: avec : G;is?

{%(n) } : termes de rang impair »f) = x(2i+1)
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Exemple :M =8
{x(n} ={x0), XD, X2, X3, X4, X3, X6, X7}
{x(M} ={x0), X2, x4, X6} ={ x(0, x(3, x(2, x(3
{{Xz(n)} ={xD, X3, X9, X7} ={ %(0, %(3, (2, x(3

M_
_i27kp

TFD{ % (N} = X (K =— le(p) e M2 =

Lamp | Xu(K) o ordre%
Ko e - y @
0 (Xl(k) 37 terme}

s

_ 2%
M

©
1l

M_
i27kp

TFD{x, (N} = X,(K=— sz(ne vz =

_i47kp

2ZX(2p+ZI) e M = Xz(k)d'ordre% ©)]

p=

=2
M

o

X(2q) + 29+ )

1 — X( p)
- TFED{X(n); = X(K=—) x(p) e M2 =
D{x(n} = X(K MPZ::,)(IO) avee | 0L M-1 qzoa%—l
M a1 M_
2 i27k2q 1 ) _i27k(29+))
X(k)I—ZX(Zq)e M +—Zx(2q+])e M
M q=0 M g=0
M, M
12 27kp - q 2 _idrkp _i27k
X(K=—>x(2pe " +—>x2p+He ™ e M (4
M p=0 M p=0
On adonc :
i2rk

X (k) = X (k)+ X (k)@ X, (k) nesontdefiniesquepour — valeurs.
car

Osks%—l X, (k)

) M
Pour obtenir les— valeurs restantes, on calcu¥| kK +—| :

2
M a1 M—l
17 _idmkp 1* _idkp 2K _
M p=0 M p=0
27k
X(k+M)=3x1(k)—— X,(KCe " I
dod - 2 2 _ et =
ou: du fait que : .
o<k<M _4 et e’ =1 OpOZ
2
|2n/M

En posant W,, , On a les relations de définition de la TFR :

20



Signaux & systémes 6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

1 1 1/2
X(k)=§ Xl(k)+§ W %( B X (K) N ®O— X(K)
M) 1 1 1/2
X k+? =5 Xl(k)_EV\{; X(R 1K
y N X(k+M)
O<ks—-1 X[K) 17k 2
2 "2 Wy
WM = e—i2rr/M

ou encore (coeff 1/2 non représentés) Q = @ :

X (K) > X(K)
k
WM
> X(k+M
xg 7k by
-WM

Représentation graphique du graphe élémentaire :
Papillon ou encore Croisillon

- La TFD d'ordre M

2 TFD d'ordre % 2™ TFD d'ordre ZMm =1 (M=2")

Les M TFD d'ordre 1 se réduisent ddxvaleurs de la séquence de dépa(h}} :

M
m

_ 2m 2! . _i27‘k51 _ 0 . o
TFD d'ordre 1 d'aprés (2) : X, (k) M pZ::,) X(2" p)e M2 —1;) x(2" p)e = x(0)

d'ordrel=M /2™

Ces TFD d'ordre 1 sont IB4 valeurs de la séquence(fi)} mais dans un ordre résultant d@s
dédoublements successifs :

Exemple : M =8

x(0) x(0) {X(O) . x(0)
x(1) « () @ X(4) X(4)
X(2) S x4 T {x(z) x(2)
WYLCI X(6) x(6) X(6)
x(4) x(1) x(1) x(D)
x(5) () x(3) x(5) X(5)
X(6) 227 %) x(3) X(3)
x(7) X(7) {x(7) - X(7)

6. 21
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On a alors l'algorithme :  (Coefficients 1/2 meprésentés ef O = @ )

X(0)

P N A
oo i X AN
0 328 NS

0
A~ sy X(4)
x(1) =27
Wy W ><><\ X(5
x(5) - ; ®)
W -W,
W w / N\
X(3) e Q- X(6)
Wy, w2 wi
X(7)
X(7) 0 W2 “W
-W ., Etapel M Etape 2 M Etape 3
Algorithme (code C)traduit du Fortran):
I* */

void TFR() /* Module X[K] du Spectre (TFR) de x[n] */

[* x[n] (signal reel) -> X[Kk] */

/* M : nombre de points de la sequence x[n] (dpac consequent de X(Kk]) */

/* M doit etre une puissance de 2 : M= 2"m */

[* Tableaux : as (sequence x[n]), Ar (Partie lede X[k]), Ai (Partie imaginaire de X[Kk]), Tet Ti (Tampons) */

{
intk, m,n, M1, M2, i,j, I, L, L2, ip;
float Wr, Wi, Tr, Ti, Ur, Ui, UUr, *as, *Ar, *Ai;

as = (float *) malloc (M*sizeof(float));
Ar = (float *) malloc ((M+1)*sizeof(float));
Ai = (float *) malloc ((M+1)*sizeof(float));

M2= M/2;
M1= M-1:
=1

[* Sauvegarde de x[n] et copie de x[n] dans Ar[K] *
for (n=0; n<M; n++)

as[n]= x[n];
Ar[n+1]= Xx[n]; /* les tableaux Ar[] et Ai[kont utilises a partir de I'indice 1 */
Ai[n+1]=0;

}
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[* Algo */
for (i=1; i<=M-1; i++)

if (i<j)
{

Tr= Ar[j]; Ti= Ai[j];
Ar[j]= Arfi]; Aifj]= AIfi];
Arfi]= Tr; Ai[i]= Ti;
}
k= M2;
while (k<j)

= i+k;
}

for (I=1; I<=m; I++)
{
L= pow(2,l);
L2=L/2;
Ur=1.0; Ui= 0.0;
Wr= cos(PI/L2); Wi= -sin(P1/L2);
for (j=1; j<=L2; j++)
{
for (i=j; i<=M; i=i+L)
{
ip=i+L2;

6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

Tr= Ar[ip]*Ur - Ai[ip]*Ui; Ti= Ar[ip]*U i + Ai[ip]*Ur;
Arlip]= Ar[i] - Tr; Ai[ip]= Ai[i] - Ti ;
Arli]= Ar[i] + Tr; Aili]= Ai[i] + Ti;

}

UUr= Ur*Wr - Ui*Wi; Ui= Ur*Wi + Ui*Wr; Ur= UUr,;

}
}

for (i=1; i<=M; i++)

Arfi]= Ari}/(float)M; Aili]=_ Ai[i}/(float)M;

/* Module X[K] et Restitution des x[n] */

for (k=0; k<M; k++)

X[K]= sqrt( Arfk+1]*Ar[k+1] + Ai[k+L]*Ai[k+1]);

x[k]= as[k];
}

}
/*

*
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Signaux & systémes 6. Transformation de Fourier Digzéte (DFT) et Rapide (FFT)

Temps calcul
L'algorithme comporten = log, M étapes. Chaque étape nécessite :
%: X complexes (carwl\ljI X2(k) intervienta2reprises)
M: + complexes

_ . K 27k . . 27K _ o M
Or, du faitque: W, =e M = COSV =1 Slnv l'algorithme peut aussi s'écrire, avec k)s7-1 :

ReX (k)] = [Re[x (k)] +RgX, (k)]cosvnka[X (k)]smzl\;k}

— point
Im[X(k)]——{lm[X (k)] +Im[X, (k)]cosV R X, (k)]smzl\ﬂ
R{X(k +%)} :%[Re[xl(k)] - Re[xz(k)]cos% + Im[Xz(k)]sin%}

— points

M. 1 27K 27K
Im{X(k+7)}-§{lm[X (k)] - Im[X, (k)]cosv+ R4 X, (k)]sin== > }

Par étape, on a:

M M M
4— =2M: x reelles: les— points d'indice k +— utilisent les memes multiplications
2 2 2

M M
(+) et (-) » 2:+ pour—points car les points d'indice-k— utilisent les memes
2 2

M M M
2— +2M =3M: + reelles |et 2:+ pour— points et 2 = pour— points,
2 2 2

- soit 2M :+ pour M points

2(m-)M =2M Ing(Mj . X reelles
Au total : (n étapes) : 2

3mM =3Mlog, M : + reelles
(on ne compte pas la 1ére étapé/h’&r =1

Exemple :

PourM = 1024 points : (Comparaison avec la TFD calcpleM = 1024 en Temps Réel : Fm <500 Hz)

18432 x
Ona: 30720 + - Avec le méme DSP que précédemment (300 nslpaddition-multiplication)

12s

il faut un temps calcul de 5.5ensiron soit

- Pour M = 1024 points, la TFR est 200 fois plysida que la TFD.

La TFR peut traiter en Temps Réel des signaukrédguence Maximale Fm = 100 kHz !
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TFR Inverse :

L'algorithme est le méme que la TFR Directe :
Il suffit de changer le signe des exposantsed@dnentielle, et de multiplier par M.

Rangement des données :

{x(n)} doit étre disposée selon I'ordre four@irges m dédoublements. La méthode de rangemestiéss
est la méthode dite du « bit inversé » : legcieslde la séquence {x(n)} initiale, sont codébimaire pur.
Les indices de la séquence ordonnée s'obtieendigant le nombre binaire a I'envers.

Exemple :
M=8: lesindicesO,1, 2, 3, 4,5, 6, 7 doivene disposésen- 0,4,2,6,1,5,3,7:

Codage sur 3 bits (8 3p: 0 = 000-» 000 = 0
1 =001 100 = 4
2=010- 010=2
3=011. 110=6
4=100. 001=1
5=101. 101=5
6=110. 011=3
7=111. 111=7

6. 25
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TD 6 ANNEXE. Transformation de Fourier Discrete (DFT) et Rapide (FFT)

1. Programme de TFD

A l'aide du programme SIGTP6, programmer |'akpone de calcul de la TFD d'une séquence caugale
comportantM échantillons.

Vérifier en calculant la TFD des signaux suivaats une fenétrbl = 50 points par exemple (durdg = MT )
ouT est la période d'échantillonnage :

X, =0,

Xn = rn

x, =M (nT) (L est la largeur de la porte)

X, =sin(wnT) (w=2nf, f estlafréquence de la sinusoide)

X, =sinc(wnT) (w=2nf , f estlapseudo-fréquence du sinus cardinal)

Faire varieM pour visualiser I'effet de la fenétre de tronoatsur le spectre. Faire varier aussi les parameétres
des signaux (fréquence ...). Comparer a la thdesi caractéristiques spectrales obtenues.

Quelle valeur de compromis donndv? (compromis Erreur de troncature / Tempsutgalc

2. Interprétation de la TFD

TD 6.

Soitx, un signal causal a TD, d'une certaine didée

La séquencr, désigne par exemple un signal de parole (fichlehkB) enregistré pendant la durée=1s,
e ) : 1 ] :

a la fréquence d'échantillonnnafe= T =10kHz (x, comporte donc 10 000 échantillons) et avec une
dynamique de codagg (ésolution , définition) de 1 octet par échaniillg, occupe donc 10 kO en mémoire).

Calculer la TFD de, (programme SIGTP6) sur une fenétre de diigge 100 ms, soilM = 1 000 termes,
fenétre glissante sur le signgl.

Interpréter et donner les valeurs numériquedrégsiences maximales occupées par le signalu regard du
spectrexX, dex, pour une fenétre donnée.
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TP 6. Transformation de Fourier. DFT. FFT
Note : Pour une meilleure lisibilité, certains signaux a TD (resp. a FD) seront tracés a TC (resp. a FC).
1. Programme de TFD

M nombre d'échantillons, de points du signal d'entrée (ainsi que du signal TFD)
n indice temporel des échantillons du signal X

k indice fréquentiel des échantillons de la TFD Xk

Programme de calcul de la TFD Xk d'une séquence causale X comportant M échantillons :

TFD(x) := 1 a utiliser ainsi: X := TFD(x)"
Programme de calcul de la TFDI X d'une séquence Xk comportant M échantillons :
TFDI(X) =1
2. TFD de signaux tests
2.1. Delta discret: M:=50 n:=0.M-1 k:=0.M-1 x =38(n,0) X := TFD(x)
! 0.02
Xp |Xk|
©
B B 0.02
0 10 20 30 40 50
n -1 k 49

Faire varier M. Conclusions ???

TP 6.



Signaux & systémes TP 6. Transformation de Fourier

2.2. Echelon : M:=50 n=0.M-1 k:=0.M-1 Ipy:= ®(n) x =Ty X:=TFD(x)
1.002 7 |
S e
©
0.998 0
0 10 20 30 40 50
n -1 k 49

Faire varier M. Conclusions ???

2.3. Fenétre (porte): M :=50 n:=0.M-1 k:=0.M-1 Ty:= |1 ifn<5 x =T  X:=TFD(x)

0 otherwise

B e p——, 0
0 10 20 30 40 50

n -1

k 49

Faire varier M. Conclusions ??7?. Propriété de la TFD ???

Période d'échantillonnage: T:=1s
(elle doit vérifier la condition de Shannon)

x =sinc_ X:= TFD(x)
n n

2.4. Sinus cardinal : Pseudo fréquence : f:= 0.Hz

Mi=50 n=0.M-1k:=0..M-1 sincn:: 1 if n=0

~sin(2~Tc-f-n~T) otherwise

2n-fn-T

! ‘T ! 0.082

Xp 0 % |Xk|
©

-1 | | | | | 0.01

0 10 20 30 40 50
n -1 k 49
Conclusions ??7?. Propriété de la TFD ??77?
2

TP 6.
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2.5. Sinust : Fréquence: f:= 0.02Hz Période d'échantillonnage: T:=1s
(elle doit vérifier la condition de Shannon)
M=50 n=0.M-1 ki=0.M-1 sinusn = sin(Z-n~f~n-T) X = sinusn X := TFD(x)

=L | | | | 05

Xn 0 % |Xk|

- | | | | | 0

0 10 20 30 40 50
n -1 k 49

Conclusions ??7?. Propriété de la TFD ??77?

2.6. Sinus2 : Fréquence: f:=0.Hz Période d'échantillonnage: T:=1s
(elle doit vérifier la condition de Shannon)

M=50 n=0.M-1 ki=0.M-1 sinusn = sin(Z-n~f~n-T) X = sinusn X := TFD(x)
2 | | | | 05
- ° [\/\/\/\/\J_ |Xk|
-> | | | | | 0
0 10 20 30 40 50
n -1 k 49

Interprétation ??77? :

A quelle fréquence correspond le pic de la TFD ??? Conclusion ??7?

2.7.Sinus1&2: Fréquences: f1:= 0.02Hz Période d'échantillonnage: T:=1s
f2:=0.1 Hz (elle doit vérifier la condition de Shannon)
M:=50 n:=0.M-1 k==0.M-1

sinlrl = sin(2~n-f1~n-T) sin2rl = sin(2~n-f2~n-T) X := sinl + sin2 X := TFD(x)
s | | | | 05
Xp 0 /\/\/\/\/\/_ x4
-5 | | | | | 0
0 10 20 30 40 50
n -1 k 49

Conclusion ???

TP 6. 3
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Filtrage de X de la fréquence f2 par filtrage passe-bas (filtre Butterworth d'ordre 3) coupant les fréquences > CutOff

CutOff := 0.05 lowpassfilter := iirlow(butter(3), CutOff) y := response(X, lowpassfilter, M) Y := TFD(y)
ol ! ! ! ! 0.469
N B
_ U | | | | 3
2 .
0 10 20 30 40 50 679710
" —1 k 49

Conclusion ???

3. Interprétation de la TFD

X = x(nT) : Signal & TD, échantillonné a la cadence T, et d'une certaine durée T0 =MT

Il s'agit d'un signal de parole (enregistrement de la voyelle "a").
La fréquence d'échantillonnage est: F = 1/T = 8 kHz.

Le nombre d'échantillons est : M = 800.

La durée de I'enregistrement est : TO =0.1s.

Chaque échantillon est codé en mono sur 1 octet.

. Fichier : M:=800 n:=0.M-1 ki=0.M-1 file ;== READWAV("al.wav") x = file — 128
20
0
Xn
-0 F _
-40 | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800
n
X := TFD(x)
0.5
x4
0
0 k 49

TP 6. 4
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Calcul de la fréequence du pic de la TFD :

kmax : index de I'échantillon de |Xk| tel que |kaax| est maximum :

MXk = |Xk| kmax := | for ke O..% -1 kmax =1
kmax « k if MXk = max(MX)
return kmax
Interprétation :

Quelle est la gamme des fréquences observables, du fait de la cadence d'échantillonnage choisie ???

A quelle fréquence correspond le pic maximum de la TFD ??7?

4. TFD et TFR
X = x(nT) : Signal a TD, échantillonné a la cadence T, et d'une certaine durée TO =MT

Il s'agit d'un signal de parole (enregistrement de la voyelle "a").
La fréquence d'échantillonnage est: F = 1/T = 8 kHz.

Le nombre d'échantillons est : M = 800.

La durée de I'enregistrement est : TO =0.1s.

Chaque échantillon est codé en mono sur 1 octet.

La représentation temporelle (chronogramme) de X montre que, au-dela des 512 premiers points, on observe une

répétition du passé du signal, impliquant de ce fait une redondance spectrale :
la TFD sur les 512 premiers points doit donner un spectre similaire a celui obtenu sur la totalité des 800 points.

4.1. TFD sur un nombre de points égal a une puissance de 2

. Fichier : m:=9 M= 2" file ;== READWAV("al.wav") x = file — 128
M =512 n=0.M-1 ki=0.M-1 X := submatrix(x,0,M — 1,0,0)
50
Xn 0 —
-50 | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

TP 6. 5
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X := TFD(x)

1.74

%

1.061-10"°

0 k 511
Calcul de la fréequence du pic de la TFD :
kmax : index de I'échantillon de |Xk| tel que |Xk | est maximum :
max

MXk = |Xk| kmax := | for ke O..% -1 kmax =1

module de X .
k kmax « k if MXk = max(MX)

return kmax
Interprétation :

A quelle fréquence correspond le pic maximum de la TFD ??7?

4.2. TFR (FFT) : le nombre de points est nécessairement égal a une puissance de 2

. Fichier: m:=9 M:=2

M=512 n=0.M-1 k:=0.M-1 x:= READWAV("al.wav") X := submatrix(x,0,M — 1,0,0) — 128

50 | | | | | | | | | |
Xy 0 WMWWWMVWWMM -
-50 | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
n
X := FFT(x)
2
|Xk| 1 _
0 | | | |
0 50 100 150 200 250 300
k

TP 6.
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Calcul de la fréequence du pic de la TFR :

kmax : index de I'échantillon de |Xk| tel que |kaax| est maximum :

m—1
MXk = |Xk| kmax := | for ke 0..2
module de Xk

return kmax

Propriété de la fonction FFT de MathCad ?7?7?

5. TF de fenétres de troncature

Quelle qualité doit posséder une fenétre de troncature ??7?

TP 6. Transformation de Fourier

X = submatrix(X,O,Zm_l,0,0)

MX = submatrix(MX,O,Zm_1 ,0,0)

kmax = 78

kmax « k if MXk = max(MX)

Comparer les différentes fenétres ci-dessous.

. Fenétre rectangulaire m:= 64 n:=0.m-1 TIl,:=]0 ifn< = f =T F := FFT(f)
m
1 if n>—
3
2-m
0 if n>—
3
E - 0.4 04
fn |F,| 0.2 - |F,| 0.2 1 8 |F
|
%0 50 100 0 0 '
0 20 40 1 10 100 1 10 100
n n n n
dB dB
. Fenétre de Blackmann m:= 64 f := blackman(m) F := FFT(f)
= = 0.6 04
04 =
fn [Fi| [Fif 02 7 =IY
02 r =
| | |
0 0 0
0 50 100 0 20 40 1 10 100
n n n
dB 1213
TP 6.
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. Fenétre de Hamming

100

. Fenétre de Hanning

1 I —

100

. Fenétre de Bartlett

100

. Fenétre de Kaiser (1)

TP 6.

m:= 64 f := hamming(m)
1 0.4
[F| 05 . [F| 02
|
0 0
0 20 40
n
m:= 64 f := hanning(m)
0.6 I 0.4
04 1
|E| [E 02
2 T -
0 I 0
0 20 40
n
m:= 64 f := triangular(m)
0.6 0.4
04 1
|E| [E 02
2 \: .
0 I 0
0 20 40
n
m:= 64 f := kaiser(m,2)
1 0.2
[F| os — [Fy| 0.1
-
0 0
0 20 40

TP 6. Transformation de Fourier

F := FFT(f)
7 S |Fd =
| | =
1 10 100 L 10 100
n
dB “dB
F := FFT(f)
|
7 g |Fy|
|
1 10 100
n
dB 1213
F := FFT(f)
[ B | 7
1 10 100 . 10 100
n
dB 1213
F := FFT(f)
7 SR LN\
|
1 10 100 . 10 100
n
dB ‘éB
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. Fenétre de Kaiser (2) m:= 64 f := kaiser(m, 20) F := FFT(f)

B e 0.4 0.4 =
£ |F.| 02 - |F.| 02 \ - o F] E| 2
l l — _

0 0 0 20 40 0 1 10 100 :

0 50 1 10 100
n n o n
dB dB

TP 6. 9
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7. Filtrage linéaire - Analyse & Synthése des filess numériques

l. Filtrage linéaire

1. Introduction

Historiquement les premiers filtres étaient évid@nt analogiques (systémes continus).

Il est donc normal qu'une catégorie importantélttes numériques (les filtres récursifs) soiteditement issue de
la numérisation de ces filtres analogiques (tzesynthése).

Les filtres numériques non récursifs constituerd autre catégorie essentielle des filtres domtis® en oeuvre
fait appel a un algorithme d'optimalisation.

Ces filtres numériques, récursifs ou non, ont gidagent des structures et des parametres fixes.

En utilisant par exemple un critére de moindresésaon a récemment pu développer des filtresadiaptifs, qui
adaptent leurs parameétres aux caractéristiquistisfaes de leurs signaux d'entrée.

Filtrage analogique

X —[>— v
X(t) y® FT: H(p) = Y. Matérialisation électrique par ex.) y(t) = f[x(1)] : équa. diff.
X(p)
y(t) = h(t) * x(t) ht):RI
Avantage : - rapidité du traitement analogique
Inconvénient : - solution figée
Filtrage numérique
x() — HE@) — v() FT: H(2) = Y@ Matérialisation (algorithme(équa. aux diff) + CN}:  y(k) = f[ X K]
X(2
y(K) = H(K) * x(k)
h(k): RI
Avantage : - souplesse de modification de dethme

Inconvénients : - temps de décodage des inshscti
- fréquence d’échantillonnage (requise paoladition de Shannon) limitée par la technologie.
Exemple d’application de filtrage :  Multiplexageémultiplexage

En audio, le fil des écouteurs peut aussi fdiiieeod’antenne radio : par filtrage (le signali@d’antenne
(entrée) occupe des fréquences de 'ordre du MHdzs que le signal pour les écouteurs (sortielpe des
fréquences de l'ordre du kHz) on peut séparedees signaux.

2. Filtrage analogique

Un exemple simple de filtrage consiste a isolesignalx; (t) a partir d'une mesusgt) contenant 2 signau (t)
etx, (t). Si dans le domaine fréquentie|,(t) et x, (t) ont des spectres disjoints tels que :

/\/V\J\
1

F\‘l

Spectre deX, (t)

} Spectre de X, ®

Alorsona:

ﬁ Filtre passe-bas 0 — F, H X, (t)

y() =x(1) +%()

S Filtre passe-bandeF, — F, H X, (1)
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Plus généralement, on distingue 4 types de fiittéaux F{) :

F) F)
Passe-bas Passe-bande
.. — .,
0 Ve 0 vy v,
F) FW)
Passe-haut Coupe-bandg
L. |,
0 Ve 0 v, v,

Ces filtres idéaux ne peuvent étre évidemmenpguxchés : les pentes verticales réelles ne sannfiaies mais
d'autant plus raides que l'ordre du filtre estéle

(Un ordre élevé provoque un algorithme colteuxeempts calcul lors de I'exécution du filtre numéridraeluisant le filtre analogique considéré).

Il est suffisant de disposer des Réponses FréglleatF§) des filtres passe-bas car a partir de ces psty
normalisés (fréquence de coupuge= 1), on aboutit par simple changement de varjabla catégorie passe-haut,
passe-bande ou coupe-bande :

Filtre désiré a partir d'un filtre passe-bas de FTH(p) Changement de variable en p
de pulsation de coupurexy, = 1 rd/s (Laplace) dans la FT H(p) du filtre
Passe-bas de pulsation de coupure p - P
wc
: 1
Passe-haut de pulsation de coupurg=1 p-—
p
o 1 ) 1 1
Passe-bande de largeur relatig= = (w, - w,)(w, + w,) centrée surw=1 p- E p+—
2 p
i 1
Coupe-bande de largeur B centrée sur 1 p -

Le probléme du filtrage consiste a faire entrdRégonse Fréquentiellevf(dans un gabarit donné :
FW)

0 7
/L Gabarit désiré

Bande Passante d’un filtre

\

La Bande PassantBR) a 3 dB d'un filtre est le domaine de fréquenetsgtie :

H(ia)|

=3dB < [H(iw)| g < [Ha)] i e Rappel : [H(icw),, =[H(27v)|,, = 20log(H ( )

dB max

Hi271v)) BPa3dB =[v,,v,]

Exemple : BPd'un canal de commmunication : une ligne téléjdpaom est un filtre qui doit passer les
fréquences vocales (occupant la bande [3004HzHz] ).
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Filtres normalisés

Filtre du ler ordre passe-bas fondamental

k
1+1p

- Réponse Fréquentielle :  (I'entrée du filtst ene sinusoide de pulsation variable)

- FT passe-bas :H(p) =

k: Gain statiqu¢= gairH(iw) @=0 nod, (w=0o t=0c0)

H(p=idw) = k _  k T:Ctedetemps t >0
1+iwr 1+ W |w, =1/ r: Pulsation de coupure &f, > 0)
We |w=2mnv w: pulsation V : frequence
Gain= | H(ia) |yg | H(iw) |
[Holys =[Kls = 20l0gK| Caam Ho| =[K
0dB AN w (logw ) 0 l @ (logw )
C% (-1) = pente de -20 dB/décade C%
i (‘1) = pente de -6 dB/octave
Phase = Arg[ H(ia)]
(S|k>0)oo 5% @ (og® )
_45 o - ,3 ,,,,,,,,,,
-90° 1

&

Exemple : pendule simple :L Pour un mouvement rectiligne sinusoidal de la rfetrée) a basse fréquence, le
pendule (sortie) suit I'entrée (gainl, déphasage nul). A haute fréquence, le pendideson amplitude diminuer (le
gain chute jusqu’a s’annuler) et se trouve en offipasgle phase avec I'entrée.

- Réponse Impulsionnelle (RI) :  ('entdefilire est une impulsion de Dirax(t) = J(t) )
() = TUHOA] =& (Y

h(t)
Ho/r = kit

0.05H, /T

t t, : temps de réponse & 95 %

- Réponse indicielle :  ('entrée du fileest un échelonx(t) = (t) )

y(t) = T H(p) O (9] = TL‘{ H pﬂ =k(1-e')r(y

y(®)

t t, : temps de réponse a 95 %
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Filtre du 2nd ordre passe-bas fondamental

7. Filtrage linéaire - Analys& Synthése des filtres numériques

‘ k: Gain statiqu¢= gaiH(icw) @=0 notd, (wW=0o t=00)
- FT passe-bas H(p) = — @, : Pulsation propre non amortie ¢f, >0 )
m
p—z + w— p+1 M= Facteur d' amortissementn(> 0 )
a)O 0
- Réponse Fréquentielle :  (I'entrée du filtet ene sinusoide de pulsation variable)
. k
H(iw) = 5
. W w
1+2mi— - ( j
Wy W,y
| H(ie) |45 | H(iw) |
— — m< 0.7
‘HO‘dB_‘k‘dB —20|09M_:_ | 6 dB ‘Ho‘:‘k‘ { L
0dB W - w (échelle log.) mz 007 ‘ B w (échelle log.)
wr wo \/E 3 wr wo
_— m< 3 = 0.7 (résonance)
ms= Q _— (-2) @ _: pulsation de résonance
Arg[H(i)] 2 (-2) = pente de -40 dB/décade
rol H(io
(sik>0) w )
0° 0 w (échelle log.)

~

- Réponse Impulsionnelle (RI) :

« m>1: régime hyper-amorti (apé

ka
y(t) = 2
2

v -1

« m=1: régime critique (apériodique) : 1 pdle douldeldeH(p): p, = —Ma

y(t) = ke € (9

(eplt - e"Z‘)F(t)

(lentréefidtre est une impulsion de Dirax(t) = O(t) )

y(t) = TC[H(p OTa(9]] = T H )

3cas:

-mw, £ W,V nf -1

pobles de H(r Im(p)
t -
o ~ Re(p)

riodique) : 2 poles réel$l(p) p,

2
0 N
I

0

=-a,

0
de HEAN Im(p)

Re(p)

poles
t

y(t) W
0

0

« 0<m<1: régime sous-amorti (pseudo-périodique) : 2 potEmplexes conjugués t(p) :

p, = —Mw, + iw,V1- nf = -0+ iw) enposany = Ma, etw), = wW,v1-nr

2

—Mmawyt

y(1) =| ke, ﬁsin(wgt)

poles (;f H(ri Im(p)
}F(t) x 0 Re®

Gy © pseudo - pulsation

y(®)
0 %\//\\//\
T

T _ 21T .
0 =—— ! pseudo - période

0
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- Réponse indicielle: ~ ('entrée du filtret @a échelon X(t) = I (t) )

y(t) = T H(p OTUT (9] = TE{ H p—ﬂ 3 cas:

« m> 1: régime hyper-amorti (apériodique) : 2 poles réelsl(p) p, = —Mw, + W,V nf -1
2

=K1+ 2 ( e e Jr()
y(t) = Kl 1+ - t
20m? —1\m++/nf-1 m—-+/nf-
y(®)
y(co) = Ho = k= k
0950y ()|~~~

t t

. . temps de réponse a 95 %

2m
Sim>>1 tr=3r avecT =—

« m=1: régime critique (apériodique) : 1 pdle douldeldeH(p): P, = —Mk, = —-a,
(ce régime est plus rapide que le réginggiagique)

y(t) = k[l— e (1+ w, Y[ (Y
y(t)
y(oo):Ho[l:kEl:k— ,,,,,,,,,, _
095y ) |~
| t . . . %
0 t, t, : temps de réponse & 95 %

« 0<m<1: régime sous-amorti (pseudo-périodique) : 2 potEmplexes conjugués t(p) :

p, = —Mw, * iw,V1-nf = -0+ iw), enposand =Ma, et W) = Wy\1-M°
2

—ma,t
y(t) = k[l—ﬁsin(wgt +) | (t) avec:y =arccosn= arcsinl-nf
1-m
y(t)
1050y (o) wy : pseudo - pulsation
y(oo) =H,=k=k

v _ 21T
0950y () T, = —- ! pseudo - période

0

t t, : temps de réponse a 95 %

Sim<<1l tr=3r avecT=
maw,
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Filtres de Butterworth ( filtres polynomiaux :H(p) = (polynéme)) (Maximally flat)

1 . 1
H(p) = . - avec : H (i w)|*= .
ap +a,pP " +.+3p+ 3 | | 14 wjz

a)C

Les parametre&, des filtres de Butterworth se déduisent des melatile définition précédentes :

Exemple: n=2:

1 : 1
H(p) = —— H(iw) = —
yp +tapta, W talwta,
a, =1 a, =-1
2 1 1 V2 V2
|H(Iw)| -2 2,4 2 2.2 7 - (& TESou g FEo—
a; taw’ —2aa,w +a,w w w, w,
Y 1 1
e a4 =—3 =75
a)C a)C

Dans tous les tableaux qui suivent, les parasetr sont donnés poutd, =1rd/s et pris positifs :

Ordre a, a a, a, a,...
n=1 1 1 - - -
n=2 1 J2 1 - -
n=3 1 2 2 1 -
n=4 .. 1 2.6131 3.4142 2.6131 1

| H(iw) yg
w
0dB ¢ w

n=2
(-2)

n=3

(-3)

=4

n
(-4)

Les filtres de Butterworth sont tels qu'ils paks@ une Réponse Fréquentidfi@ ) en module plate au
maximum € sensiblement constante) dans la Bande Passante.

- Les signaux de différente fréquence (dans la Badaksante) sont tous amplifiés de la méme fagon (g
constant).
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Filtres de Tchebychev (filtres polynomiaux) (Equal ripple)
Ces filtres présentent une ondulation d'ampditconstanté## dans la Bande Passante.

1

. ill avec : |H(ia))|2 =
a,p"+a., P +.+3pt3g

H(p) = -
1+~ T(w)
1-¢

ou T, («) : polynéme de Tchebychev d'ordiebtenu par récurrence :

T2 () =2XT (- (Y etr T(¥ =1, T(XY=X
Paramétres), donnés pourd, =1rd/s et pris positifs :

Ordre a, a, a, a, a,...
n=2 1 0.9957 0.907 - -
n=3 1 2.5206 2.0116 2.0353 -
n=4 .. 1 2.6942 5.2749 3.4568 3.628

| He) g
0dB @e w
~ NS

Filtres de Legendre (filtres polynomiaux) (pente la plus forte pibs (pour un ordrer donné)a la fréq. de coupure)

1
avec : ... (Polynémes de Legendre)

a,p"+a, @ +.+3pt 3

H(p) =

Paramétres), donnés pourd, =1rd/s et pris positifs :

Ordre a, a, a, a, a,...
n=2 1 2 1 - -
n=3 1 2.3537 2.27 1.7319 -
n=4 . 1 3.0411 4.6253 3.828 2.4493
| H(i®) yg
0dB Ye o
n=2
(-2)
n==6
(-6)
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Filtres de Bessel(filtres polynomiaux)

1
H(p) =—— -
a,p"+a._ P +.+apta

avec : ... (Polynébmes de Bessel)

lls ont pour objet de réaliser I'approximatidan retard pue P ayant pour propriété un temps de
propagation a travers le filtre constant (€g3l.

Paramétres), donnés pourd, =1rd/s et pris positifs :

Ordre a, a, a, a, a,...
n=2 3 3 1 - -
n=3 15 15 6 1 -
n=4 . 105 105 45 10 1

| H(iw) g
|

Filtres de Cauer (filtres elliptiques :H(p) est une fraction rationnelle)

Le polyndme numérateur améliore les performadoditre. Les Réponses Fréquentielles ont des
ondulations a la fois dans la Bande Passamtaretla bande coupée.

"+ Tt ,
H(p) = bn pn h]—l pn_l l} pt l%] avec - |H (IC())|2 - 21 .
a,p'+g.,pF +.+apt g 1+A°E*(w)
m 2 _ 32
oo E(w)= f)'—zwz pour l'ordre du filtren = 2m
=1 - W W
m wz _wz
E(w) = a)l_J ]-'ﬁ pour l'ordre du filtren = 2m+1
=1 LW W

Les pulsation&) (i =1..m) sont déterminées pour qie(c) ait
une ondulation d’amplitude constatype Tchebychev).

Paramétrest,, b donnés pourw, =1rd/s et pris positifs :

Ordre b, / &, b, /a b,/a, b,/a, b,/a,
n=3 11 0/2.0235 0.1038/1.6404 0/1.322¢ -
n=4.. 11 0/2.2818 0.3993/3.6934 0/2.4801 0.022635

| Hiie) g
4 n<3s
(-3)
=6
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Filtres de Tchebychev inversed(filtres elliptiques)

La Réponse Fréquentielle est plate dans la BBadsante et I'ondulation est présente dans laebemapée.

£ o2
n 4 — T, U w)
H(p) = b, pn 0, [:P_l+...+l} Pt B avec : |H(ia))|2 -_1-¢
a,p '*'an—lpP t.+tgpt g 1+LT2(1/0))
1-¢ "

ou T,(a : polyndbme de Tchebychev d'ordi@btenu par récurrence :

Tn+2(X):2X-Ir_1+1()9_ -E( p | et: TO(X) =1, T1(X): X

Parameétres;, b, donnés poury, =1rd/s et pris positifs :

Ordre [ /a, b,/a, b,/a, b, /a, b,/a,
n=3 1/1 0/8.4672 0.75/3.6597 0/79.05 -
n=4... 1/1 0/6.2917 1/20.7925 0/40.54 0.125/38%2

3. Filtrage numérique

De par la souplesse apportée par la programmagidiitrage numérique tend a se développer de @fuglus et
son inconvénient par rapport au filirage analogifiin temps de traitement plus important) tend riédeire de
plus en plus de par les progres de la technolpgasesseurs plus rapides, cadences d’'échantilignplais
élevées).

Synthése d’un filtre numérique

Il'y a 2 approches pour effectuer la synthése filtue numérique, c¢ 'est-a-dire la déterminatianfdtre
numeérique cherché :

1ére approche :  Elle consiste a déterminer la FT discrédg, (2) "équivalente” a la FT continukl , ()
du filtre analogique modéle.

~ Il s'agit de déterminer Hz) de telle sorte quey =y~ O X(1):

Entrée  X(t) / Filtre Numérique H (2) % yr,:l

Filtre Analogique H , () |/ —> y':

Il n'y a évidemment pas de solution exacte a oblpme car le résultat dépend du signal d'entfde
(faire linvariance de la réponse, c’est-é\-oli|iesfa_i)/r:\l = y,f , conduit & des résultats, pour le calcul desficiits du filtreH N (Z) ,
différents selon le signal d'entrée chaisi)
- Plusieurs techniques de synthése :
Techniques temporelles de synthése

- Synthése par Invariance Impulsionnelle
x(t)=0(t) est pris comme signal de référence d'entrée

- Synthése par invariance indicielle
x(t) = (t) pris comme signal de référence
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Techniques fréquentielles de synthése
- Synthése par équivalence de la dérivationn@famation d'Euler)

- Synthese par équivalence de l'intégrationr3i@mation Bilinéaire)
(méthode plus efficace que la précédente).

Cette 1ére approche conduit a des filtres numésiggcursifs.

2nde approche :
Le calcul (synthese) de ces filtres utilise ici stricture non récursive, et les coefficients drefnumérique non
récursif peuvent étre déterminés de 2 fagons :

1) En faisant référence a la FT continue dugfitnalogique modéle

- - Synthese par technique impulsionnelle.
- Synthése par échantillonnage en fréquence.
- Synthése par fenétrage (troncature) de lalRFiltre (méthode de la fenétre)

2) En se donnant un gabarit sur le module de laR&EpFréquentielle du filtre numérique, et en déitgant les
coefficients du filtre de telle sorte a optimiseraritére de performance

- Utilisation de méthodes d'optimalisation (prognaaion non linéairex algorithmes de résolution de
systemes d’'équations non linéaires) )

- Algorithme de Remez (algorithme le plusisé).
Structures AR, MA, et ARMA des filtres numériques
Modéle ARMA

Un filtre numérique linéaire causal est décrit lparelation de récurrence générale (équationdiftrences) :

p
_ X —| Filtre linéaire numérique I— y
Yn —z A X ~ B Y-« n n

q
k=0 k=1

C’est le modéele ARMA (AutoRégressif a moyenne ifeofz glissantg (Autoregressive with Moving Average)
Il représente la forme générale d’'un systémersifcu

Dans le domaine fréquentiel, ona: (avecudles)

Yo > a7

k=0

- q
X(Z) 1+z bkz—k

k=1

Y(2 = X(jz az- (()i_: Db7% dou : H(2) =

Modele AR

Dans le cas ou tous les coefficieatssont nuls, sawd, , on a un systéme quasiment purerméotirsif:
Cax =S C H() =% &
Yo =& X, Zh(yn—k et: (Z)_ q g
14302 []0-pz")
k=1 =

(aprés décomposition en élémentsisisnp, sont les pbles dd(z))
C'est le Modél&\R (AutoRégressif) appelé encore modilet pole

q
Le modele : Yy, = —z B, Y, estle modele de processus AR purement récdmsif; basé uniquement sur
k=1
ses Conditions Initiales (Cl).
Modele MA
Dans le cas ou tous les coefficieltssont nuls, on a un systéme réduit a : (systéomerécursif
p p
— ) — -k
Yo = 2 84Xk et: H(@=) 872
k=0 k=0

C'est le ModéeltMA (Moving Averagepappelé encore modéieut zéro
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ll. Analyse des filtres numériques

1. Introduction : Analyse des algorithmes de Traitenent du Signal

On a vu que les filtres récursifs ont une striciRMA.
On va établir que les filtres récursifs sont filegs RII (IIR) (= a RI Infinie: le support de leur RI est infini).

On a vu également que les filtres non récursifauar structure MA.
On va établir que les filtres non récursifs sie filtres RIKFIR) (= a RI Finie: le support de leur RI est fini).

Algorithmes de Traitement du Signal

p
Filtres RIF Yo = D8 X
k=0
X, : entrée Y, : sortie a, : coefficients du filtre
p q
Filtres RII Yo =D a%, — D by,
k=0 k=1
X, : entrée Y, : sortie a, ,b, : coefficients du filtre
p
Filtres adaptatifs RIF Y, = z a(n)x,., avec a(n)=a(n-)+Jex,, ou € =r,-Y,
k=0
X, : entrée Y, : sortie a, (n) : coefficients du filtre

Yy, tente de reproduire un signal de référefice

e, :erreur : elle commande I'évolution des coeffits du filtrea, (N) au cours du temps, le coefficiedt
réglant la vitesse de cette évolution.

N-1-k
Correlateurs (autmu inter) C, = ZXn Yk (intercorreélation)
n=0

C, : coefficients d'intercorrélation des signaiy et Yy, sur une fenétre d& échantillons

Fenétrage Y, = X, D,
le signal fenétréy, est obtenu comme produit du signg| a fenétrer par la fenétre de troncature, d’obsienva

w, de N échantillons

M-1 _
Transformées (Fourier, Hilbert ...)  Exemple: TFD[X(n)] o X(k)= ﬁ Z X e M
n=0

(Transformées de Fourier Discréte)
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Génération de signal Exemple: signal aléatoire gtrithution uniforme: x(n) = Ax(n—1) mod P
le signal X(n) aléatoire & distribution uniforme est initialisé a 0 < x(0) < P
le signal généré(n) est pseudo-aléatoire car périodique de périedePour ne pas, lorsque augmente,

retomber vite sur la méme série de coefficientdg@quence, il vaut mieux choid? grand.
P doit étre un nombre premier pour que le résultainddulo ne soit pas nul.
A est un facteur d’échelle.

k
Calcul matriciel Exemple: Produit scalairep = z X, Y, de signauxx, ety, dedim.k+1

n=0
2. Analyse des filtres numériques RIF  (filtres non récursifsu encordiltres transversaux)

2.1. Structure de réalisation

N-1
Equation aux différences Yo = z a Xk (Version causale d'un filtre RIF)
k=0

Les filtrenon récursifssont ditsMA.

Forme directe de réalisation (schéma-blaglock diagram) Yo =X, taX, et ay X (yo
xn yn
Z—l
;1
7t ay
2.2. Stabilité
N-1
La FT d'un filtre RIF : H(2) = z a Z“ ne présente pas de poles.
k=0

Un filtre RIF est par conséquent toujours stable.
(Les coeffs@, étant évidemment finis (et en nombre fini), samei de filtre ne serait pas programmable, il estigdiat qu'un filtre RIF

répond par une sortie bornée a une entrée bornée).

2.3. Réponse Impulsionnelle (RI)

N-1
En faisank, =&, dans I'équation aux différences du filtrgy; = z &, X, onobtientlaRh, dufiltre :
k=0
N-1
hn = Z a, Jn_k LaRI hn peut aussi étre obtenue par la relatich’qj: = TZ‘l[ |‘( 3] .
k=0
Les valeurs des échantillons de lahRIsont les coefficients du filtre : h, =a,

Comme le nombre de termisest nécessairement figans quoi le filtre ne serait pas programmalgegupporiN de la RI est fini:

Les filtres non récursifs, dénommés aussi MA, amrisi appelés encore filtres RIF (Réponse Impalsadie Finie)

1 2

Support fini
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2.4. Réponse indicielle

D,=0 si n<O0
C'est la réponse, notBg , a I'entréex, = I, : n
D,=>a  si 0snsN-1
k=0
N-1
D,=>a si nzN-1
k=0

- 1
On aurait pu aussi déterminB, par la relation : D, = TZ 1|: H(2 Ell—_lj|
—-Z

Les échantillons de la réponse indici@lg sont le cumul des coefficients du filtre.
La valeur finale d®, est égale a la somme des coefficients du filtre.

2.5. Réponse Fréquentielle HY)
On tire I'expression de la Réponse Fréquentikligy) du filtre :

- Dans le cas ou les séquences dans I'équatiodifférences du filtre sont naturellement ditesé
N-1
En faisantz = €” avec p=i27v dans 'expression de la FH(2) = Z a Z* dufiltre:
k=0

N-1
H(V) - zak e—|27kv
k=0
Rappel : H(V) = H(€'?"") est périodique de période= 1.

- Dans le cas ou les séquences dans I'équatlifi@sences du filtre sont échantillonnées (addenceT) :
N-1

Enfaisantz = €”" avec p=i27¥ dans I'expression de la FH(2) = z a Z*“ dufilre:
k=0

N-1
H(V) — Zak e—|27kVT
k=0
Rappel : H(V) = H(€?™) est périodique de période= 1/T .

La FT en régime harmonigus Réponse Fréquentielle) développée en série dedf@upour coefficients de la
décomposition les coefficients du filtre.

2.6. Filtres RIF & phase linéaire

Rappel
Un filtre linéaire de Réponse en Fréquehi{e) est dit & phase linéaire si sa phasarg H(v)) est une
fonction linéaire de la fréquenee

ArgH (v) =-Av avec A=C" (le signe - symbolise un retard en temps)
Ainsi, si le signalX(t) =sin(27vt) se présente (aprés avoir été échantillonné) tidenu filtre
numérique, il est déphasé ded V et la réponse (interpolée) du filtre est ainsamée d'un temps
r =A/(2m1) = C* indépendante de la fréquenize:
X(t) =sin2wvt) - y(t) = | H(v)|sin[2m/(t -7)] Déphasage 2n1vT =—-AV;  Retard = A /(27)
Du fait que les exponentielles imaginail@isznvt sont les fonctions propres des filtres linéaieles donnent pour réponse :
y(t)=H (v)eiz”‘”. En écrivant :H (V) = Ae'?MT = Ad? on A= |H (l/)| et Arg[H(V)]=¢ =-2mvr
(retard de phase signifiant une temps de rép@eted) du fittre H (V) ), ona: y(t) = Ae‘iz”'”ei e = Aeiva(t—r) .

Un filtre a phase linéaire a la propriété danmdtr tous les signaux, quelle que soit leur fraqeed'un
temps constant : le temps de propagatiorvarsde filtre est constant, quelque soit le sighahtrée
(puisqu’un signal quelconque peut se décomposda diase des signaux sinusoidaux (comme combiméirsgaire))
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Filtres RIF & phase linéaire
La Réponse Fréquentielle (REJ(v) d'un filtre causal de durééest:  (séquences échantillonnées)

N-1 , N-1 N-1
H(v) =) he™* =% h cos27kvT =iy h,sin27kyT
k=0 k=0 k=0
N-1 )
carlaFTH (Z) estla Tz de la th . H(2) :thz_k et HV)= H(Z:e'Z”VT)_
k=0

N-1

> hsin27kvT
Onaainsi: ArgH (v) = —Arctg| £

> h.cos27kvT

k=0

- Peut-on avoirArgH (V) =0 0v (retard du filtre nul) ?
N-1
ArgH(V)=0 - Z h,sin27kvT =0 -  impossible OV (ou alorsh, =0 )
k=0
Ou bien il faudrait, dans la relation précédeque la Rhy soit une fonction paire et que la Somme

commence polk< 0 (filtre non causal), ce qui était prévisible fetard nul entraine nécessairement
une non causalité du fait de son caractéreéalisable).

Remarques
1. Si on ahy non pas sur l'intervalle [0 N-1] mais sur [N-1)/2 .. N-1)/2] et h, impaire
- ArgH(V)=%n/2 car  ArgH (v) = —Arctg(z) (I = Impaire, P= paire)
(N-1)/2
(N-1)/2 (N-1/2 (N-1)/2 N-1 (N-1)/2 (N-1)/2 RN sin27kuT
Shsinzawr= S 1a= > P Sheoszawr= 3 1p= > 1=0 doU k?%;mzhk .
Kk=—(N-1)/2 Kk=—(N-1)/2 Kk=—(N-1)/2 k=0 Kk=—(N-1)/2 Kk=-(N-1)/2 (N-1)/2 =z
> hcos27kyT
k=—(N-1)/2
2. Si on ahg non pas sur l'intervalle [0 N-1] mais sur [N-1)/2 .. N-1)/2] et hy paire
-~ ArgH(v)=0 car  ArgH(v) =-Arctg(0) (I = Impaire, P= paire)
(N-1)/2
(N-1)/2 (N-1)/2 (N-1/2 N-1 (N-1)/2 (N-1)/2 N i
- _ _ _ o et _ _ doo 2. hsin2zkT
k:—mz—1|)’}(28|n2m<VT - k:—(NZ—l)/ZP 1= k:—(Nz—l)IZI =0 k=0 hkCOSZHKVT - k:—%‘—'n/zptp - k:—(Nz—l)IZP k:(r_\l(—,\ll)_/l)zl2 =0
h,cos27&kyT
k=—(N-1)/2
3.
_ th = hk paire retardée de (N-1)T/2
hy paire =, "paire” 9% & (N-1)T/2
—_—>
<(N-1)/2 ) (N-1)/2 K 0 (N-1)/2 N-1 K

Si on retardés, paire de-1)T/2, d'aprés le théoréme du retard en Foudi@{h(t — )] = TF[h(t)] &™)
la nouvelle RF esH (V) = H(V) ™™™ avecArgH(v) =0 doncArgHg (v) = -(N-1)Tv  est linéaire.

En conséquence, un filtre de RIcausale, de duré¢et symétrique % aN-1)T/2 est a phase linéaire T{N-1)Tv .

Cette possibilité de réaliser des filtres causaphkase linéaire est une exclusivité des filtres, RéF elle nécessite une
RI symétrique (par rapport a un axe vertical passanl’instant a la demi-séquence) ce qui n'essjte que si celle-ci
est de durée finie.

Une RI symétrique de durée infinie est nécessaimeman causale puisqu'elle doit exister powsrO.

Un filtre RIF & phase linéaire, avec une RI caudaleluréeN et symétrique par rapport A-Q)T/2 introduit un retard
constant I{-1)T/2 quelque soit le signal d'entrée.(Le temps d@ggation a travers le filtre est constant et agal
(N-1)T/2).

Exemple : ¥, = 3X, —2X,, +3X,_, est RIF a phase linéairey, = 3X, —2X,_, + X,_, n'est pas a phase linéaire.
Exemple d'application des filtres a phase linéaites traitements synchrones.
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Implémentation d’un filtre RIF & phase linéaire op{imisation du temps de calcul du filtre)
Du fait de la symétrie de la RI, la structurer@alisation du filtre RIF a phase linéaire peut @ptimisée

pour réduire le temps de calcul du filtre : ag Ean: ; a1 =ano ; )
a
' R
- -1
7t z a,
R S
;1 21
|
a
N
- -1
z1 z \a(N-l)/Z
/
Remarque

On a aussi une caractéristique de phase lméglia Rl du filtre RIF est « impaire » par rappor
k= (N-1)/2 et causale.

2.7. Filtres RIF en treillis (Lattice filters) (optimisation de la précisiatu filtre)

Ce sont des filtres RIF qui présentent une stregbermettant de réduire le bruit de quantificatles parameétres d'un

filtre RIF (compensation dde a la structure creigér une technique d’addition et retranchementrdit He quantification) et donc

les erreurs de troncature intervenant lors de lémentation du filtre aprés synthése :

(en analyse numérique, on montre que la divisionagdficients atténue (soustraction) I'erreur amtature€ (alors que la multiplication I'accroit

(addition)) : ¢ = li - gk) =€ea,) - «a,)

a'2
Structure générale
— -1 =N+
H(z)=1+aZ +.+3,_ 2

1

Exemple : Filtre RIF en treillis du 2nd ordre :

H(2)=1+az'+az? =1+(k +kk,)z  +kz?  avec: k = 1f1 k, =a,
a2

ouencore, =K, +kk, a,=k,

U(2) =k X(2)+27*X(2)
W(2) = kz"X(2)+ X(2) -
Y(2) =W(2) + k,z'U(2)

Le méme filtre, de structure simple (non treilla)a méme équation aux différencesy, =X +aX _, +a,X,_, et pour schéma-bloc:

P p— y

Y(2) =1+ (k, + k) Z ™t + k22X (2)

yn = Xn + (kl + klkz)xn—l + kZXn—Z

n

7t a
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3. Analyse des filtres numériques RIl  (filtres récursifs)

3.1. Structure de réalisation

P g
Equation aux differences Yy, = Z A X~ z by, (Version causale d’un filtre RII)

Partie MA  Partie AR Les filtrescursifs sont dits ARMA

Forme directe de réalisation (schéma-blgglock diagram)

a

Xn : O (E> Y
27t 2
a -b
1 'D +w l< ®
-1 -1
z L Z
a -b,

3.2. Stabilité

Zp:ak z«

LaFT H(2) = '— d’un filtre Rl présente poles.
1+ Zb z~

Un filtre RII peut donc étre instable. Il 'estefs strict) si au moins un des péles de sBlE)a un module 1
(dans sa version causale)

3.3. Réponse Impulsionnelle (RI)
P q
- En faisantx, =&, dans I'équation aux différences du filtre : y,_ = Z A Xy~ Z bK Yk
k=0 k=1

P g
on obtient la Rh, du filtre sous sa forme récursive : h = Z ao, . — Z b h_,

k=0
Pour avoir une forme analytiq@enon récursivede la Rlh,, on peut développer le terrhg, dans la relation
précédente :
P q
h_ .= Z ao, . Z b] h_\- ;  etcontinuer ainsi jusqu‘au terme initigpour obtenir :
i=0 =1
p qg p qg 9 p
h, :Zakdn—k Zzaqdn—k—i +ZZZ b po, ipt. ()
k=0 k=1i=1 k=1 j=1 m=0

- Pour avoir directement une forme non récurdida Rlh, du filtre, il est plus simple d'inverser sa H[(z):

p

daz | .

{h}=T2"H@="——|=) hz"
1+z bKZ_k n=0

Puisqu’on a (arbitrairement) choisi de consdéa version causale des filtres RII, la”*TZar exemple par
division de polyndmes suivant les puissanceissaates de* (ou dez pour des filtres non causaux) permet
de bien voir, comme avec (1), que le nombresd®és de la séquenbg est infini (la division est sans fin).
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Le nombre de termes de la séquemceroit avem : le support de la RI des filtres récursifs est inffiltres RII) :

h, h

ML,

12

: Support infini7>

3.4. Réponse indicielle

La réponse, notée, , al'entréex, = I, est:D, =h,*I', - D(2)=H(2)TZ(,) =H(2) 1- 1
-2

H(2)

D, peut étre obtenue par division de polynémes stiles puissances croissantezdele - (causalité)
-2

ou encore par récurrence a partir de I'indiceahn = 0 :

D@ =2 . p@@-7)=H) - D,-D.=h, -  D,=h+D,

3.5. Réponse Fréquentielle HY)

On tire I'expression de la Réponse Fréquentikligy) du filtre :

- Dans le cas ou les séquences dans I'équatiodifférences du filtre sont naturellement ditesé

En faisantz = €” avec p=i2/V dans I'expression de la FH(2) = —%——— dufiltre :

- Dans le cas ou les séquences dans I'équatlifi@sences du filtre sont échantillonnées (addenceT) :

En faisantz = €”" avec p=i27v dans I'expression de la FI (2) du filtre :

p _
zak e—|27va

H(v) = =2 H(v) = H(€?™) est périodique de période= 1/T .

3.6. Filtres RIl a phase linéaire

Comme on l'a vu au 8 2.6. avec les filtres RIR,ést pas possible d’obtenir un filtre RIl cauagbhase
linéaire du fait qu'il faudrait que la RI soitragtrique par rapport a un axe vertical passankipatant a la
demi-séquence, ce qui n'est pas possible sicialfest pas de durée finie.

On peut néanmoins réaliser des filtres RIl & pliaéaire sous forme non causale (cf. § 2.6. : Ri&yique). Notamment, des filtres RII
non causaux a déphasage nul peuvent étre défamsne on I'a vu au § 2.6., en choisissant la Rlgpair
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3.7. Filtres RIl en treillis (Lattice filters)

Ces filtres RII ont une structure de réalisapenmettant de réduire le bruit de quantificatios dgparametres
d'un filtre RIl (compensation de a la structareisée) et donc les erreurs de troncature :

Structure générale

1
1+hz '+ b 27"

H(z) =

Exemple : Filtre RIl en treillis du 2nd ordre :

H(z) = _11 — = 1 =) - avec: k; = by k, =D,
1+bhz "+ bz 1+(k, +kk,)z™ +k,z 1+b,

ouencord, =k, +kk, b, =Kk,

W(2) = X(2) - kzU(2) e k2]
Vo=@ . YOIk Kk 2+ kZ]= X0

Y(2) =W(2) - kzY(2) Yo =X —(k+kk) ¥ 1= kY,

Le méme filtre, de structure simple (non treillis)a méme équation aux différences Vo =X, — blyn_1 - bzyn_2 et pour schéma-bloc :
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lll. Synthése des filtres numériques

1. Synthese des filtres numériques RII
Soit un filtre analogique de FH , (P) . Discrétiser ce filtre pour obtenir le filtre nurigtie de FTH  (2)

« équivalent », c’est-a-dire tel q%A = y,:“ , est 'approche la plus immédiate de synthéesétoerfumérique et
conduit a un filtreH  (2) récursif. En outre, on a vu que I'égalité des eéqasy,f et y,:“ dépend du signal

d’entréex(t). D'aprésH, (), on a ensuite I'algorithme de calcul du filtreugtipon aux différencesy’ = f(x ).

yo® A
x(t)

n
N
¢

Le passage du continu au discret fait apparaitpatameétrd (période d’échantillonnage) déterminé par
application du théoréme de Shannon.

1.1. Synthese par la relation de définition

D p=Lnz
) o Z=€ (sequencaliscrete)
La relation de définition | . - 1 (Z est complexe !)
ou:z=¢e’ (sequenceechantillmnee) ou:p= ? Lnz

n'est pas exploitable pour déterminer le filmenérique H () équivalent au filtre analogiqukl ,(P) car

H étant généralement une fraction rationnell@g8LTI1 & TC) (avec éventuellement des retards pardP :

A g
24 p'J o lz=¢

ex.. H,(p) =™ M2 ), le passage Continu Discret par la relatio T
Shp ou:z=¢€’
i=0

Hy (2 =H.(P=LNn2) ©uy, (z=H,(p :% Lnz)) Qui n'est pas une fraction rationnellezret H  (2)

conduit au filtre numérique

ainsi synthétisé est parconséquent difficilenexplioitable (pas d'équation aux différences déteantile filtre
numeérique).

Ainsi, on n'a pas un SLTI a TD. De plus, la TZiénse n'est pas aisée.

On peut alors avoir recours a la linéarisatiofedelation p = Ln z en effectuant son développement limité
(méthodes d'équivalence de la dérivation et idéégration).

1.2. Synthése par Invariance Impulsionnelleg Utilisation directe des Tables)
Echantillonnag

Les tables (généralement limitées aux signauxateqs F(pOW - f(t) ——— f(nT) OfF = F(2)
I z ™

permettent de réaliser directement le passagér@on Discret , noté dans le domaine fréquentiel :
Hy(2) = Z[ Ha( p)] , ou encore en Temps : |hN (nT) = h(nT) (= h(t= nY|

Z[ H,( p)] est obtenu avec les tables.

Cette méthode de synthése conduit donc a ickemm‘[ H,( p)] avec H,, (2), donc la RI analogique
discrétiséey” avec la RI numériquey,  (entrée :X(p) =1, X(2) =1, x(t) =3(t)).
C'est la synthése par Invariance Impulsionnédfieafiance de la réponse analogique discrétMée etde la

. Lo N . , .
réponse numeriquy,’ lorsque I'entrée est une Impulsion).
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yA ()

X(t) = J(t)

n
YV =yR e YND)ZYA(D) « Hy(DX@) = Z[HA(DX(P)] « Hy@0=2Z[H,(p)a] « Hy(2)=Z[H A (p)]

Principal inconvénient de cette méthod&le présente une grande distorsion (déformatienn Réponse
Fréquentielle (RF). (La RF est la réponse duefiltrune entrée sinusoidale de fréquence variable).

Pour avoir une synthése plus réaliste, le scldargynthésesde passage Continu Discret) :

A0 A

x(t)

"

1-e"
peut étre amélioré par le schéma suivant, oiviietet le bloqueur d'ordre 8, (p) : By(p) = —— :

X

A
Xt 7;‘ Bo®) | H,0) }&% Yo

C'est la synthése par Invariance Impulsionndtigu®e, encore appelée synthése par invariancaetidicar
toutes les deux donnent le méme résultat.

1.3. Synthése par invariance indicielle synthése par Invariance Impulsionnelle bloquée)

Synthése par invariance impulsionnelle bloquée

Faisons X(t) = O(t) dans le schéma précédent avec bloqueur :

X

A
x(t) = a(t) J—n%‘ By (P) ’%‘ H, (P) ’Lﬁ yf,

on aboultit a faire la correspondance plus ré&alist

)

H,(p) |=H(2 et, du fait quez = €”" :

Z[B,(POH.(P]= H(2 -

HN(z):(l—z-l)D{HAT“’)} z(l‘—:’)_)mAw) =(1-z-1)zz{—HA;p)} 0

A : cf. explication en fin de paragraphe)
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b,(0)
1

ou encore en Temps, en notddy(t) la RI du bloqueur : o T

h(M=(h* B (t=n]  ~  |h(nD)=[h(nT-7) ¢

H.(p)

H
Z{—A peut étre obtenu par les tables, aprés une éWlentideomposition en éléments simples :

P

p

P, : sont lek poles complexes deta(P)
p
A : coefficients complexes de la décomposition eméhés simples délA(P) sur le corps des complexes.
p

Haloy A
Z{ } ,Z:l: 1-e P z*

A Explication de la relation Z{(l_ e_pT) EHA(p)} =(1-27Y EZ{ HA(p):| :
p p

p

Ona: Z{(l_z_m) EHA(p)] = z{HAé p)}_ Z{e—pT E! IA(p):| du fait que la TZ est linéaire.

Calculonsz{e-ﬂdw]soitf(t)=TL‘{'4’*ém} ona: F(py= AP qipp(y) et F(2)=TZ f(kT) = Z[F (p)]

p p
or: HalP) g gy ete @ ddalP) o, g1y — f(KT-T) = fi(k-)T] OF - 7'F() = 2Z]F(p)]
p p
\ Z »
d’ou : z{e-pT E! !A(p)_ =71 Z{HA( p)} (un retard d& s'écrit Z_l enZ et e‘pT en Laplace)
P p

[(1_ o-pT
On a donc bien finalement : Z (1 z ’ ) EHA(D)] — (1_ 2-1) EZ{ HAFE p)}

On va voir maintenant que la synthése par Invagdmpulsionnelle bloquée n’est autre qu’une invaraindicielle,
ce qui était prévisible car, entre 2 instants daétiionnage successifs, une impulsion bloquéeiegtchelon.
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Synthése par invariance indicielle

1
X(p) =—
L'entréex(t) de référence est cette fois I'échelon unité : X(t) =T (t) - p
1
X(2 =
(2 1-z"
On a alors, par synthése par invariance indeciell
y2 ® A
X(t) S Y,

h
: . V' = ZH (o o= 7AP
YAP) =HA(PDX(P) — Y2 =Z[H . (p)DX(p)] D
YN(2) = H, (2) X

A= (&XE@ Y@= RO = HOE

(Remarque :Z[H ,(p)] A X(P)] (= HA(2)EX(2)) # Z[H,(p) DX(p)] en général

dou :
Yy e YN3= Y() - HN(z)=(1—z-1)D{HA;'°)} eten Temps|f, (nT) = [ h,(nT-7) o

Inconvénient de la méthode de synthese :

Comme la synthése par Invariance de la R, igh&ge par invariance de la réponse indiciellegmtésune
H
distorsion de la Réponse Fréquentielle, atténapendant par la présence du termede ﬂ .
Y

p

Remarques : » Z[ H . (p) OX( @] Z 4 H, ( p] [OX 2 dans le cas général, alors que les
Transformations d’Euler et Bilinéaire (¢fip loin) vérifient cette égalité du fait de

I'approximation qu’elles réalisent.
La méthode d'invariance indicielle est identiqudrivariance Impulsionnelle bloquée.

» Par synthése par invariance indicielle bloquéelfode peu utilisée), on aurait :

X

"o
X(t) =T (1) an%‘ By (P) ’%‘ H, (P) }Lﬁ yﬁ

ce qui donne : YA(P = B(AOH(pOX 9:( _pz )D-|A(p)

N 1

Y= KOO 3= H(2)
d'od : WEYe o Y@= Y(r - R(ek=@- HORAYOP
- Hy(2) = - 242 D{H;(zp)}

22
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1.4. Synthese par la Transformation d'Euler (TE) (= équivalence de la dérivation)

Le passage Contind Discret, (c'est a dirp —» 2) peut également se faire en discrétisant les tgpésa
continus intervenant dans I'équation différefgiedgissant le systéeme a TC pour obtenir I'éqoatioc
différences du systeme a TD.

Les additions, soustractions et multiplicatioas pne ¢€ sont directement discrétisables. Il reste & ditsené
les dérivations et les intégrations.
(1)

df
L'équivalence de la dérivation effectue la sys¢hén discrétisant la dérivéeCT d'un signal f (t) par:

f(nT) - f[(n 1)T] noté n B fn—1 . df (t) o fn B fn—l
T T ' dt T
f(t)
fn 777777
PSP t
(n-1)T nT

Cette approximation est d'autant meilleure queekiode d'échantillonnageest faible.

Du fait que (si Cl nulles) : TL[ fd(t)} p. F(p) et: TZ{ f, } F(2) di

o 1-z*
on aboultit a la correspondand@ : < T
S _ _ _1-7* 1
Le passage Continu-Discret s'obtient en faisant: [P = T ou encore : Z= m

Principal inconvénient de cette synthésk:Réponse Impulsionnelle subit une distorsiamsagérable.
Remarques :

® La relation exactez = €”" donne:z' = € =1- pT (développement en série
2
limité au ler ordre) Rappel : € =1+ x+§+,__

- I'équivalence de la dérivation coincide avec ajoygroximation de la formule exacte
DT s
2=¢€"" limitée au ler ordre.

(p =3P

— =0
n

. . . Y
@ On sait que la FT d’un systéme contikl{ p) =
=2

différentielle linéaire a coefficients conggregissant le systeme continu :
aox()+a M )+I3 g, X" ()= R ¥ )+ byX+m b P ()t (1)
et s'obtient pafl L de cette équation différentielle. On a si les Gamas Initiales (Cl) sont nulles :
n o " 2 ap
LW - ($a ] xm=(S 08 xp - Hp=Z—
i=0 i=0 z b| pl

i=0
H(p) : Fraction rationnelle Fractionnelles Quotient de 2 polyndmes

représente I'équation

(avecn > m pour un systéme physique (tous les systéemesqlgsisont des passe-bas)).
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-1

Le remplacement dp par dans I'expression de la F#(p) conduit en discret & une

m n
équation aux différences de la forme : z & X = z B Y. (SLTI), représentation
i=0 i=0
satisfaisante (car elle traduit un SLTI) conpoer les autres méthodes de synthése vues @sant
par la relation de définition)

® La stabilité du systéme quand on effectue le peesdaPp — Z est conservée mais la correspondance
n'est pas bi-univoque :

Cherchons d'abord le transformé de l'axe in@gs P = ia par laTE:

A
S N I S SR ) StV R T
1- pT| 1-ieT  1+@’T? 1+ w?T?

p=iw

1 2 2 . |
Msz:\/R(zH 1?(2 et: tg[Arg(z)]zR(é))sz
d .

ou i SR G - RG=[ RO 1OF
1
"Ry

CommeR(z):Mlsz>0, ona: R(2=R(2+ F(

1) 1
et finalement : (R(Z)_Ej + 12(2 :Zr

. 1
- quandp parcourt I'axe imaginairgd = I1¢ , Zdécrit le cercle de centr(ez ,O) et de rayoné.

- quandp est a partie réelle 0, Zest a partie réelle 0 et |Z| <1.

I(2)

On a donc la correspondance :
% I(p)
cOoRe) (o W R()
N 74

Plan p Plan z

La stabilité est donc conservée dans le ggnsz  (R(pP) <0 - |Z| <1) mais pas dans le sens
contraire.

La correspondance de stabilité Continu-Diskiett donc pas bi-univoque, sans quoi on aurait :

— plangaucheep ~  disque unité de centre 0 2n

2



Signaux & systémes 7. Filtrage linéaire - Analys& Synthése des filtres numériques

@ La transformation entraine une relation non liréantre les fréquences du domaine analogipye (

et celles du domaine numériqe (frequency warping distorsion des fréquenceks: relation dont
il faudra tenir compte pour le calcul du 8ltnumérique (correction des fréquences) :

les fréquences caractéristiques du filtre@giglie €x: fréquence de coupure) vont, par application

-1
de la formule de synthesg,= 1=Z" subir un Iéger décalage (d’autant moins légerlayeriode
T

d’échantillonnag@ est élevée) .

Ona: z=efm =¥ =g (f : fréquence Numérique)

La transformation donn& ™ =1— pT=1- iwT=1-i2rf, T (f, : fréquence Analogique)

127 1 - P
o @it =m - égalité des phases : 2nf T = Arctg(2n f,T)
A

1 1
o | fa= —tg(27T fNT) (relation non linéaire) | fy = ﬁArctg(Zﬂ fAT)

ou encore :[Wy = % tg(wNT)

Algorithme de numérisation par la Transformatiokwer :

Les étapes) etd) sont propres a la Transformation d'Euler. Lesesuétapes sont communes a tous les
types de synthése.

On dispose de la FT du filtre analogiqtk, () .

a) le gabarit du filtre est donné p&d ,(p)

b) la période d'échantillonnadeest déterminée d'aprés la condition de Shanonn.
c) corriger chaque fréquence Analogique caracté}r:istifA intervenant dan:HA( 9))
(fAi = fréquences de coupure, fréquences proprepou) obtenir les fréquences caractéristiques

fu

fréquence caractéristiqu‘eAi ) en utilisant la relation :

1 1
|:fA R ﬁ|jjg(277 fNT)} ou encore : [wA - ?tg(wNT)}

Numériques désirées dans le cahier des chargesmodification deHA( p) (= de chaque

Les fréquenced , désirées sont généralement s initiales du filtre analogique.

1
On corrige donc simplement en faisant d&hg(p) : [fA > o g (277 fAT)}

(Puisque la transformation décale les fréquencegistiques, on les décale dans le sens ineeesg transformation pour
gu’apres transformation on retombe sur les frégeggorrectes).

-1

d) utiliser la transformation d'Euler dartd ,(p) précédemment modifié :p — pour

obtenir le filtre numérique. On obtient unedtian enz notée F (2) . Poser H (2) = kF(2 .

e) ajuster le gairk du filtre numérique comme suit :
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Ajustement du gain du filtre numérique :

On se place en régime harmonigueP =271V car on définit le gain & certaines fréquences.

-Rappel :
« filtre analogiqueH ,(p) :

- siH,(p) est un passe-bas, on définit le gain statiquéltde €omme
le gain & la fréquence nullg € 1277V =0 car v =0)

- Gain statique =H , ( p)|p:0 = gain ala fréquence nulle
= gain au temps bt
-siH ,(p) est un passe-haut, on définit le gain a la fréceeénfinie
=H,(p=i27v)| _, =H,(p=iw)

= gainautemps t=0

« filtre numériqueH  (2) :

i2mT

La Réponse Fréquentielle est obtenue [z = € . Elle est périodique

1 1
de période- et doit étre observée enttd =0 et V=—.
T 2T

1
(la fréquence infinie analogique deviei V = E)

— d'apres la relation de définitiorz = €°" ona:
-siH, (2) estun passe-bas: p=i2mv=0- z=¢€" =

~  gain statique du filtre numérique H (Z)|Z:1

1
-siH (2) est un passe-haut. = o P=— 2= R
L i 1 . B
- gainala frequencez? du filtre numérique =H (z)|Z:_1

- Procédé d'ajustement du gain du filtre numérique

- Si HA( P) est un filtrepasse-bason ajuste le gairk du filtre numérique en faisant:

Hy (Z)|z=1 = H,( p)|p:0 (gain statique)

-siH,(p) est un filtrepasse-haut on ajustek en faisant :
H N (Z)|Z:—l = HA( p)| p=ico

- en dehors de ces 2 catégories de, filaj@stement du gain est rarement réalisé.

Remarque :

Cet ajustement du gain devrait en touteetig&tre réalisé pour toute synthése et donc égakem
pour les méthodes d'Invariance Impulsiornetld'invariance indicielle vues avant.
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1.5. Synthése par Transformation Bilinéaire (TB) £ équivalence de l'intégration)
e

C'est quasiment la transformation &h= transformation aussi trés utilisée.

2

La synthése par TB est tres utilisée pour lat®sd des filtres RII.
On I'appelle encore méthode des trapézes dquale réalise I'équivalence de l'intégration.

soit g(t) = j; f(U) du , intégrale def (t)

(n-1)T nT

Le passage dg,_, a g, se fait en ajoutant §,_, la surface hachurée.

f,+f
En assimilant cette surface a un trapéze, iltviegy, — 9,_, = (”—2”"1) o )

Transposons ces opérations dans les domaines P en supposant les Cl nulles :

Transposons cette opérationzn  TZ(2): 2)[1— il] = K 1[1+ _Zl]g

G _T D1+ z*
F(2 2 1-z*
alors que l'intégration gms'écrit : =
F(p) P

2 1-7 1*+p,
On a donc la relation de passage : == Gl—_l (TB) ouencore: Z=—=
T 1+2 1- pI
2

Inconvénient : Comme la méthode d'Euler, elle introduit unéadgon, cependant moins importante, de la
RI et de la réponse indicielle.

T
1+ pE T p’T2  p*Te
Remarques :® La TB s'écrit: Z= T =(1+ pE) [€1+ pT+ 2 + 3 ) au 3éme ordre
1-p-
2
212 313
- z=1+4 pT+ T + P T au 3eme ordre
242 33
La TB s'identifie avec la relation exacte : z=€”' =1+ pT+ T + P T + [

jusqu'au 2éme ordre I'approximation réalisée est meilleure qu'aveméthode d'Euler.

@ La transformation conduit comme les autres tyfgesynthésesauf par la relation de définitiord)
une équation aux différences (SLTI) en discr
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® La stabilité est conservée et la correspondasiciei-@inivoque :

Cherchons la transformée de I'axe imagirnzarda TB :

1+ pI 1+ia)I 14=1
Z= 2 = —2 . Wl
1- pI 1w’ Argz = 2Arctg[7j
L'axe imaginairgd =i - cercle unité de centre 0.
1- at +ia)I
Pourp=-a +ia aveca >0: z=— 2 2 donc |Z|<1.
at .
1+7_|CUE

— le demi-plan gauchd}(p)< 0) se transforme en l'intérieur du cercle uritél¢
rayon 1) de centre 0 n

% I(p) I(z)
o Rp) 7 R@)

La stabilité est conservée par la TB edaespondance de la stabilité est bi- univoque.

@ On a, comme pour la méthode d'Euler, un phénomiémkstorsion des fréquences (relation
non linéaire entre les fréquences analogigu@umériques) qu'il faut corriger.

Eneffet: z=€P" =9 =¢?™T fy @ fréquence Numérique
T T
+p, oo 1vinf,T
LaTBdonne: z= T = T:1 if T
1-p- 1-iw_ T A
2 lp=iw 2
et I'égalité deArgz donne : 2nfT=2Arctgn f, T

1 1
L | fa=—MOglmf,T i inéaire)o | fy = — CArctglrr f.T
AT T g( N ) (relation non linéaire) N T T g( A )

[ﬂg(ﬂ fAT) dansH ,(p)

_ 2 [T .
ou encore (W, = T [ig f, dansH ,(p) devient

2 T T

Algorithme de numérisation par la Transformatiofiriaire :

La démarche de numérisation comporte, comme tpoites les méthodes de synthése vues avantajessét
a), b), ete) de la méthode de numérisation par TransformatiBuoler, I'étape) devenant :

- Correction des fréquences caractéristiquak)giquesfAv par la formule :

1 2 w T
f, - fA=n—T[ﬂg(7TfNT) ouencore: W, — a)A:?[ﬂg[ ; j
_ 1
et I'étapeal) utilisant la formule de TB : p - %GILI-F—Zﬂ
Z
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1.6. Synthéese par la méthode des Rectangles

Peu utilisée, elle approxime l'intégrale non jpaisun trapéze mais par un rectangle :

(n-1)T nT

g(t) :j; f(u) du

G(2 TZ1
- Z: - = f [T - —_— =
o 97 G = T F(z2 1-z%
-enp: w = 1 (intégration)
F(p) P
1-7*
- Relation de passage : [P = T1 ou encore :

1.7. Méthode d'association des pdles et des zéi@ddatched Transform Transformation Adaptée)
On applique les péles de la FHTA( p) du systéme continu aux pdles de la FT du systéiseget.
On fait de méme avec les zéros de la FT. L'alyme de cette méthode de synthése est le suivant :
Algorithme de numérisation par association des péledes zéros :
Données : la FT continueH , (p)
1. Soientp;, P,--- P, lesq poles finis deH ,(p) . On applique ces pdles au domaiheselon la
formule 2= €"" et on obtient ainsi le§ polesb delaFTH,(2): b =€ pouri=1aq.
2. On fait de méme avec les zéros p,, 0, 0., de H,(p) et on obtient lesn zéros I, =e”'
pouri=1am.
3. Pour le calcul du gain statique pour un passe(p =0 - z= €T =1)oudugainala

fréquence infinie pour un passe-hapt€ i0c - z= a7 = -1),ona:

- pour un filtre passe-bag| (> M), on pose : H, (Z)|z:1 = H,( p)| o0
- pour un filtre passe-haug|(€ M), on pose : Hy (Z)|z:—l = H,( p)|p:iw
a

Exemple :  Filtre passe-bas H ,(p) =
p+ta

-llyal pdlep = —a quiest appliqué & = e

a
Onadonc: H(2) =kG—— avec K: gain (statique ici) a régler du filtre
Z—€

- Ajustement du gain :

a 1-e 1-e™*
HN(Z)‘Z:J_:kBlF:HA(p)‘pzozl - k= HN(Z):J—L

—

.
a 1-e@ (27"
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2. Synthese des filtres numériques RIF

La structure présente, par rapport aux filtres Riantage d’'étre toujours stable (avec une imglétation non
récursive). L'inconvénient essentiel est, par rappaine structure RIl équivalente, une complepitss grande (un plus
grand nombre de coefficients, de termes intervetians la relation d’Entrée/Sortie).

Un filtre RIF causal est a phase linéaire si sd1RIde support de longuedN , présente une symétrie par rapport a la
—_ N —_
demi-séquence—T ). Il introduit un retard deT échantillons.

On distingue habituellement 4 types de filtres Bdlisaux a phase linéaire :

Type | N Symétrie
I impair h, =hy__,
I pair h, =hy_._,

1] impair h, =-hy_,

Y pair h, = —hy_._,

Type | Type Il Type Nl Type IV '

2.1. Synthése par échantillonnage de la FT

Lorsqu’une thn est de durée finid\ , on peut échantillonner son specH{l/) en au moinsN points sans
provoquer de repliement, de sous-échantillonnage.

D’ou l'idée assez naturelle d’échantillonner la H‘(V) d’'un gabarit de filtre désiré en le nombre de =N voulu,
et en prendre ensuite la TFD inverse.

2.2. Synthése optimale (minimax) des filtres RIF

La méthode se fonde sur une propriété particuiésefonctions qui sont données par un somme desetdmtype
cog277nv) et sur Pécriture d'une FT sous la formeH (V) = H (V)|e' Arg[H )]

L
. -l—
De plus, toute FT peut se mettre sous la formbl:(l/) =e' D™ e 27 H'(y) avec H '(V) =Q(v) (P(v)
ot P(v) estun polynéme constitué d’'une somme de termesnsl(Qﬂn l/) et Q(V) un polyndme de degré au plus
égal a 1.

Le tableau suivant illustre la décomposition pasr4 types de filtres RIF causaux a phase linéaire

Type | N Symétrie L Q(l/) P(v)
[ impair | h. =h e 0 |1 (N—l)/2'
” | "o O - N%lak codk2mv)

pair h, =hy.n coq/mv o
1T impai - 1 ( ) (%2( COS(kzm/)

impair | h =-h sin(277v <
) | h N-1-n 1 ( ) N ;(2:0 lck cos(kZITI/)

pair h, =-hy__, sin\7rv .

oo ;)dk codk2mv)

7. 30
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Les valeurs des coefficieng, , b, ¢, et d, ne sont pas précisés ici.
L’optimisation du filtre requiert , outre le chaibe I'ordre et du type de filtre, de spécifier lé&ndents suivants :

- une fonctionD (V") qui est l'expression idéale désirée HE(V)
- une fonction de poid¥V (V) servant a définir une fonction d’errelr(V) pondérée :
E(v) =W()[DW) - H'W)]
qui peut encore étre mise sous la forme :
E() =W(u)[f>(u) - P(u)] avec W) =W()Q) et D()=D®V)/Q)

Les fonctionsD(l/) et W(V) sont généralement construites, approchées comsniemietions constantes par
morceaux.

L’approximation optimale d&chebycheonsiste a trouver la fonctioR(V) (c’est-a-dire les coefficienta{( , bL , Cl'(
et d|'<) qui minimise I'erreur absolue maximz%'E”, soit :

||E|| = rrzl? max|E(v)| ou A représente les bandes de fréquences sur lesqoeltéalise I'approximation.
P(v vOA

La forme donnée (V) vise a exploiter le théoréme de I'alternance :

Théoréme de l'alternance

Si P(v) estde la forme :P(V) = iak COS(kZITI/), la Condition Nécessaire et Suffisante pour (&) soit la
k=0

solution unique de I'approximation dehebychegur un compact) inclus dans l'intervalle de fréquencE@; %} est

que l'erreur E(V) posséde suA au moinsr +1 fréquences extrémales, c’est-a-dire qu'il doisted surA, r +1

fréquencey, <V, <---<V,,, telles queE(V,,,) = —E(V,) pouri =1.--r avec|E(l/i )| = mD%X|E(V)| .
4

Un algorithme permettant de trouver la solutioriropte est I'algorithme dRemez

Par application du théoreme de I'alternance, ipessible de trouver +1 fréquencey, <V, <---<V,,, pour

lesquellesE(V,) =W(Vi) [A)(I/i) -PW,)| =(-1)'J0 aveci=1-r+1 o0 O estlaborme supérieure de

I'erreur.

Cette relation peut étre écrite matriciellementeatutilisant I'expression précedelﬂlE” =min max|E(v)|, ona:

P(v) VvOA
_ 1]
1 cod2mv,) --- cog2mr -1)v,| — My ]
dorvo) - coserte =2l e “ | [Bwo)
_1 1 ~
1 cos(Zm/l) cos[2n(r 1)1/1] VV(vl) . D(:Vl)
o 3 cy ] (e
-1Y vV
- A7 49 '
_1 cod27v, ) cod2n(r -1)v, | Wl

ou les inconnues sont les coefficiedts, les fréquencey; ainsi que le coefficiend .
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On peut également considérer ces équations comsneodeitions suq; et O pour queE(V) soit forcée a des

valeurs alternatives. En résolvant explicitemestéguations par rapportad, on trouve :

Zai Ij(vl) a = r :
Z_(; oo - =cos@m,)

Ce résultat est a la base de I'algorithméréenez

1. Choisir une estimation initiale de+ 1 fréquenced; <V, <---<V,, par exemple équi-espacées

>.a D)
2. Calculerd par I'expressiond = |:0—i
~(-1)'a

~

i=0 W(Vi)
3. CommeP(V) est un polynéme de degré—1 en X = COS@R7V) , on peut définir un polyndme de ce degré passant

par les points{xi (=)’ 5] par interpolation de Lagrange :

X =Cos@)
S B¢ X, =cos@rmv;)
;‘ X=X e 1
P)="—"—>— 7 ' avec <8 = ._|_I X —x
- 6 =00~ 7o

Comme les fréquencdg ne sont pas exactes, les extréma(®’) ne sont pas tous égauxtad . On procéde alors
de la fagon suivante : On calcule(V) sur le compach; 1} en se servant des relatioBgv) :VV(V)[[S(V) - P(V)]
2
BG
X—X

B

X=X

-

=|u
o

et P(v) = ' L en vue de déterminer les fréquentespour lesquelles les +1 plus grandes valeurs de

o

|E(V)| sont atteintes. On retourne dldoint en remplagant leig; par leur nouvelle valeur. C'eléchangede

l'algorithme deRemezD’aprés le théoréme de I'alternance, on peutariés échanges lorsque les- 1 extréma sont
tous égaux.
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2.3. Synthése par la méthode de la fenétfi=nétrage, troncature de la RII du filtre)

Prenons un exemptge conduisant pas ici a un filtre RIF & phasedlirgédu fait du caractére non symétrique de laIUr montrer
comment transformer un filtre RIl en un filtre R#R tronquant sa RI :

Exemple Filtre d’entréex( n) et de sortiey(n) :
M) =3 () +y(n-1)) - Mn-1)=3((n-1) +y(n-2))
y(n-2) :%(x(n—z) + y(n—S))

. y(n)=%(x(n)+%x(n—1)+%x(n—2)+...j=i%x(n—k)

k=0
- 1
RI: h(n) = ZFé'(n— k) de support infini : RII
k=0
h(n)
12
ITTHN
012345
RII
N1
Troncature : —  h(n) = ZFO-(I’] - k) . Somme sur N termes : support N+1RIF
k=0

(o remplacé par N (majorant) )
- Masque de taille infinie remplacé par un masqueaile N : erreur de troncature.

Exemple Troncature sur N =4: Sog@(n) le filtre RIF formé par troncature da(n)
PR [N
12

C12 345

>
RIF

- Masque de taille 5 pour le filtrg(n) , conduisant a I'algorithme non récursif :

(12 {13 |va | 15| 1/6 |

-3 1 =L+ =1 + £ x(n=2) + X x(n=3) + L x(n—
M) =2 X =K) =50 + 5 X(0=D + x(n=2) +X(n=F + - x(n=4)
Remarques :

- L" erreur de troncature n'apparait pas pouriltre frécursif car on utilise alors la Transfornefez :

h(”)zg%dn—k) Off - H(Z):%(l—()].-5z_lj:)Y(((ZZ)) . X@=[2-7WN @

conduisant & une relation d’Entrée/Sortie récersiv filtre h(n) causal d’entrée(( n) et de sortiey(n) :

¥ = (x() + y(n-1)

- L'utilisation d’une fenétre de compensation (Haimgy Hanning, Blackman, Bartlett ...) a la place @un
fenétre de troncature rectangulaire permet de rédies distorsions spectrales causées par celle-ci.
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ANNEXE

Tables des correspondances en z et Laplace
par synthése par Invariance Indicielle
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TABLE DES CORRESPONDANCES EN Z ET LAPLACE PAR SYNTHESE PAR INVARIANCE INDICIELLE (FONCTIONS CAUSALES )

7. Filtrage linéaire - Analys& Synthése des filtres numériques

Cas 0<m<1

_ X, (9
—(1_ 51 A
X (9 Xy(2=01-1z ){—S }
1
1 gt
TS r z-1
1 2
) : YTy gz,
(zs 2\1/) (z-1)
1 T
k —er

3 1+7s k1 © -

z-e’

4 1 _T(Tj . T
— eT | - _eT
r's(l+r 9 ~ r

T T T T
T,[z—e_TJ—T,(z—l)[l—e_TJ T—r[l—e_TJ (Tj—(l—e ’J
14 T T
T - T T
(z—l{z—e ’J (z—l)[z—e ’J
° 1 1 1 1
rr zZ—- z-
1+ 1+7 1+ -— —
+79(1+7' 9 R A
z-e’ z-e’
+
6 1 lére forme : zblz B
. z“+azt g
s s
1+2m—+| —
wo (0)0) avec
a, = g°m’ a, =-2,/a,co a)o' T)
avec :
W, = w1-n? b0:a0+\/g m—o,sir(a)O'Tj coga)olﬂ

0

b z+
2nde forme : 2+ B
(- 2= )
avec :
21 — e—mon eiwolT 21D — e—mon e ijIT
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TD 7. Filtrage linéaire - Analyse & Synthése deslfres numériques

l. Filtrage linéaire
1. Filtres non récursifs € RIF) (= MA)

On propose I'étude de I'algorithme suivant :

Algorithme b: s, = 05¢, + 05¢,_, correspondaribotation plus compactéu filtre échantillonné & la cadente:
gnT) = 05¢nT) + 05¢(n-1)T] e(nT) — }— s(hm)

Exprimer, représenter :
0. Le schéma-bloc (schéma fonctionnel) du filtre

1. La Réponse Impulsionnef{ } = {h(nT)}
2. (facultatif) La réponse indiciell{zdn} = {d(nT)}
3. La Fonction de Transfeh (2)

4. La Réponse en Fréquenkk( f), son moduleIH (f )| et son argumer®(f) (f est la fréquence)

5. Les courbedd () et @(f) dans son domaine d'utilisation

6. La fonction réalisée (nature du filtre)
7. Facultatif : Mémes questions pour les algorithmes

Algorithmea : S, =€,
Algorithmec : s, = —05e, + 05¢,_,
Algorithmed 5 = —-0.5e, + 0.5¢,_,

Algorithmee: 5. = 0.5, + 0.5¢,_, : quelle fréquence d'échantillonnage choisirmpmuper les fréquences de 'ordre de 1 kHz ?

2. Filtre bindmial de Bernouilli
On considére un filtre de Bernouilli dont la RI définie par :

hy =p
h =q avec pet(telsque:p+qg=1

h, =0 ailleurs

1. Déterminer la FTH (2) du filtre de Bernouilli.

2. Déterminer la RIg,, du filtre bindmial d’ordre 2 obtenu en composari8 le méme filtre de Bernouilli.
3. Les filtres bindmiaux sont-ils : RIF, causauxpta ?

4. Déterminer la RAH (V) du filtre de Bernouilli et trace|rH (l/)| dans le cas particuliep = q = 0.5.

5. Déterminer la nature (Passe-Bas, Passe-Haut,-Basske, Coupe-Bande) du filtre de Bernouilli dae<as
particulier.

TD 7. 1
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lll. Synthése des filtres numériques
Synthese des filtres numériques RII
1. Synthése d’un filtre du ler ordre [voir TP]

On cherche a réaliser un filtre numérique approtclesfiltre analogique du ler ordre de type pdssede FT :

H, : gain statique H, =1
Ho

1
1+1mp Frequence de coupuref, = —— =1Hz
2mr

H,(p) =

en I'échantillonnant ¥ = 0.1 s (_> F= % =10 HZ)

1) Déterminer le filtre numérique par synthésedennant la Fonction de Transfert et I'algorithneepdogrammation) :

a) - par Invariance Impulsionnelle : HN (Z) = Z[ HA( p)]
b) - par invariance indicielle : H, (2 =(1- Z_l) {HA( p)}
P

Annexe
c) - par la Tranformation d'Euler :

. Correction des fréquences (facultatif)
-1
p_1—z
T

. Ajustement du gain (facultatif)

d) - par la Tranformation Bilinéaire :
. Caorrection des fréquences (facultatif)
_21-7"
T T1+2z7!

. Ajustement du gain (facultatif)

Annexe

2) Comparer les 4 types de synthese entre elkageetle filtre analogique :
A) En Temps :

- en tragant les Réponses Impulsionnelle etiglte échantillonnées du filtre analogique
- en tragant les Réponses Impulsionnelle etigite obtenues pour chaque type de synthesdtde fi
numérique.

B) En Fréquence :

- en tracant la Réponse Fréquentielle échantite du filtre analogique.
- en tracant la Réponse Fréquentielle de chfiipgenumérique synthétisé.

3) Faire varier la période d'échantillonndget constater I'effet sur la simulation.
4) Pourquoi avoir choisi = 0.1 s pour la simulation ?
Indications

Les réponses analogiques temporelles et fréqllestint obtenues par échantillonnage des répamsdsgiques.
Les réponses numériques temporelles pourronbbtenues par division de polynémes.

Les réponses numériques fréquentielles sont obsepar la relation:  H (z= éz”VT) (V estla fréquence).

L'échantillonnage se fera en posant=nT ou v =nF selon que la fonction a échantillonner est tem@im
ou fréquentielleR est la fréquence d’échantillonnadesst la période d’échantillonnage). DétermiRer
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

Rappels
- ler ordre Fondamental : H,(p) = Ho
1+1mp
-RI: (Analogique) hA(t) =11 [Ha(P)] = i et r (1)
T

hy

H
005_0 | __ >~ t

-Réponse indicielle  (Analogique) Y, (1) = T H,(p O (9] = TE{HAFE P)}

- ya(t) = Ho(1- ") (9

NG
H0 1 T
095 H .1 ,//: |
‘ l t
0 T 3T
) ) _ . . H,
Réponse Fréquentielle  (Analogique) H,(f)=H, (p=i2/f)=——"—
1+i27r1
HA(F) g H A (F)
H
‘HO‘dB 7 1 ‘ 0‘
0dB ‘ f fo= A — f
f ¢ anr f
c -20 dB/décac c
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques
TD 7 ANNEXE. Filtrage linéaire - Analyse & Syntheésedes filtres numériques

l. Filtrage linéaire

1. Filtre numérique défini par son équation aux diférences

Soit le fitre numérique défini par I’ équation adifférences : y(k) -15(k—-D - (k-2= (¢ B
ou Y(Kk) désigne la sortie at(K) I'entrée.
1. Déterminer sa Réponse Impulsionnk(le) ainsi que sa Fonction de Transfd(k)
2. Déterminer sa réponsgk) lorsqueu(k)= 0 mais avec les Conditions Initialesy(-1) =0 et y(-2) =1

2. Structures de réalisation

Soient les 3 structures de réalisation du mérre.fiQuel est 'avantage de la 3éme ?

@

I
n

yn
Programmer la réponse du filtrexa= cos@nT) (régime harmonique) T( période d'échantillonnage).

3. Filtre réalisable

Montrer que la condition pour qu'un filtre numérgsoit réalisablex(utilisable en Temps Réel) est que le degré
du dénominateur de sa IF{z) soit supérieur ou égal au degré du numératesad€l, soitn=m:

m
> az

H(z) = <%——

> b
k=0

4. Filtre numérique avec bloqueur

Soit un filtre numérique causal de Réponse Impatstlle hk. On place en cascade avec ce filtre un bloqueur
d'ordre O :

h, !Bloqueurd'ordrefb_ = g(t)

L’ensemble se comporte comme un filtre de Réptmgeilsionnelleg(t).

Déterminer I'expression dgt) en fonction déa(t = kT).
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

5. Filtres récursifs

On propose I'étude de l'algorithme suivant :
s(n)= Ae(n)+ B s(n-1)

Exprimer la Fonction de Transfekt(z) du filtre récursif. En déduire I'expression dugp@é cette fonction.
Quelle doit étre la condition sur B pour que lgdisoit stable ?

On suppose cette condition réalisée dans touticguit. Exprimer alors :

1. La séquence Réponse Impulsionnéil@]} par I'analyse directe et la Réponse Impulsiomtgll) a I'aide
de la Transformation en z. En déduire la antstde temps du filtre. Quel est le coefficient qui permet
son réglage ? Représenié).

Mémes questions pour la réponse indicietién)}

La Fonction de Transfeti(jw) et son moduléd

On suppose BO0. Exprimer alor$lna.c et Huin
On désire réaliser un filtre passe-bas.p@se alorsH .« = 1
En déduire une relation entre A et B _

Pour que l'algorithme soit aisément prograbiejan choisit A =2
En déduire I'expression de B puis celle gg*n fonction de i.

7. Donner l'expression des coefficients A et Beprésenter l'allure des courbid) (module et phase) pour

i=1,2,3,4 surun méme graphe. Que se gakk@sque i augmente ?

abrwn

o

6. Echo acoustique

Implémenter, sur un signal sonore, le filtre géateur d’échos d'équation aux différenceg . = X, +a'y,,

en le transposant de telle sorte a obtenir un sigie etperceptible (le retard doit étre d’au moins environ 100 ms
pour étre audible) sachant que le signal songre été échantillonné au taux d'échantillonnage@lkHz.

7. Filtres

Visualiser la Réponse Fréquentielle des filtresspabas, passe-haut, coupe-bande et passe-baBdteateorth
Tchebychev.. d’'ordre variable, a I'aide du programfiiters.

8. Filtre RIF a phase linéaire de rang 2

Les filtres RIF a phase linéaire de rang 2 sofitidépar I'équation de récurrence :

Yn =X taX .t aX,

a) Donner la structure directe de réalisation

b) Donner la Réponse Impulsionnella(f)} du filtre et la tracer

c) Donner sa réponse indicielle(fd}} et la tracer

d) Donner sa Réponse Fréquentielle (module &g)het la tracer dans les 3 cas :

a,=1/4 a, =-1/4 a,=1/2
a, =1/2 a, =1/2 a,=0
- Type de filtre ? - Type de filtre ? - Type de filtre ?
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

9. Filtre récursif du ler ordre
Yo = 8%~ B ¥,

Soit le filtre d’équation aux différences :

a) Donner la structure directe de réalisation
b) Donner la RI{i(n)} du filtre et la tracer successivement pour :

a, =1 a, =1 a, =
b, =07 b, =-0.7 b, =11
c) Donner la réponse indicielle du filtre etracer successivement pour :
a, =1 a, =1 a, =1
b, =07 b, = -0.7 b, =11
d) Donner la Réponse Fréquentielle (module asghdu filtre et la tracer successivement pour :
a, =1 a, =1 a, =1
b, =-05 b, =05 b, =-11

- Type de filtre ?

- Type de filtre ?

- Type de filtre ?

10. Filtre récursif du 2nd ordre

Mémes questions a) b) c) etd) pour le fittéguation aux différences: Yy, =a,X,— Qy.,— B Y.,

Pour b) et c) on prendra successivement :

a, =1 a, =1 a, =
b, =-0.6 b, =-05 b, =-05
b, =-0.2 b, =06 b, =-0.6
Et pour d) :
a, = a, = a, =1 (Casd'instabili
b, =-0.6 b, =-05 b, =-05
b, =-0.2 b, =06 b, =-0.6

11. Restauration d'image [voir TP]

On considére le filtre de dégradation suivantnttée f, etde sortieg,, : g, =f, —f _ +f__,

On applique ce filtre sur chaque ligne d'une imageaoir et blanc numériséef'n représente l'intensité lumineuse
(niveau de gris 0 < f, < 255) d'un point (pixel) d’indicen (0 < n < nx—1) d’une ligne de l'image orientée
suivant la convention:  @noir, 255= blanc) (x: nombre de colonnes de I'imag@y : nombre de lignes)

ﬁ Colonnes
Lignes

1. Déterminer la Fonction de Transfddt(z) du filtre de dégradation.

2. Donner la Réponse Impulsionnehﬁ du filtre et la tracer.
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

3. Déterminer le filtre de restauration :
- en inversant entrée et sortie dans I'équadiondifférences du filtre de dégradation

. , ] , ' 1 , :
- en inversant la FH(z) du filtre de dégradation, soltl'(z) = m: FT du filtre de restauration.
Z

4. Le caractéere causal des filtres impose cered de balayage d’'une ligne d'image ?
(gauche- droite ou droite- gauche)

5. Appliquer successivement les filtres de déafiad et de restauration, et inversement.

I.
Mémes questions (1. & 5.) avec la version argalaulu méme filtre de dégradatiog,; = f, — f.,, + .,

Il. Analyse des filtres numériques

1. Filtrage en temps différée

Pour beaucoup de problémes de filtrage, il santtéssant de disposer de filtres & déphasagenaid;on sait qu'un
filtre causal ne peut avoir de déphasage (Al ia fréquence)

Cette notion de filtre causal s'estompe si on oparéehors d'un contexte temps réel. Une techmigssique de
filtrage en temps différé consiste a mémorisergaa a traiter (de durée finie) et a le faire paskans un filtre dans le
sens normal, puis en sens inverse.

Nous étudions ici deux manieres de réaliser urafji# sans déphasage.
1.1. Etude du montage de base

- {x(m}
{um} { h(n)} L {x(N-n} { y(n}

Renversement du temps
et Translation dans le ten

Les signaux{ u(n)} et { y( n)} ont une durée finie N. {h(n)} est la Réponse Impulsionnelle d'un filtre causal.

1.1.1. Représenter l'allure du sigl{@I(n)} si on prend :

u(n)
n
< 0 Na et {h( n)} = {5( n)} (Cas particuliers dans cette questiaeseent).

1.1.2. Siun signa{ W(n)} a pour Transformée en zZT Z) W(2), calculer 1aTZ de{W(—n)} en fonction de
celle de{W( n)} :

1.1.3. SoitH(2) 1aTZ de{h(n)} , détermine% en fonction de 1A/ Z de{h(n)} .
Z

1.1.4. En déduire un schéma-bloc simplifié du ragatde base.

1.2. Premiére Procédure
{x, (n}

{ umy H—> {y()}
{u(N-n)} el { %, ()} @{Xz(N'n)}
1.2.1. Calculer la Fonction de Transfel(2) = E
U(2)

1.2.2 Montrer que la Réponse Fréguentielle assopiut avoir un déphasage = Arg['l;(ézm)] nul.

1.2.3. Pour quelles valeurs du déphasagé'lréeiz’"’), Y est-il nul ?
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

1.3. Seconde procédure

{ (N- ()
fum) B x(n)} @ { x(N-n} {h(m} % {vinny } = {y()}
1.3.1. CalculerT,(2) = ﬂ
U(2)

1.3.2. Montrer que la Réponse Fréquentielle aéedEj(eiZ”") a aussi un déphasage nul.

1.3.3. Quel est son gain en modu’ez(ézﬂ'/)‘ en fonction de celui du filtre de baﬁ@(eizﬂv)‘ .

1.4. Expliquer la phrase de I'énoncé :

« Faire passer le signal a trai{em( n)} (de durée finie N) dans un filtre de Réponse Irsipuhelle{ h(n)} dans
le sens normal, puis en sens inverse ».

2. Filtre en peigne
Le modele d'un systeme discret d'entnég €t de sortie §,} est donné par I'équation de récurrence :
Yn = Xn - XN ou N est une constante entiéfeN".

Donner la Fonction de Transfei(z) du filtre.

Déterminer et tracer sa Réponse Impulsionnelle.

Calculer et tracer pold = 8, le module de sa Réponse Fréquentielle.
Quel est le type de ce filtre (pdur=8) ?

PoNE

3. Filtrage d’écho

Lors de I'enregistrement en studio d'un sigif un écho s'ajoute généralement a celui-ci etdept&ur
(enregistreur) recoit en fait :

y(t) = x(t) + a x(t-1) ou O<xa<1 et 1>0

On peut réduire I'effet d'écho en traitant le algn(t).

A. Le traitement est analogique

y(®) Filtre H) v(t)

A.1. Déteminer la Fonction de Transfettv) du filtre qui produit v(t) = x(t).
A.2. Tracer l'allure des spectres d’amplitude et desphdeH(v).

A.3. Comment faire pour assimilet(v) a un £ ordre du type : 0

(pour les fréquences faibles) ?

1-i
I/0
B. Le traitement est numérique

y(nT) v(nT) IS
y(®) Filtre H(z) Bloqueur d'ordre 0— —— V(1)
T=1F v
0 F/2
Filtre de lissac

On suppose que le signdf) est a bande de fréquences limitée a PX4fv)(= 0 pourv > Fm)

B.1. On poset =NT. Comment choisiN ?

B.2. Donner la FTH(2) du filtre (ansi que son équation aux différencesligorithme) qui engendre
v(nT)=x(nT)
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

4. Filtrage demi-bande

Un filtre numérique demi-bande de type RIF a pHiagaire d’entréex(nT) et de sortig/(nT) (notés plus simplement
X, ety,) ouT représente la période d’échantillonnadge=(1/T est la fréquence d’ échantillonnage) est défini pa
une Réponse Fréquentielil) réelle € est la fréquence), antisymétrique par rapportant §-/4 , 0.5) :

H(D =05
() =rl-)

1 1 1
On considére ici le filtre dont I'équation récurte est donnée paly;,, = E(Xn + E X1 +§ X1

Y(f
1. Déduire de la Fonction de Transféd(z) du filtre, sa Réponse Fréquentiehd( f) = %

exprimée en fonction de la fréquence d'échamtiibger.

Ce filtre est-il RIF demi-bande ?
Tracer I'allure de sa Réponse Fréquentie¢lenedéduire la nature du filtre (passe-bas, phase-
passe-bande ou coupe-bande).

4. L'équation récurrente d’'un demi-bande RIFszas’écrit de facon générale : M O NY)
1 2M
Yo = §|:Xn—2M + z & X1—2i+1:|
i=1

Ecrire sa Fonction de Transfért,(z) =

wmn

Y(2

sous la forme :
H,(2) I%[Go(f)+ 7t & i)] ot G,(Z°) et G,(Z°) sont a préciser.

5. Reconnaissance d'un filtre numérique

Soit le filtre numérique linéaire stationnaire mtigge X(KT) et de sortiey(KT) régi par I'équation aux
différences :

3y(KT) = M(k=-D T=3x k-2 k L IT
Ce filtre a été échantillonné a la caderlce 2 S.

Y(2

1. Déterminer la Fonction de Transfek (Z) = m du filtre.
Z

2. Calculer la Réponse Impulsionnel§ KT) du filtre pris causal et tracer son allure.
Donner en particulier les valeurs numériqueshi®) , h(T) et h(2T).
3. Pourk = 2, donner la réponsy(KT) au signalx(KT) = o( KT) + J[( k—=1) T du filtre causal.
Donner en particulier la valeur numérique We2T) .

6. Filtre numérique défini par sa Fonction de Transgert

1-z71

Soit le filtre numérique de FT: H(2) = ———
05-01z

1. Donner I'équation aux différences du filtredesignant paly, la sortie et paix, I'entrée.

2. En déduire les 2 formes possibles du fiflmenfes causale et non causale) en donnant pouuchatelles,
I'algorithme de programmation, le schéma-blahé&na fonctionnel) et le mode de balayage des éiibas.

3. Ceffiltre est-il stable :- sous sa formeszdel ? - sous sa forme non causale ?
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

I. Forme causale du filtre
4. On s'intéresse a la version causale du fi@nner et tracer sa Réponse Impulsionnb,LIe

(donner en particulieh ).
5. Déterminer sa réponse indicieferéponse d | ).

6. Déterminer la réponselg,_, .

Il. Forme non causale du filtre
On s’intéresse a la version non causale du.fili@mes questions (4. a 5.).

lll. Synthése des filtres numériques

1. Synthése d'un filtre du 2nd ordre
H
Mémes questions pour le filtre du 2nd ordre passede FT : H,(p) = > 20
m
p—z +—p+l
o @Wo
avec :

H,: gainstatique H, =1
w, . pulsationpropre w, =100r - f, =50Hz
m: coefficiertd'amortisserant: M= 0.1 (M<1: regimepseudo oscillant) etresonan{m < 0.7)

Paramétre de simulation :T=2 ms (_> F = ? =500 HZ)

Rappels

- 2nd ordre Fondamental : H,(p)=——2—— (Cas: xm<1)

H,a _ .
-RI: (Analogique) h,(t) =—==2[& ™' Bin(w,t)T (t) avec: wj=w1l-nf
V1-n7
Wy : pseudo - pulsation
0 = —— : pseudo - période

N :
To @

- Réponse indicielle  (Analogique) ya(t) = Ho[l— % e ™! [$in(w, t + (//)} (1)
1-m

avec (i = Arcosm et wy =wyvl-m

Ya ®
H

Wy : pseudo - pulsation

T _ 27T .
0 =— : pseudo - période

0
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Signaux et systéemes TD 7. Filtrage linéaire - Ahgse & Synthése des filtres numériques

H w

Réponse Fréquentielle  (Analogique) H ,(f) = — avec : f,=—
fe . f 2T

1-1 +izm -

0 0

Ha(F) g [HAC)

H
Mol Ho

: f : f

0dB ‘ f 0 f
0 \ 0
-40 dB/décac

2. Synthese d’un filtre numérique de Butterworth dordre 1 passe-bas de pulsation de
coupure «y, par la synthése d’Euler

Fonction de TransferHl(Z) et algorithme de programmation du filire causahti'ée/sortie respectives, / \/

3. Synthése d'un filtre numérique de Butterworth dordre 2 passe-bas de pulsation de
coupure «, par la synthése d’Euler

Fonction de Transfeer(Z) et algorithme de programmation du filire causahtiée/sortie respectives, / \/
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Signaux & systémes TP 7. Filtrage

TP 7. Filtrage linéaire. Analyse & Synthése des filtres numériques
Note : Pour une meilleure lisibilité, certains signaux a TD (resp. a FD) seront tracés a TC (resp. a FC).
l. Filtrage linéaire

0. Filtre numérique de Butterworth d'ordre 3 de pulsation de coupure o

M nombre d'échantillons, de points du signal d'entrée (ainsi que du signal TFD) M := 50
n indice temporel des échantillons du signal X ni=0.M-1
k indice fréquentiel des échantillons de la TFD Xk e 0 M-1
a 2
M-1 -12-nk—
I'y:= ®(n) TFD(x,k,M) = L X -€
n . b 9 . M Z n
n=0
Sinus1 : Fréquence: f:= 0.02Hz Période d'échantillonnage : T:= 1 S (elle doit vérifier la condition de Shannon)
sinus = s1n(2-n~f~n-T) X 1= sinus Xk = TFD(x,k,M)
27 T T T T 0.5 T T T
X0 /\/— Xy
0]
_2I | | | | O,LUA,I\UUJ\UU,LUUJ\UA
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25
n k
Sinus2 : Fréquence: f:=0.1 Hz Période d'échantillonnage : T:= 1 S (elle doit vérifier la condition de Shannon)
sinus := s1n(2-n~f~n-T) X 1= sinus Xk = TFD(x,k,M)
27 | | | | 0.6 ™ I | |
041 .
Xn 0 N |Xk|
o) 021 -
_2I | | | | O'L W VPN VN VOV Vv
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25
n k
Sinus 1 & 2: Fréquences: f1:= 0.02Hz Période d'échantillonnage : T:= 1 S (elle doit vérifier la condition de Shannon)
f2:= 0.1 Hz
sinl = sin(2~n-f1~n-T) sin2 = sin(2~n-f2~n-T) X = sinl + sin2 X, := TFD(x,k,M)
n n n n n k
ST | | | | 0.6 ™ I | |
041 .
Xn 0 ’ |Xk|
o) 021 -
‘SI | | | | O,LA PPN VPN VTN VT
0 10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 25
n k

Les 2 composantes sinusoidales sont visibles par l'intermédiaire des 2 raies spectralesen k =1 etk = 5.

TP 7. 1



Signaux & systémes TP 7. Filtrage

Filtrage de X de la fréquence f2 par filtrage passe-bas (filtre Butterworth d'ordre 3) coupant les fréquences > f 0

Filtre de Butterworth passe-bas d'ordre 3, de pulsation de coupure wy=1rd/s:

?2?7? a =1 a, =1 a, =1 a, =1 FT: H(p):=
ap + a2~p2 tapta
Filtre de Butterworth passe-bas d'ordre 3, de pulsation de coupure o :

fO = 0.05Hz o) = 2.n.f0 p devient p/ o : FT: H(p):=
a a
& + 2 +—9p+a
3 P P (o)) 0
(00)”  (e0)
RI du filtre :
h(t) := H(p) invlaplace,p —
Discrétisation du filtre : hrn =h(nT)I'y
n
Réponse du filtre : y = Z x hr Spectre : Y, = TFD(y,k,M)
k=0
1.078 0.469
Y vy
- L 6.804-10 "
-1 n 49 1 K 24
Vérification avec le filtre de Butterworth intégré a MathCad :
lowpassfilter := iirlow(butter(3),f O) y := response(X, lowpassfilter, M) Yk = TFD(y, k,M)
27 T T T T 0.6 T
041 .
Yn 0 1 |Yk|
() 021 .
_~ U | | | | ? (?
2 P0Pramabrnnnanbonncbonan
0
0 10 20 30 40 50 0 s 10 15 20 25
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Signaux & systémes

TP 7. Filtrage

Il. Analyse des filtres numériques Modifier les coeffs du filtre RIF causal d'ordre 2 et vérifier que sa phase est

n:=0.10

linéaire pour une RI symétrique % a l'instant a la demi-séquence : a

=a

2

10

10

a, =1 drl = 3(n,0)
Coefficients du filtre RIF causal : 77?7 aj=1 Iy= |1 if3<n<6
h = d ifn=0 a, =1 0 otherwise
RI : n %0 % YT
. . i = 2
a dn+ a dn_1 if n=1
a0~drl + al-dn_1 + az-dn_2 otherwise h,
Hz)=a +a-7 ' +a,2 ° 0
ET: (z) = ayta,;z 2,z
Réponse en Fréquence : f:=-05,-05+0.1..0.5 -1
2w f) i2mf) 2
H(f) =, + a1~(e i ) a2~(e i ) R(f) := Re(H(f)) I(f) := Im(H(f))
Note : ¢(f)= arg(H(f)) est buggé !
I(f
Phase : (I)(f) = atan(—R( ; )
(£) 1.257
o(f)
-1.257
Réponse harmonique : -0.5 f 0.5
T:=1 f:=0.1 X = sm(2n~f~n-T) Y= 20X, ifn=0
apX tarx if n=1
agX taprx g ta,x otherwise
2 |
0.951
X 0
N /\_/ .
- |
0 5 10 -0.951
" 0
Réponse a une porte : x =Ty Y, = |20, if n=0
apX tarx if n=1
1A — agX taprx g ta,x otherwise ,
Xn Yn
©
o4 0
0 5 10
n 0

TP 7.
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lll. Synthése des filtres numériques

1. Synthése d'un filtre du 1er ordre [voir TP]

TP 7. Filtrage

Note : Pour une meilleure lisibilité, les signaux a TD seront tracés a TC

N = 40 n:=0.N T := 0.1 (Période d'éch.) t:=0,0.1.N-T A(n) := 3(n,0)
1
f0:=1 HO:= 1 T = Fmax := 10-10 o:=2 T(t):= D)
2-m-f0
Filtre Analogique modele (1er ordre) ?7?? HA(p) =1
a) Synthése par Invariance Impulsionnelle
Filtre Numérique synthétisé 27?7 HN(z) =1
Réponse Impulsionnelle (RI )
Analogique hA(t) := HA(p) invlaplace,p —
Numérique hN(n) := HN(z) invztrans,z —
RI Analogique RI Numérique
6.283 £ 6.283 d
Conclusion : ?7?7?
hA(t) hN(n)
7.641:10" 1! 7.641:10" 1!
0 t 4 0 n- T 4
Réponse indicielle (RInd) x(t) :=T'(t)
. HA
Analogique YA(p) := HAG) yA(t) := YA(p) invlaplace,p —
Numérique YN(z) := HN(2)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —
1-z !
Entrée Indicielle RInd Analogique RInd Numérique
1,002 | 13.468
x(1) YA(1) yN(n) Conclusion : ???
| 0 6.283
0.998
0 2 4
t 0 t 4 0 n- T 4
TP 7.
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Réponse Fréquentielle (RF)

: HO
Analogique  f:= 0,0.1.. Fmax Ha(f) = —————
1+ 'r-(i~2-7t~f)
- HO 1
Numérique  f:=0,0.1..— Hn(f) = —
2-T T -T
l—e ¥ o i-2-n-f-T
= 1
f:=0,0.1.. Fmax fie 0,01, —
RF Analogique 2T RF Numérique
1 T 20 T
|Ha(p)| [Hn(f)| Conclusion :
0.5 1 or- ]
0 | |
0.1 1 10 0.1 1 10
f f
log log
Réponse Harmonique particuliere (RH)  (Attention Condition de Shannon) x(t) = sin(m~t)
Analogique  YA(p) = HA(p)~L yA(t) := YA(p) invlaplace,p —
2
p2 + ®
- z -sin(m~T) .
Numérique YN(z) := HN(z)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —
1-2z 1~cos(c0~T +z
Entrée Sinus RH Analogique RH Numérique
2 I 0.951 12.864
x(1) 0 [\/ YA(H) yN(n) Conclusion :
—-0.953 - 12.824
_ |
2
0 2 4
t 0 t 4 0.1 n-T 4
TP 7.

TP 7. Filtrage
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b) Synthése par Invariance Indicielle

Filtre Numérique synthétisé 27?? HN(z) =1

Dirac(n) := 3(n,0)

Réponse Impulsionnelle (RI )

Analogique hA(t) := HA(p) invlaplace,p —

Numérique hN(n) := HN(z) invztrans,z —

RI Analogique RI Numérique
6.283 0.467
hA (1) hN(n) Conclusion : 7?7
7.641.10° " 0
0 t 4 0 nT 4
Réponse indicielle (Rind) x(t) := (1)

HA(p)

Analogique YA(p) = yA(t) := YA(p) invlaplace,p —

Numérique YN(z) := HN(2)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —

1-2z
Entrée Indicielle RInd Analogique RInd Numérique
1.002 I 1 1
x(t) . YA(1) yN(n) Conclusion : ???
| 0 0
0.998
0 2 4
t 0 t 4 0 n-T 4

TP 7. 6
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TP 7. Filtrage
Réponse Fréquentielle (RF)
; HO
Analogique  f:= 0,0.1.. Fmax Ha(f) = —————
1+ 'r-(i~2-7t~f)
( _ Tj
- 1 T —i-2-n-f-T
Numérique = —_ 1- .
q f:=0,0.1.. T Hn(f) == HO- e e
L 2T
— 1
f:=0,0.1.. Fmax fie 0,01, —
RF Analogique 2T RF Numérique
1 | 1 |
jion: ???
|Ha(f)| [Hn(p)| Conclusion : 7?7
05 . 05 _
| |
0 0
0.1 1 10 0.1 1 10
f f
log log
Réponse Harmonique particuliere (RH)  (Attention Condition de Shannon) x(t) = sin(m~t)
Analogique  YA(p) := HA(p) ——— yA(t) := YA(p) invlaplace,p —
2
p2 + ®
- z -sin(m~T) .
Numérique YN(z) := HN(2)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —
1-2z 1~cos(c0~T +z
Entrée Sinus RH Analogique RH Numérique
2 I 0.951 0.955
x(1) o [\/ YA(H) yN(n) Conclusion : 227
—-0.953 —0.952
_ |
2
0 2 4
t 0 t 4 0.2 n-T 4

TP 7.
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c) Synthése par Transformation d'Euler

Filtre Numérique synthétisé 27?? HN(z) =1

Réponse Impulsionnelle (RI )

Analogique hA(t) := HA(p) invlaplace,p —

Numérique hN(n) := HN(z) invztrans,z —

RI Analogique RI Numérique
6.283 0.421
hA (1) hN(n) Conclusion : ???
764110 ! 137110 1°
0 t 4 0 n- T 4
Réponse indicielle (Rind) x(t) = I'(t)

HA(p)

Analogique YA(p) = yA(t) := YA(p) invlaplace,p —

Numérique YN(z) := HN(2)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —

1-2z
Entrée Indicielle RInd Analogique RInd Numérique
1.002 I 1 1
x(t) . YA(1) yN(n) Conclusion : ???
| 0 0.421
0.998
0 2 4
t 0 t 4 0 n-T 4

TP 7. 8
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TP 7. Filtrage
Réponse Fréquentielle (RF)
: HO
Analogique  f:= 0,0.1.. Fmax Ha(f) = —————
1+ 'r-(i~2-7t~f)
HO-tan(—j
- 1
Numérique  f:=0,0.1..— Hn(f) := :
2-T T -i2-n-f-T
1 +tan| — | —¢
T
= 1
f:=0,0.1.. Fmax fie 0,01, —
RF Analogique 2T RF Numérique
1 T 1 T
jion: 7?7
|Ha(6)| [Hn(p)| Conclusion : 7?7
05 - 0.5 .
| |
0 0
0.1 1 10 0.1 1 10
f f
log log
Réponse Harmonique particuliere (RH)  (Attention Condition de Shannon) x(t) = sin(m~t)
Analogique  YA(p) = HA(p)~L yA(t) := YA(p) invlaplace,p —
2
p2 + o
- z -sin(m~T) .
Numeérique  YN(z) := HN(z)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —
1-2z ~cos(c0~T +z 2
Entrée Sinus RH Analogique RH Numérique
2 I 0.951 0.942
jion: 7?7
(1) O [\/ YA(D) yN(n) Conclusion : 77?7
—-0.953 -0.94
_ |
2
0 2 4
t 0 t 4 0.1 n-T 4

TP 7.



Signaux & systémes TP 7. Filtrage

d) Synthése par Transformation Bilinéaire

Filtre Numérique synthétisé ?7?? HN(z) =1

Réponse Impulsionnelle (RI )

Analogique hA(t) := HA(p) invlaplace,p —

Numérique hN(n) := HN(z) invztrans,z —

RI Analogique RI Numérique
6.283 £d 0.37 d
hA () hN(n) Conclusion : ???
7.641.10° ! 1.406-10" 2
0 t 4 0 n-T 4
Réponse indicielle (Rind) x(t) = I'(t)

HA(p)

Analogique YA(p) = yA(t) := YA(p) invlaplace,p —

Numérique YN(z) := HN(2)-

yN(n) := YN(z) invztrans,z —

1-2z
Entrée Indicielle RInd Analogique RInd Numérique
1 1
1.002 I
1 P77
x(1) yA(t) yN(n) Conclusion : 7?7
| 0 0.245
0.998
0 2 4
t 0 t 4 0 nT 4

TP7. 10
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Réponse Fréquentielle (RF)

; HO
Analogique  f:= 0,0.1.. Fmax Ha(f) = —————
1+ 'r-(i~2-7t~f)
T — 2.7 f
HO-tan(—j-(l +e 2w T)
- 1 2.
Numérique  f:=0,0.1..— Hn(f) := .
2-T T T -i2-n-fT
I +tan| — |+ |tan| — | =1 |-e
2t 2.t
= 1
f:=0,0.1.. Fmax fie 0,01, —
RF Analogique 2T RF Numérique
1 T 1 T
jon : 222
|Ha(6)| [Hn(p)| Conclusion : 7?7
0.5 1 0.5 ]
| |
0 0
0.1 1 10 0.1 1 10
f f
log log
Réponse Harmonique particuliere (RH)  (Attention Condition de Shannon) x(t) = sin(m~t)
Analogique  YA(p) = HA(p)~L yA(t) := YA(p) invlaplace,p —
2
p2 + o
- z -sin(m~T) .
Numérique YN(z) := HN(z)- yN(n) := YN(z) invztrans,z —
1-2z 1~cos(c0~T +z 2
Entrée Sinus RH Analogique RH Numérique
2 I 0.951 0.954
1 P77
(1) O [\/ YA(D) yN(n) Conclusion : 77?7
—0.953 —0.955
_ |
2
0 2 4
t 0 t 4 0.1 n-T 4

TP 7. 11
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TP 7 ANNEXE. Filtrage linéaire. Analyse & Synthése des filtres numériques
l. Filtrage linéaire

11. Restauration d'image : filtrage causal [voir TD]

I:= READBMP("bato2.bmp" ) Nombre de colonnes : Nx := cols(I) Nombre de lignes : Ny := rows(I)
Filtre 1D causal de dégradation : entrée: f  sortie g : algorithme: ¢ =f —f _+f
n n n n n—1 n—-2
Dégradation 1D (colonne) :  Degrad1D(], f) := g < f, Degrad2D(I) := | for xe 0..cols(I) — 1
for ne 2..rows() — 1 J<X> « DegradlD(I, f)
& < fn B fn—l * fn—Z J
g
Filtre 1D causal de restauration : entrée : fn sortie g, algorithme : g~
Restauration 1D (colonne) :  Restaul D(1,f) := g < f, Restau2D(I) := | for x e 0..cols(I) — 1
g1<—f1+g0 f<—I<x>
(x
for ne 2..rows(]) — 1 J7 <« Restaul D(I, f)
?7?? g < J
g
D := Degrad2D(I) R := Restau2D(D) Image originale Image dégradée Image restaurée
R
I D
R := Restau2D(I) D := Degrad2D(R) Image originale Image restaurée Image dégradée
R D

TP7. 12
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Restauration d'image : filtrage non causal

TP 7. Filtrage

I:= READBMP("bato2.bmp") Nombre de colonnes : Nx := cols(I) Nombre de lignes : Ny := rows(I)
Filtre 1D non causal de dégradation : entrée : fn sortie g’ algorithme : g, fn - fn+1 + fn+2
Dégradation 1D : Degrad1D(I,f) := Erows(D)_1 < frows(l)—l Degrad2D(I) := | for xe 0..cols(I) — 1
(colonne) )2 frows(I)—Z B frows(l)—l fe I<x>
for n € rows(I) — 3,rows(I) —4..0 J<X> < Degrad1D(1, )
& < fn B fn+1 * fn+2 J

g

Filtre 1D non causal de restauration : entrée : fn sortie g, algorithme : g =

Restauration 1D :  RestaulD(1,f) := | g Restau2D(D) :=

rows(1)—1 < frows(l)—l

(colonne)
grows(I)—2 < frows(I)—Z * grows(I)—l

for n e rows(l) — 3,rows(l) —4..0
2?7
g, <1

g
R := Restau2D(D)

Image originale

D := Degrad2D(])

Image originale

R := Restau2D(I) D := Degrad2D(R)

TP 7.

Image dégradée

Image restaurée

for xe 0..cols(I) — 1

f<—I<X>

e RestaulD(1, f)

Image restaurée

Image dégradée

13
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Signaux & systémes 4 Annexe. Représentation d'Etdes systémes

4 ANNEXE. Représentation d'Etat des systemes

La Représentation d’Etat (ou Représentation Intetnencore Représentation Temporelle) d’'un systbduet la
dynamique du systéme, alors que la Représentaitanrte (ou Représentation Fréquentielle (utilisafiT)) met
en oeuvre des relations d’entrée-sortie.

La Représentation Interne d’un systéme peut swbtie 2 facons :

- a partir des relations physiques du systémerdat alors des variables d’Etat ayant une sigatfon
physique mais un modéle de forme quelconque.

- a partir de la FT du systéme (+ Conditionsaifes (Cl) pour une description compléte), délivnam modele
de forme particuliére (canonique, observabjenais avec des variables d’Etat sans signifiogbioysique.

1. Représentation d’Etat des systémes a TC

Soit le systéme a TC d’entréft) et de sortiey(t) régi par une équation différentielle linéaire tatisnnaire €
a coefficients constants) : (On considére lemasn = Systeme passe-bas)

> By (=Y a u(y
queI;Oon peut ramenle:r(? en divisant les 2 memb&es&h a I'équation :
y® (1) +”§n U i g U () soit: yO )+, "I (et YD = g I () + g (K.t g ()
i=0 i=0
Si on prend la TL de cette équation, on obtiefTladu systeme (si les Conditions Initiales (Citsaulles) :

vip . &P

i=0

H(p) =

1.1. Forme commandable (ou canonique, ou contrdie ou encore gouvernable)

Yo v Yo 1 %3P

On peut écrire : H(p):U(p) U(p) V(p) - Ehﬁ 1

ot V(t) = TL'[V( P] est un signal intermédiaire.

Le systéme de FT\:Lj(( P) = — traduit I'équation différentielle :v™ (t) + nz_ib\/” () =ud
p) pn + Z h ﬁ i=0
(ClI nulles) -
% (1) = W(1) X, (1) = %, (1)
% (1) = x(t) = (Y X, (1) = X4(1)

En posant X,(t) = %,() = 1) ona
X, (1) = x, (1)
X (1) = X4(0 = V" (9 % (0 =VO ()=~ X (9= Bx() == By x(3+ @)

Les variablesx; (t) sont les variables d’Etat du systéme.

4 Annexe. 1



Signaux & systémes 4 Annexe. Représentation d'Etdes systémes

On a les relations matricielles :
Equation d’Etat : X(t) = Ax(t) +bu(t)
Equation d’observation (intermédiaire) : v(t) = cx(t)

ou la matriceA et les vecteur® et C ne dépendent pas du temps (systéme statiormaueation diff. &
coeffs. constants) : X(t) estle vecteur d’état du systéme)

) 1 o - 0 | 0]
%, (1)
0 0 1 - 0 0 % (1)
A=|- b= c=[1 0 q x=|"
0 0 0 1 0
%, (1)
__bo b -b - _b1—1_ 1]
v(p _ &P g
Pour la sortie du systéme, on a-——~ = 1= traduisant I'équation différentielle Za1 ROER G

V(p) 1 i=0
(CI nulles) écrite explicitement : @ V™ (t) + @, V™ (D+--+a\( )+ gy )= ¢}

X (1) = v(1)
X, (1) = %,(9) = U9
X(t) = %(9) = (Y

CommeV(t) = cX(t) = X, (t), on a en particulier : relations permettant

Xt (1) = X, (1) = V™ (1)

d’exprimer la sortie du systéme :

Y(0) =X () + ax(+--+ g %}

X (1) = %,(9)

X, (1) = X4(1)
On a toujours ;| _ .

X, (1) = x, (1)
%, (0 =V () ==y x (9= B x() == R, x(}+ X
et les équations finales du systeme s'écrivent :

x(t) = Ax(t) +bu(t)

(y(t) représente la sortie du systéme)

Equation d’Etat :

Equation d’observation : y(t) = cx(t)
ou la matriceA et les vecteur® et C sont donnés par :
[0 1 0 0 ] [0 .
0o o0 1 0 0 (0
_ _ _ _| %)
A= = c=[a, a g, 0 - 0 x(t)=| "

0 0 0 1 0
X, (1)

|0, b -b —By 11

La forme particuliére de la matridd est appeléforme compagnan

4 Annexe.
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1.2. Forme observable
Directement a partir de la FT non décomposéedpagriable intermédiaire) du systeme :
ap 1o m .
H(p) = Y(p - = traduisant I'équation différentielley " (t) + Zlq vy (1) = Z au’(d
U N n-1 . i=0 =0
® o +Yhp | |
i=0

(Cinulles)soit:  y" () +b _ Y (D+. .+ d=a d"()+ a, " (x+.+ a @t

gue 'on peut encore écrire :

y(t) =-b [ MOdt- b [[ ¥) dem [ yxdr pf[ @tdt af - @tde+ [ (Qtat
0) ieme @

ou en posanﬂ- = .[ : (I représente ainsi une somme douﬂe )

(2) (n-m+1) (n-m) (n-m) (n (n
YO =-b, [ YOdt-h, [ XY dt-.- By | wdt{— b[ ord af (u)t%tl--~-+{— of (Dt f (ut}t

%,(1) = =b (9 + x..()
X (1) = =B %, () + X, ()

En posantX, (t) = Y(t) , on remarque que|*m2(D = ~BnaXo( + X, (9
Xona (1) = =B X () + () + &, )
Xn(1) = =B X () + X (D + 2, W)

%0 =-bx (9 +x()+au)
¥, (1) = —byx, () + g U Y

% (1) =-byx () + U

X () =-bx () +x()+au)
Onadonc:
Xm(t) = _bm—an( t) + Xm—l(D+ a‘mll'( D
Xoea (1) = =B X (9 + X (9 + &, )

X, (1) = =B, %,() + x.,(9

Et les relations matricielles :
Equation d’Etat : X(t) = Ax(t) +bu(t)
Equation d’observation :  y(t) = cx(t)

ou la matriceA et les vecteur® et C sont donnés par :

0 0 - 0 -h o
a,
1 0 - 0 -h .
0 1 - 0 -b zl((tt))
A: b b: am C:[O 0o .- 0 1 X(t): 2
0 0 0 -b, 0 )
0 0 0 -b,., n
’ 0
0 0 - 1 -b,| - -

La forme particuliere de la matricd est appeléforme observable

4 Annexe. 3
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1.3. Forme diagonale

Le découplage des variables d’Etat est obtenemaant la matricéA diagonale. Ceci peut par exemple se faire
directement a partir de la FT du systeme décongpesé&léments simples : (les poles de la FTrsugs P, )

1.3.1. FT a péles simples

iaip‘ (p-p) " e
=y =7 | Yoty T YEX Tue

U(p) pn_l_f_ hpl . (p_p|) i=1 p_p|

et en choisissant les variables d’Exat) telles que Y(p = z G X( p.onalesFTs élémentaires
i=1

(Cl nulles) :
X(p_ 1 . _
= . ) = t
U(p) T X (1) = pox () + U
X,(p) — 1

Up) pop W E R UD etrY(p>=§¢x<p - ¥ =26 %

X(p_ 1
Up) p-n

~ %(0=px(9+ U

ou sous forme matricielle :

Equation d’Etat : X(t) = Ax(t) +bu(t)
Equation d’observation :  y(t) = cXx(t)

ol la matriceA et les vecteurd et C sont donnés par :

p, 0 - 0O 1 X, (1)
O p, - O 1 X, (1)

Asl b="| e=le & 6] x= "
0O 0 - p, 1 X, (1)

La forme particuliére de la matrick est appelééorme diagonale

4 Annexe. 4



Signaux & systémes 4 Annexe. Représentation d'Etdes systémes

1.3.2. FT a p6les multiples

Supposons un pdle multiplp, d'ordrek dans la FT du systéme : (les poles de la FTrsmmés 3 )
a'i i - - I’ n
IR A | L c
H(p)_U(p) n-1 T _Z(p pl)k|+1 Z p-p
p”+th‘ (P=p)" |'|(p R e
i= i=k+
k CO n ’
MR CEDresevart i ORDY
.=1( i=k+1 M T M
et avec une technique identique a celle du paphg précédent :
X(p)_ 1 .
X1(p) =7—— YU (p) O EPHEE - %, (1) = g (1) + X, (1)
1 (p—pl)k X( ) p_p]_ 1 171 2
1 X,(p) 1 .
Xo(p)=7——5V(p) - 5 = O &M~ %, (1) = pux, (1) + X, (t)
2 (p—pl)kl X3(p) p_pl 2 1732 3
X(p)_ 1 .
X, (p)= U(p) ——2= O &~ x, (t) = px, (1) + u(t)
P- P, U p-p T P
1 Xi1(P) 1 :
X+(p): U(p) - KL = DE’”%S—»X+(t):p+X+(t)+u(t)
PP U(P) P~ Pea o e
X, (p)= - X, (P) -1 O &M % (t) = p,x, (t) +u(t)
p- uip) p-p,
on arrive a :
Equation d’Etat : X(t) = Ax(t) +bu(t)
Equation d’observation :  y(t) = cXx(t)

ol la matriceA et les vecteurd et C sont donnés par :

0 p O 0 ‘(0
0 00 b=|0 % (1)

A=|0 0 -~ p, 0O - 0 |, c=[a, ¢ ]  x®=|"
0 0 0 P 0 Xn(t)
0 o 0 o0 P, 1

B N (k=1) coeffs. 0

La forme particuliére de la matridk est appelééorme diagonale
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1.4. Modele général

Si d’'une part on étend I'étude aux systéemes naritibles £ avec des E/S vectorielles), et si d’autre part on
considere des systemes autres que des systensiguyasy(ou des systemes physiques observés daosméene
restreint aux basses fréquences), lencas conduit, en plus du cas < n déja considéré, a la relation plus

générale, appelée Représentation d’Etatan (X(t),)'((t)) est l'espace d’Etas(espace des phasesh)u encore
Représentation interne, qui s’écrit pour un systén@aire stationnaire :

Equation d’Etat : X(t) = Ax(t) +Bu(t) Etatinitial X(t,) XxOR" uORP AOR™" BOR™P
Equation d’observationy(t) = Cx(t) + Du(t) yOR™ COR™" DOR™P
La Représentation d’Etat n'est pas unique (lesicest A , B, C, D sont non uniques) (forme canonique, ...).

(Pour un systéme non stationnaire, les matri8gsB , C, D dépendent du tempd (t) , B(t), C(t), D(t))

1.5. Solution de I'équation d’Etat
La solutionX(t) de I'équation d’Eta(t) = AX(t) + Bu(t) est donnée par :
t
X(t) =" x(t,) + [ €V Bu(r) o

to

En effet, la TL de I'équation d’Etat donne (CI nauiles) : pX(p) —x(t,) = AX(p +BU(P
dou:  X(p)=[p A% (t)+[b -ABU (P etcomme TL"l{[pI —A]‘l} =& ona,

en prenant l'origine des temps gnet non en0, et en notant_ le produit de convolution :

X(t) =eA“‘t°)x(t0)+[e‘“EBu(t)] = ¢ x( 3)+j e""Bu(r) ¢

t

L'observationy(t) devientimmédiatement:  y(t) = Ce*"™ x(t,) + CJ- €O Bu(r) dr+Du( )
t

Ces solutions expriment I'Etat et I'observationfenction de I'Etat initialX(t,) .

Elles expriment le fait que tout le « passé »ydiesne est contenu dans I’Emﬂo) a un instant, pris comme
référence.

La Représentation d’Etat d’un systéme étant afec{matricesA,B,C,D déterminées), pour connaitre
I'évolution du systéme pour > t,, la seule connaissance de I'EX{tt,) suffit.

1.6. Matrice de Transition d’'Etat

1.6.1. Matrice de Transition d’Etat

La solution de 'équatiohomogénel’Etat X(t) = AX(t) peut s’écrire en fonction de I'Etat initiai(t,) :
X(t) = d(t,t,)x(t,) ou  D(tt,) =€) estlamatrice de transition d'Etat.

On a les propriétés 1 P(t,t) =e*° =1
O(t,0) = e = TL‘l{[ d —A]‘l}
[o(t.t,)]" = [@(nt,nty)]

t
Avec la matrice de transition d’Etat, la solutiamltéquation d'Etat s'écrit X(t) = ®(t,t,)x(t,) +J.<D(t,T)B u(r)dr
to
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1.6.2. Calcul de la matrice de Transition d’Etat

La matrice®(t,0) = e* = Tl:l{[ d —A]_l} s'obtient en effectuarierme a terméa TL™ de la matrice
[pl -A]™.
Le calcul de la matric[epl -A ]_1 peut se faire itérativement a l'aide de I'algamtihdelLeverrier.

1.7. Réponses Impulsionnelle et indicielle. Fonoti de Transfert

La RI, la réponse indicielle et la FT du systéreavent étre établies a partir de la Représentdtetat du
systeme.

Soitx(t)=0 Ot<t,=0.

1.7.1. Réponse Impulsionnelle
Considérons le vecteur entréiét) =[ul(t) up(t)]T avec U (t) =0 Ok =1,--,p et kZ | et
u; (t) = 4(t) (Impulsion de Dirac).
onadonau(t) =[0 -+ 0 J(t) O -+ G notéu;®)=[0 - 0 &t 0 - (°
pour indiquer que I'impulsion de Dirag @our index.

Cette entrée fournit le vecteur R(t) noté égalemenln ; (t) et ainsi déterminé pour= 0 :
h,(t) = CjeA(H) b, d(r)dr+d; o() =C eAtj e_ATbj o(r) d+d;o(}=C é b, +d; o( X
oub; (res;;.dj ) désigne la j-iéme colonne de la r(;atrBe(resp. D).
Si I'on fait varier cet indek( ] =1,---, p), on obtient la matrice de RI[:h(t)] = [hl(t) h,(t)---h p(t)]
qui s’écrit : [h(t)] =CeMB+DJ(1)

1.7.2. Réponse indicielle

On considére maintenant le vecteur enti¢t) = [ul(t) up(t)]T avec U, (t)=0 Ok =1,---,p
et K# ] et uU;(t) =T (t) (Echelon unité).

onadonau(t) =[0 - O F(t) 0 - " noteu,()=[0 - 0 (@) 0 - ¢

Cette entrée fournit le vecteur réponse indieiet) noté également; (t) et ainsi déterminé pour= 0 :
t t t

r(t)=C[e**b, M(r)dr+d; =C[ &“b, M(t-& &+d, =C[ &b, d+d,
0 0 0

r(t-¢)

:jﬁé

carl (t—¢&) =1entreQett : 0

t
Commej e df=AT (e —1)=(é" -1)A ' (acondition queA soit bien sar réguliére), on a donc :
0

— -11 JAt — t
rj(t)=CA[e* -1 +d, =C[¢"-IA B
Si I'on fait varier I'indexj (] =1,---, p), on obtient la matrice de réponses indicielles :

[r ()] =[r1(t)r ()1 p(t)] quisiécrit:  [r(t)] =CA ‘1[e‘“ —|]3 +D :c[e‘\t —|]\ B D
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1.7.3. Fonction de Transfert

Pour calculer la FIH(p) du systéme, il suffit d’appliquer [AL & I'expression de la RI, soit :
TY[h()]} = T{c e B+DA(H}

En utilisant le fait que :TL{ eAt} :[ d —A]_l et que : TL{ 5('[)} =1, il vient :
H(p) =C[pl -A]"B+D

Les péles de la FT sont les valeurs propigsde la matriceA :

-adp=Al e ~Al=[](p-4)

[pr=Al" de{pl - A]

ad[M ] est la matrice adjointe dM |, obtenue a partir de la matri€s des cofacteurs :ad[M ] = CT
deI[M ] représente le déterminant de la matdvk . M est le nombre de poles dkd ( p)

Les modes du systeme (RI des sous-systemes d&@raemu ler ordre) s’obtiennent a partir despdiela FT.

Le régime permanent s'obtient en faisant terfdre oo . Pour la réponse indicielle , on a :
[r ®] = im_[r (9] = Jim_ {CA e -1 D } =CA B D H (0)

pour un systeme stabke gystéme dont les modes sont évanescetri'tmOo e = 0).

1.8. Matrice de changement d’Etat

La Représentation d’Etat d’'un systéme n’étantységue, on peut définir un nouvel Etat du systémagé X(t) ,
et obtenu a partir de I'ancien Etaft) par la transformatioX(t) = P [X(t) ou P est une matrice réguliére

(P OR™"). onadonc :X(t) = P [X(t) etles Représentations d’Etat équivalentes :

{)‘((t) = Ax(t) +Bu(t) , X(t) = AX(t) +Bu(t)
e
y(t) =Cx(t) + Du(t) y(t) = CX(t) + Du(t)

X(t) = Ax(t) +Bu(t)
L’ancienne Représentation d’Etdt devient
y(t) =Cx(t) + Du(t)

soit A=PAP' B=PB C=CP?! D=D

P IX(t) = APTIX(t) + Bu(t)
y(t) = CP™ [X(t) + Du(t)

Les 2 systémes ainsi représentés sont équivatéess;a-dire qu’ils ont méme Rl et FT, et la madrde transition
d’Etat est donnée par :®(t,0) = P®(t,0)P™

1.9. Stabilité

Un systéme causal stable est tel que sh(®) vérifie : lim h(t) = 0 soit :
t - o0

t|im[h(t)] = lim Ce* B + D3 (t) =lim e* =0

En fréquence, cette condition s’écrit : tousdékes de la FTH (p) ont une partie réelle négative.
La FT a pour expressionH (p) = C[ pl - A]_lB +D. SoitA; lesm valeurs propres de la matrid :
les péles de la FT étant les valeurs propref\decette condition devient : Re()l i ) <0 Oidpm.
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1.10. Représentation d’Etat de Systémes a TC modsés
SYSTEMES PHYSIQUES

Systémes électriques

Circuit RC intégrateur a TC Entrée : tensia{ty -  Sortie : tensioty(t)
— 1
i(t)
u(t)T R cT Ty(t)

vy L.
Lois de Kirschoff : y(t)= E'(t)
y(t) = —Ri(t) +u(t)

y(t)

i(t)

y'(t) _ 0 1/CJ| y() N 0 ut)
i"(t) 0 0 |i® 0

En choisissant le vecteur d’Etat¢(t) :{ } on a la Représentation d’Etat du systeme :

soit : 0

X(t) = [8 o C} X(t) + {8} u(t)

yo=o - R]Ly((tt)) } 1) v =[0 - Rlx(®) +Lu@)
c'est-a-dire :

%(t) = Ax(t) + Bu(t) B LT L I

y(t) =Cx(t) +Du(t) wee oo o o )

4 Annexe. 9
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2. Représentation d’Etat des systemes a TD

La forme générale d’'un systéme a TD d’enttk) et de sortiey(K) régi par une équation aux différences
linéaire et stationnaires(@ coefficients constants) est donnée par : (Cassa)

v &Y
U(Z) 1+ZN:bIZ_i

N N
Y(K)+D hyk=)=> auy k=) correspondant ala FT (CI nulles) H(z) =
E i=0

2.1. Forme commandable (ou canonique, ou conteile ou encore gouvernable)

N N N

Y(a aIZ_I zal ZN_i Z(al _ba)) Z_i
Onpeut écrire: ~ H(2) = U = =0 =10 _ =g, +— d’olr :
(2 1+3h 7 ZN+ZbZl\l—i 1+Zblz—|
i=1 i=1 i=1
N .
2.(a-ha)z

Y(2=qWU 3+ 2 —5——U(@=3U(3+) (a- bg) Z Q) (1)
1+> bz i=1

i=1

U(2 .

sionpose: Q(2 =——F——— cestadire Q(2 = —Z bz Qx+ W) 2)
1+> hZ' =1

En définissant les variables d’Etat :
X,(2 = z"
. (=z 43 2%(2= X(} x(k+1) = %
RATEEAR = (L kD= k(R
Xy1(2=2"Q12 zX (9= X,( 2 X1 (k+1) = x, (K
Xy(2=2"Q12

(@ sécrit: zX(2=-bX(2- bX_.,()-—b X))z U)z 3  quientempsdonne

(siClnulles): Xy (k+1)=-BXx(K-bx (b= - R k+ Gk @
(1) sécrit: Y(2 = g j+Z( a- bg X..( )2 (5 quidans le domaine temporel donne

y(K) = aou(k)+Z(a— ba) X..i( kK (6

(3) et (4) aboutissent a I'équation d’Etat, etd8)quation d’observation.
On a les relations matricielles :
Equation d’Etat : x(k+1) =Ax(k)+buk
Equation d’observation : y(K) =cx(k) +d U K
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ou la matriceA et les vecteur®d , C et d ne dépendent pas du temps (Systéme statiormaneation aux
différences a coeffs. constants) :

0 1 0 0 0 %, (K)
1
0 0 1 0
A=l ... .. U b= c=[ay~byd a.-Bad - a-hal d=[a] x(K) = fz'(k)
0 0 o - 1 0 x,, (K)
N

_bN _bN—l _h\J—z _tl 1
La forme particuliére de la matridd est appeléforme compagnan
2.2. Forme observable

D'aprés la relation (O)on & (2 = g U( 2 + 21[ ayy- b))z _]i ,alUz , k(Y]-lz] 7)

On définit les variables d’Etat comme suit :

Xy(@=2TaU - bY 2 X0k
Xya(@=ZTa W3- b+ X0k
®)
X,(d=7"3.,U 3~ Ry X+ XN

X, (d=2" 3 U2- R Y}

(7) s’écrit : Y(2=aW3+ X(k qui permet d’exprimer (8) ainsi :

2Xy (3= X (3- DX (e+( &= bgd U)z
2Xy1(3= Xo(3- B X(+( 2= bg U)z

zX,(9= X(2- R, )ﬁ]()z"'( I OB 6’) U)z
zX,(=-h X (¥+(a- ha V)

qui donne paiTZ ™" (si Cl nulles) :

Xy (K+2) =X, (K = B x( B"‘(q_ l?@) uXx
Xua(k+D) =% ,(R-bx(RB+(3- hg) Gk

Xz(k+1):xl(k)_b\1—1)$\l(a+(a\1—1_ Q-l ) O Xx
X (k+D)=-h x(R+(a -k a) Ck

(9) donne en temporely(K) = X, (K + g { B

Et sous forme matricielle :

Equation d’Etat : x(k+1) =Ax(k)+b u(K
Equation d’observation : y(K) =cx(k) +d U K
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ou la matriceA et les vecteur®d , C et d sont donnés par :

0 0 - 0 -by [a, - b,a X, (K)

1 0 - 0 by, ay-1 ~by18 Xl(k)
Al b=l... c=[0 0 - 1 d=[a] xmk) =|"

0 0 - 0 -b a, ~ba Xy, (K)

0 0 - 1 -b ] &b "

La forme particuliere de la matricd est appeléforme observable

2.3. Forme diagonale

Le découplage des variables d’Etat est obtenemaant la matricéA diagonale. Ceci peut par exemple se faire
directement a partir de la FT du systéeme décorgpesélements simples :  (les poles de la FTrsutgs p, )

2.3.1. FT a poles simples

Y(Z) Zaiz_i Z(ai_hao)z_i Z(ai_hao)ZN_i N c
H(Z): — i:oN :a0+ i=1 . :a0+ i=1 . =a, +z i avec
U@ 1+Zbi z" 1+Zbi z" rj (z- p) EE
Y(2 N
= - —_— — = ! 10
5 =(2= Py » Y3=aU3e) t U@ (0

et en choisissant les variables d’Etat comme: suit

XD 1 )= p X, @U@ O x(k+D) = px,(K) + uk)
U z- P

X0 _ 1 | 2X,(2) = p, X, (D +U(2) O x,(k+1) = p,x, (k) + u(k)
U(2) Z= P,

W@ 1 ZX\(2) = Py Xy (2 +U(2) O B X (k+1) = pyx, (K) + u(k)
U(2 Z- Py

I'observation en (10) s'écrit : Y(2) = aU 2+ ZN: e X(x
Sous forme matricielle, on a : -
Equation d’Etat : x(k+1) =Ax(k)+b u(K
Equation d’observation : y(K) =cx(k) +d U K

ou la matriceA et les vecteur®d , C et d sont donnés par :

. X %(K
0 0

A= pz b= ! C:[Cl G - CN] d=[ao] X(k)= XZ(k)
O 0 “ee pN 1 XN(k)

La forme particuliére de la matricd est appelétorme diagonale
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2.3.2. FT a pbles multiples

Supposons un pole multiplp, d’'ordremMdans la FT du systeme :  (les poles de la FTrsatés P, )

v Zaiz_i Z(ai_hao)z_i Z(ai_hao)ZN_i m c N c
H(Z): (Z) = i:ON :a0+i:1N—:a0+ i=1 N :a0+2ﬁ+ z i
U(2 1+Zbi 7 1+Zbi 7 (z- pl)m.|—| (- p) (- p) i=m+1 2~ R
- Y(Z)zaoLj(a"'i(Z_;li)nm—lU(Z)f_ZN: Zi:‘nU(z) (11)

En choisissant les variables d’Etat comme suit :

@zt u@ 2B L g kD= px 0+ %0
(Z_ pl)m X, () z-p

X,(D= U@ - 2B L e k1) = pxg(K) + % (K)
(Z_ pl)m X;(2 z-p

1 X.(2) 1 e _
Xn@=, U@ - rE T DI (kD = oty (9 )
Xon@=— U Zm @ o L e (k1) = pan (K) + U(K)
Z_ pm+1 U(Z) Z_ pm+1

X,@=—2t U@ @D 1 g x (kD)= pyxy () + U(K)

Z— Py U(Z) Z— Py

N
I'observation en (11) s'écrit : Y(2) = a3+ z e X(Xx
i=1
Sous forme matricielle, on a :

Equation d’Etat : x(k+1) =Ax(k)+b u K
Equation d’observation : y(K) =cx(k)+d U K

ou la matriceA et les vecteur®d , C et d sont donnés par :

‘pl 0O ««+ v v oo 0] 8
0 P O - 0 %, (K)
.. 0 - 0 0 - .
= c=|lc, ¢, --- d=]a _ Xz(k)
A=|0 0 - p 0 - o P 2 e < G ] [20]  x(k) =
0 0 0 Pt 0 XN(k)
|0 0 - 0 0 - py] 1]

(m=1) coeffs. 0

La forme particuliére de la matricd est appelééorme diagonale
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2.4. Modéle général

Si on étend I'étude aux systemes multivariab#eavec des E/S vectorielles), on aboutit a la mtgpilus générale,
appelée Représentation d’Egatplan (X(k), X(k + 1)) est I'espace d’EtaE(espace des phases) disgrét)l encore
Représentation interne, qui s’écrit pour un systénéaire stationnaire :

Equation d'Etat X(K +1) = Ax(k) +Bu(K) Etatinitial X(k,) x OR" uOR? AOR™" BORMN*P
Eq. d’observation: Y(k) = Cx(k) + Du(k) yOR™ COR™™ DOR™P

La Représentation d’Etat n'est pas unique (lesioesiA , B, C, D sont non uniques) (forme canonique, ...).
(Pour un systéme non stationnaire, les matrdesB , C, D dépendent du temp#& (k) , B(k), C(k), D(k))

2.5. Solution de I'équation d’'Etat
La solutionX(K) de I'équation d’Etax(k +1) = A X(k) + Bu(K) est donnée par :

x(k) = A*(0) +§A “EBU(G) k=12

On peut obtenir ce résultat par récursivité aipaetI'instant K = O pris comme instant initial :
X(1) = Ax(0) +Bu(0)
x(2) = Ax(D) +Bu() =A*x(Q+ABu(Q+Bu()
X(3) = Ax(2)+Bu(2 =A°x(Q0+ABu(Q+ABu()+Bu (2

De méme la sortie (vectorielle) ou observatidrdesinée par K = O pris comme instant initial) :
k-1
y(k) = CA*x(0) +CY A" Bu(i) +Du(k) k=12
i=0
Ces solutions expriment I'Etat et I'observationfenction de I'Etat initialX(0) .
Elles expriment le fait que tout le « passé »ydiésne est contenu dans I'Etetk,) a un instantk, pris comme
référence.
La Représentation d’Etat d’un systéme étant aftsc{matricesA,B,C,D déterminées), pour connaitre
I'évolution du systéme pouk = K, , la seule connaissance de I'E¥{K,) suffit.

2.6. Matrice de Transition d'Etat
2.6.1. Matrice de Transition d’'Etat

On définit la matrice transition d’Etat du systefimstant initial ko) :
D(k, k) = AT ®(k,0) = A

La solution de I'équation peut s’écrire en fonotae la matrice transition d’Etat :

k-1
x(k) = d(k0x(0)+ > (k-1 )Bu(i) k=12

i=0
k-1

ou encore : X(k) = ®(k,0)x(0) + ZCD(i,O)Bu(k— i—7J k=12--

i=0
Onalaproprieté :  D(k, k) =A° =1
Avec la matrice de transition d’Etat, la solutia I'équation d’Etat s’écrit :

y(k) = CP(k,0)x(0) + Ckf¢(k— LDBu()+Du(k) k=12

i=0

ou encore : Y(k) = CP(k,0)x(0) + C§¢(i,O)Bu(k— i— 2+ Du(k) k=12

i=0
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2.6.2. Calcul de la matrice de Transition d’Etat
On a I'expression de la matrice de transitiontatE. ~ P(k,0) = A* = TZ_l{[ 2 -A ]_1}
En effet, si on prend [RZ de I'équation d’Etat:  2X(z) — zx(0) = AX(2) + BU(2) ona:
X(2)=[2-A]"2(0)+[z-A | BU (¥
doi:  x(K) = TZ‘l{[ a-A]" %X(O) 4 Tzl{[ z-A ] BU ( )z}

En identifiant cette relation avec la solutionl'dguation d’Etat, on obtient I'expression de latnce de
transition d’Etat :

o(k0)= A =TZ{[2-A]"}
ot kiA"'i’lBu(i) = TZ‘l{[z -A]BU (z)}
i=0
La matrice®(k,0) = A* = TZ_l{[ 1 -A ]_l % s'obtient en effectuarierme a terméa TZ™ de la
matrice{[zl —A]_lz} .
Le calcul de la matric[azl -A ]_l peut se faire itérativement a I'aide de I'algamthdeleverrier.

2.7. Réponses Impulsionnelle et indicielle. Fonoi de Transfert

La RI, la réponse indicielle et la FT du systeraayent étre établies a partir de la Représentdt©tat du
systeme.

Soitx(k) =0 Ok< k, =0.

2.7.1. Réponse Impulsionnelle

Posons :
1 0 0
1 0 0
WO =|" |=a0  uw=| |PeurkEl =
1 0 0
La solution de 'équation d’Etat donne :X(k) = A**Bd(0) k>1

et 'équation de la sortie est immédiate (k) = CA**B5(0) k>1 h(0) =Do(0)

L'expression de la RI en fonction du vecteur difttilise I'équation d’Etat :X(k +1) = A x(k) + Bu(k)
qui donne, du fait de I'entrée impulsionnell&(k +1) = A X(Kk) k>1
et I'équation d’observation ¥ (k) = Cx(k) + Du(k) donne :

h(k) = Cx(k)+ DA(K) soit ; h(k) =CA*'B+Dd(k) k=12
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2.7.2. Réponse indicielle

Posons :
1 0
1 0
u(k) = =T (k) X(0) =
k=0 O
k-1

La solution de I'équation d’Etat donne :X(k) = ZA‘BF(O) k>1
i=0
et I'équation de la sortie est immédiate :

r(k)=C§AiBI’(kDF(O) k>1 r(0=DTr(Q

K
La relation précédemment établie pour la Rl péeaetrouver le résultat : 1 (K) = Zh () k=0
i=0

L’expression de la RI en fonction du vecteur difttilise I'équation d’Etat :X(k +1) = A x(k) + Bu(Kk)
qui donne, du fait de I'entrée indicielle X(k +1) = Ax(K) + BT (0) k>0
et I'équation d’observation y(k) = Cx(k) + Du(k) donne: r(k) = Cx(k) + DT (0) k=0
Le régime permanent s'obtient en faisant :X(k +1) = X(Kk) d’ou I'Etat en régime permanent :

x(k) =(1-A)"B T(0)
et la réponse indicielle en régime permanent :

r(k)=[c(| -A)B +D|r(0)

Pour atteindre le régime permanent, il faut dgue la matrice(l —A) soit réguliere.

2.7.3. Fonction de Transfert
Pour calculer la FT du systéme, il suffit d’agpier laTZ a I'expression de la sortie, aprés avoir prid @
de I'équation d’Etat (ClI nulles) :

Etat:  X(2 =(2 -A)BU (2

Sortie: Y(2) =CX(2)+DU(Z)  dou: Y(2) = [c(z -A)B +D}J (2
relation qui donne immédiatement la FT du systdiseret commel Z de la RI :
H(z2)=C[d -A]'B+D car: H(2) :% avec:u(k) =d(k) U(2)=1
Z

Les pbles de la FT sont les valeurs propic—;sde la matriceA :

ad(2 - Al de{zl -A]= ﬁ(z—/}i)

[ZI _A]_l ) del[zl —A] =

ad[M ] est la matrice adjointe dM |, obtenue a partir de la matri€8 des cofacteurs :ad[M ] = CT
del[M ] représente le déterminant de la matdvk . M est le nombre de poles dkd (Z)
Les modes du systeme (RI des sous-systemes d#rasru ler ordre) s’obtiennent & partir despdkela FT.

Le régime permanent s’obtient en faisant terkire oo . Pour la réponse indicielle , on a :

[r,p (k)] = kIimoo[l’ (k)] =H(@) pour un systéme stablegystéme dont les modes sont évanescents).
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2.8. Matrice de changement d’Etat

La Représentation d’Etat d’'un systéme n’étantységue, on peut définir un nouvel Etat du systémaeé X(K) ,

et obtenu a partir de I'ancien Eta(k) par la transformatioiX(K) = P [X(K) ot P est une matrice réguliére

(P ORM™N ). onadonc:x(k) =P ™ [X(K) etles Représentations d’Etat équivalentes :

{x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) t f(k +1) = AR(K) +Bu(K)

e A A
y(k) =Cx(k) + Du(Kk) y(k) = CR(k) + Du(k)
_ -1 — -1

L’ancienne Représentation d’Et{'{X(k +1) = Ax(k) +Bu(k) devient P Ix(k+1)= AP TX(k) + Bu(k)
y(k) =Cx(k) + Du(Kk) y(k) =CP™X(k) + Du(Kk)

sot A=PAP* B=PB C=CP* D=D
Les 2 systemes ainsi représentés sont équivateess;a-dire gu’ils ont méme Rl et FT, et la nzgrde transition
d’Etat est donnée par : ®(k,0) = Pd(k,0)P™.

2.9. Stabilité

Un systéme causal stable est tel que si(Ri) vérifie : I1im h(k) =0 soit

lim [h(k)] = lim CA**B +DJ(k) = lim A*

En fréquence, cette condition s’écrit : tousgékes de la FTH (Z) ont un module inférieur a 1.

La FT a pour expressiont (2) = C[ZI - A]_lB +D. SoitA, lesm valeurs propres de la matrid¥ :

les poles de la FT étant les valeurs propref\decette condition devient : ‘/1 i‘ <1l Oid[pm.

2.10. Représentation d’Etat de Systémes a TD mods
SYSTEMES DEMOGRAPHIQUES

Elevage d’animaux a TD  Entrée : croisement / aigé U(K) - Sortie : nombres de couplgk)

On observe un élevage d'animaux qui obéit auxsioigantes : chaque mois un couple, s'il estderti
engendre (aprés une gestation d’l mois) 1 coupleeru-né, et cela indéfiniment. Un couple nouveau-
devient fertile au bout d'1 mois et le reste camshent.

La mortalité et le croisement sont supposés neearorr que les nouveaux-nés.

Un nombre de couples(k) < 0 traduit la mortalité (ou la vente !) des casphouveaux-nés(k) > 0
indique un croisement (immigration, introductidarte population extérieure de couples nouveaux-nés)
L'élevage débute au mois numéro 0.

On cherche a déterminer le nombre de coup{k$le k-ieme mois, présents dans I'élevage.
Exemple avec U(K) =9d(K) :

k= fertilité k=1 vieillissement k=2 k=3 k=4
R aE - A &s &s
&s
Q62

y(0)=1 y(1)=1 y@2) =2 y@) =3 y(4) =5
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Soient : f (K) les couples fertiles enn(K) les couples nouveau-nés, au nois

k-1 k

f(k-1
nn(k 2 (b - f(k)

y(k) = y(k =1) + y(k = 2) + u(k)
avec y(k<0)=0

Ona: innk) = (k-1 + u(k)

y(k) = y(k =1) + nn(k) {
f(k) = y(k-

k
En choisissant I'étax (k) = {Xl( ) constitué des composantes :

X, (K)
% (k) = f(k) (couples fertiles) et X,(K) =nn(k) (couples nouveaux-nés)
on peut écrire que I'élevagg(k +1) se compose au moik#1) :
- des couples fertiles el(1), formés d’une part de tous les couples du m@sédent : les anciens

ayant vieilli sans perdre leur féconditéest houveaux-nés I'ayant acquise, et d’autre part du
croisement / mortalité survenu le mois préoédenc rendu fertile :

%, (K +1) =% (K) + %, (k) + u(k)

- des couples nouveaux-nés knl() constitués des enfants des fertiles du moisduoient :

X, (k+1) =% (k)

- et des couples nouveaux-nés de croisemeottalié survenus au moik«1)
soit 1 Y(K) = % (K) + X, (K) + u(k)

On a donc la Représentation d’Etat :

%, (K +1) =X (K) + %, (k) + u(k)

Xl =x09 soit matriciellomentd <+ 9 - E (ﬂx(k) ' {(1)} H(k)
YK) =%, (k) + 5,0+ U w9 =[t 9 rLu)
c'est-a-dire :
{Xy((t; loorouy A E clJ o m eshd o=
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TD 4 ANNEXE. Représentation d'Etat des systémes
1. Calcul de la matrice de transition

- 0 1
Effectuer le calcul de la matrice de transiti@(t,0) = e = Tl:l{[ d —A] 1} avecA = {O 2} par les
différentes méthodes suivantes :

1. Par inversion matricielle directe®t*

2. Par inversion matricielle deeverrieretTL :

Algorithme de_everrierpour l'inversion matricielle symbolique ¢gn(ou en2) :

.[pI—A] —L(p)[N/I(p) avec :

L(p)=p" + a,_, Ff_l +---+ @ p+ @ polyndme e, oun est I'ordre de la matricé\
et M(p)=M _,p"™+M P2+  pM polynéme de matrices
. Les matricedM ; et les coefficients, sont calculés récursivement :
M, =I a,, = —trAM )

M n-2 :AM n-1 +I an—l an—2 = _% tl’é\M n—2)

M n-3 :AM n-2 +| an—2 an—3 = —%tr(AM n—3)

1

M, =AM, + a, a,=-——trpM )
n-1
1

M, =AM , + a, a,=-=trAM )
n

M, =AM ,, Hl a,, i<n-1, M 4

soit : 1 .
a =-——1tr(AM;) isn-1
n-—1I
-Rappel : la tracetr(X) d’une matriceX est la somme des éléments de sa diagonale piiecipa

3. Par développement en série eM = Z:_—'(A'[)I
i I
4. Par l'application du théoréme @ayley-Hamilton
- Calcul des valeurs propre’q de A

- Développement de™ en un nombre fini de termes, égal a 'ordrde la matriceA
5. Par diagonalisation dA :

-SoitA = P AP . Calculer a partir des valeurs propids et des vecteurs
propresV; associés a la matricA , la matrice diagonalisante .

-En déduireA puis e calculer enfine™ = Pe*'P™,

TD 4 Annexe. 1
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2. SLTI a TD - Elevage d’animaux

Elevage d’animaux a TD Entrée : croisement / migéalu(K) - Sortie : nombres de couply$¢k)

On observe un élevage d'animaux qui obéit auxslaigantes : chaque mois un couple, s'il estéerngendre
(aprés une gestation d’1 mois) 1 couple nouveaeingela indéfiniment. Un couple nouveau-né devienile
au bout d'1 mois et le reste constamment.

La mortalité et le croisement sont supposés nearoer que les nouveaux-nés.

Un nombre de coupleg(K) < 0 traduit la mortalité (ou la vente !) des casphouveaux-néu(K) > 0 indique
un croisement (immigration, introduction d'une plgtion extérieure de couples nouveaux-nés).

L'élevage débute au mois numéro O.
On cherche a déterminer le nombre de coup{l$le k-ieme mois, présents dans I'¢levage, auek) = O(K) .

Représentation Externe

1. Donner I'équation aux différences du SLTI.
2. Donner la FT du systéme.

3. Résoudre cette équation par la méthode dealasformée er.
Représentation Interne

4. Donner une Représentation d’Etat du systemenpédélisation directe.
5. Résoudre les équations d’Etat et d 'obsemattaetrouver le résultat de la question 3.

6. Retrouver a partir du modéle d’Etat la FT gsté&me.

3. SLTlIa TC - Pendule simple

Soit un pendule simple de magBesuspendu & un point par une tige sans masse gieclon. L’équation
différentielle non linéaire stationnaire décriventnouvement du pendule par rapport a sa poditiguilibre
6, =0 sécrit :

a(t) +Tgsin6?(t) =0 avec: 6(0)=6,=0 et 90)=0
Si on se limite a de faibles amplitudes pour &sliations du pendule, on a I'équation différelididinéaire :

a(t) +Tgt9(t) =0

- Donner alors une Représentation d’Etat du pensimple et I'expression de la solution issue elitec
représentation.

4. SLTI a TC - Circuit électrique

Exprimer les équations différentielles linéairestionnaires décrivant le fonctionnement d’un corsdeeurC et
d’une selfL sous forme de Représentation d’Etat, donnerdelution et déduire la FT :

(Entrée : tensiomu(t) aux bornes du composant - Sortie : couréh} traversant le composant)

C iy =~ U(E)
C:im=cd-

. _ 410
Lo u(y=Ld

TD 4 Annexe. 2
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5. SLTI a TD - Registre a décalage
Exprimer les équations aux différences linéaitasamnaires décrivant le fonctionnement d’'un regia décalage
a droite 4 bits :[Xl X, X X4] et les écrire sous forme de Représentation d:Etat

- dans le cas d’'un décalage circulaire.
- dans le cas d’'un décalage non circulaire &erde donnée.
(On noterau, I'entrée de donnée a l'instakt du registre a décalage non circulaire).

TD 4 Annexe. 3
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8 ANNEXE. Signaux aléatoires

« Le hasard est souvent la volalge autres »  Alfred Capus

0. INTRODUCTION

On peut dire qu’'un signal aléatoire est une famctiu temps, qui est, contrairement aux signausratistes,
sujette au hasard. Un signal aléatoire n'est gascprévisible.

De plus, on ne dispose pas de I'équation décrisetté fonction (pas d’expression analytique daalg
contrairement aux signaux déterministes dont souaent I'expression analytique directement ou igantification.

Un signal aléatoire ne sera donc pas décrit dganent, mais statistiquement a I'aide de parasdéls que
moyenne, variance ...

Exemples de signaux aléatoires

Consommation d’électricité dans une région dorumé@ur de décembre
P (MégaWatts)

1000

0
2r 4h 6 8r 10t

Roulis d’'un navire, dans un état de mer donnéy pm cap et une vitesse donnés

N

J \/\-y : \/
0
-5° 2s 4s 6s 8s 10s

Signal de parole, issu d’'un microphone
v (milliVolts)

+1mV

0
-1mv

Température sous abri relevée chaque jour a smdin lieu donné pendant le mois de juillet
O (degrés C)

Cours du dollar déterminé en fin de séance jougralia 18 h Lancer d'un dé a 6 faces
C (Francs) Résultat

—I—I—l—l—l_ 6
5F 5 [ IR
4

3 Y- ------”z R S A

21 Erf F
I I I I I t l I I l I I t
Lundi Mardi ~ Mercred Jeud Vendred 1 2 3 4 5 Index du lancer

L'exemple du lancer d’'un dé permet de dire qu’entproir un signal aléatoire comme un signal déit@ste
dépendant de tellement de parameétres qu’une eskpnesnalytique (issue des lois de la mécaniqleeserait pas
envisageable ou, méme si elle pouvait étre obtesmrait moins exploitable qu'une expression digtis a

I'aide de caractéristiques de moyenne, variance ..

8 Annexe. 1
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1. THEORIE DES PROBABILITES
1.1. Définitions

Univers

On définit parS I'ensemble de tous les événements possibles @xpérience donnée.

Exemple

Lancer d'un dé a 6 faces  S= {ZL2,3,4,5 @

Dans cet exemple, chaque événement est géafifia déja une Variable Aléatoire), mais chaque f
du dé aurait pu étre caractérisée par une eoplatot que par un entier.

Evénement

On définit parA ([J S) I'ensemble des événements (issus de cette expé)iagiant des caractéristiques
données.

Exemple
Lancer d’un dé a 6 faces A= {2,4,6} on s'intéresse a la sortie des numéros pairs.

Probabilité

Supposant quéd se produiseM fois lors den expériences identiques et indépendantes ent ete
définit la probabilité de réalisation d& par :

p(A) = lim ™
n- o n

Cette approche expérimentale de la notion deahitité présente un grand intérét pratiguéme si en pratique
on ne peut fairdl 00 , mais la convergence dm/n en fonction del est rapide)et est compatible avec la définition

axiomatique présentée ci-apres.

Probabilité conditionnelle
p(B/ A : probabilité de réalisation dB, si A est réalisé.

1.2. Axiomes des probabilités (Kolmogorov)

Compte tenu des définitions précédentes :

.0sp(A) <1
- p(S) =1
.SIAOS BO § A B0 pA B= A (pB
. p(B/ N:m que I'on note aussi p(An B)/ (A
p(A)
Exemples

Lancer d’'un dé a 6 faces

A={246, B={135 - AnB=0, AOB=S, p(A):p(B):%

A={246, B={6} - p(B/A):%, p(AnB)zé

8 Annexe. 2
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1.3. Théoremes principaux

- p(0) =0

.p(A=1-p(A

. p(A0 B) = p(A) + p(B) - p(An B)

. SiIAOB, p(A) < p(B)

.p(B/ A= B = AetB indépendants

Théoréme de Bayes
SoitS=U B (pariiondeS : B n B, =0, Ui# ] et p(B)>0 0i)
i=1

(A= HAB) B
p(B/ A= mp(A/ B)H8) 1<j<m

> P(AB) H(B)

2. VARIABLES ALEATOIRES (VA)

2.1. Définitions
Considérons un phénoméne aléatoire tel quantetad’une fléchette sur une cible par un joueeanbi
défini.
Le résultat d’'un essai peut étre traduit pacauple de nombres réels (coordonn&esy du point
d’'impact). C'est la quantification des événements

Pour simplifier, considérons d’abord un seul dgecoordonnées, soi I'écart par rapport a 'axe médian
(= vertical passant par le centre) de la cible.

Supposons que le joueur effectieessais identiques et indépendants.

Concréetement, le terme « identique » signifie guprbbabilité d’atteindre une région quelconquendende
la cible reste identique d’un essai a I'autre ifleur ne s’améliore pas au cours des essais, méonelitions
de lancer ...), et I'indépendance suppose quesldtet d'un essai n'influe pas sur les suivantsifeir ne
tient pas compte des résultats précédents powtadied'éventuelles corrections !).

Notons{ Xis Xy ye, )%} le résultat de) essais# épreuves, réalisations, tirages, expériences ...).
X1, %, ,00+, X, sont des Variables Aléatoires et I'on dit que @et sles réalisations indépendantes d’une
Variable Aléatoire réelle que I'on noterd .

Les Variables Aléatoires sont susceptibles destitoier des modéles convenables pour divers phémesn
réels. X n'étant pas, dans notre exemple, a valeurs descrda variables aléatoire est dite continue.

On veillera a ne pas confonddé qui représente le phénoméne aléatoire proprenitefétodrt aléatoire du
point d'impact, dans cet exemple) avec la rétdinaffectivement observé® lors d'un essai donné.

Une Variable AléatoireX est complétement caractérisée si I'on est cagibbtionner la probabilité
d’occurrence d’un événement quelconque défirardinde X .

Ainsi, on note : p( X O[ & H) la probabilité pour que la Variable Aléatoidé (ici écart du point

d’'impact) soit comprise entre les vale@set b.

8 Annexe. 3
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REPRESENTATION NON PARAMETRIQUE

Fonction de répartition

On admettra que la fonctidR (X) , appelédonction de répartitiorde X , définit entiérement la variable
aléatoire X :

[FO9 = p(X= )]

F(X) est une fonction monotone croissante telle gg0) =0 et F(o) =1.

On admettra que {ixl, ) )g} sont les résultats d@ essais indépendants, en(ix) estle
nombre de réalisations telles ge< X, ona:
. N(X
F(x) = lim nx)
n- o n

n(Xx
Le rapport (3 représente l&réquence relativele événement considéré(< X).

n(Xx
Tant quen reste fini, les rapportsQ obtenus lors de plusieurs séries d’expériencemcliss n'ont
n

aucune raison d’'étre strictement égaux, maisoifsvergent tous vers la méme valeur lorsuéend vers
Pinfini.
Densité de probabilité

On appellaensité de probabilitéa dérivée f (X) de la fonction de répartitiofr (X) .

dF(x) « Inversement » F(X) = I f(u) du
dx

—00

f(x) =

f (X) est une fonction positive dont 'amplitude en amagoint est proportionnelle & la concentration
(densité) des réalisations qu’'on y observe surambre - a la limite - infini d’'expériences (c’est
I"histogrammaedes statisticiens).

V A Continues

Si X peut prendre un nombre infini de valeurs (exemdgléangle par rapport & I'horizontale d’une
aiguille lancée au solX est alors une Variable Aléatoire continue: ('arale deX n’est pas quantifiée)

VA Continue

F(X)
i o

| X
0 1
f(x) |

1 X
o‘ ! S
S A Réalisations de x

\ Centre de la cible dans I'exemple du tireur
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On établit aisément :
P(% < X< %)= Fx) - A= (9 du
p(xs X< x+dy = K x+ dx- I{1)<= t x dx

V A Discrétes

Si X ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeys(exemple du dé) X est alors une Variable
Aléatoire discrete (lamplitude dé est quantifiée) et, notarp(x ) = p( X= X),ona:

F(x) = z p(%) M (x= %) avec: [(X) : échelon unité
f(x)= z p(%)o( x= X) avec: O(X) : delta discret (symbole de kronecker)

VA Discréte - Exemple du lancer d'un dé a 6gace

EEEEEEY

De méme que la fonction de répartitibr(X) , la densité de probabilitd (X) définit totalement la
VA X et sa représentation graphique constitue un mengleématiquaeon paramétriquele X .

Il est néanmoins intéressant d’établir verésentation paramétriquse X a l'aide de quelques
parameétres décrivant les principales propriéeéXd

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

2.2. Moyenne, variance, variable gaussienng formale)
Espérance mathématique

On congoit aisément quer@yenngeut apporter des informations, peut-étre pagathais néanmoins
toujours intéressantes sur la Variable Aléatoe

Considérons par exemple réalisations(xl, X5y, )gq) et effectuons lanoyenneX, ainsi définie :
- 1
n i=1

Ici encore, sin reste fini, les moyennes relevées sur différesdees den expériences pourront étre
divergentes, mais si I'on imagine des sériesaliafinité d’expériences, toutes ces moyennes ageve vers
une valeur unique.

Soit E(X) cette valeur, appelé@spérance mathématiguauvaleur moyennde X , oumoment d’ordre 1

E(X) = lim 32)9
n-e N
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Les notations les plus courantes s&{tX), ou X, ou < X >, ou M, ou encorem, .
Il est & noter que I'opérateikz ([) est un opérateur linéaire.

Dans I'exemple du tireur de fléchettes, les geamslX; sont relevées par rapport a I'axe median de la.cib

Si le joueur effectue un tir centré, on &(X) =0.

On dit alors que la Variable Aléatoir est en moyenne nulle, ou qu’elle est une Variatdatoire centrée,
ce qui ne signifie évidemment pas g¥e est toujours nulle.

L'espérance mathématiqecrit aussi :

00

E(X) = I x f( X dx sila VA X est continue

—00

E(X) = z X /%) sila VA X est discréte et prend un nombre fini de valexirs

E(X) = lim Zx -Ilmzxgl Zx (%)

n- o naoo.

Variance

Pour apprécier la dispersion des réalisationsusute la valeur moyenne, on introduit un parametaéstique
appelévariance

Lavariance oumoment d’ordre 2est I'espérance mathématique du carré des artapport a la valeur
moyenne :

sz[( ]—Ilm > (% -m’

n—>oon|1

On a la propriété :

— =2
V=X —X car

-n)|= g -2mxe f= EX-2 e
du fait que I'opérateulE([) est linéaire et quén n’est pas aléatoire :
E[m]=m et E[mZJ =m’

dou: E[(X-m’| = f x]-2m+ = fX]- h= %X

On utilise souvent la grandedr = \/V appeléecart-typeou encoreécart moyerme X , qui présente
I'intérét d’avoir la méme dimension que.

En d’autres termes, on est en droit d’attendeegrande concentration de réalisatiogsdans l'intervalle

[m— g, m+ U] .
La variances’écrit aussi :

E(X-m®= .[ (x— m? f( ¥ dx silaVA X estcontinue

E(X-m?= Z (% - m* B X) sila VA X est discréte et prend un nombre fini de valexirs
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Moment d’ordren
On généralise les parametres moments d’ordrad’bedre 2 que sont la moyenne et la variance amemb
d’'ordren:

E(X-m" = I (x=m" { X dx Moment centré d’ordré de la VA X continue

E(X-m" = z (x—m" X))  Momentcentré d'ordrél de la VA X discréte de valeur,
J
Moyenne et variance, ou moments d’ordre 1 ebB8stituent 2 paramétres statistiquesXequi, en général,

ne suffisent pas a représenter complétement laMarAléatoire X .

En effet, imaginons un joueur affecté d'un défaett commun qui consiste a concentrer involontareraes
impacts en 2 points diamétralement opposés délka:c

[9) [9)
T
IR X

Moyenne et variance ne suffisent donc pas améenitierement une Variable Aléatoidé quelconque.

Néanmoins, si on se limite a déariables Aléatoires « normales a2u sens intuitif du terme, c’est-a-dire
concentrées autour de la valeur moyenne avecrnobalplité de réalisation d’autant plus faible doa
s’écarte de cette valeur moyenne (cf. figure &isds), on congoit que :

moyenne et variance (ou écart-type) constituentne description suffisante

Ceci entraine la conséquence suivante :

On a vu précédemment que la densité de protabil{tx) (ou la fonction de répartition) caractérise
totalement la Variable Aléatoir&X .

Dans le cas ou il est possible de faire I'hypsthgue f (X) peut étre décrit analytiquement par les 2
paramétresn et 0 de moyenne et écart-type régprésentation paramétriquém, o) pourra
avantageusement se substituegaphe non paramétriquede f (X) .

8 Annexe. 7



Signaux & systémes 8 Annexe. Signaux aléatoires

Loi de probabilité

On vient de voir qu’un cas particulierement intpat est celui des VAormales(= gaussiennésdont la
densité de probabilitdf (X) est donnée par :

1 _}(Lm)z
f(x)=—F—e? ? dont le graphe est la célébre courbe en « cloche
o~N2m
f(x)
i
o2 1
| 1 X
0 m 4

Les VA gaussiennes constituent un modéle mathéueatonvenable pour beaucoup de phénomenes aéatoi
réels; en particulier, chaque fois qu’'un phénom@mé étre considéré comme la résultante d’'un gnantbre
de causes aléatoires indépendantes, on peut prégumce phénoméne est gausdiedofeme central limije

On peut retenir le tableau de probabilités suivan
. p(X-m>0)=22%
. p(X-m>20)=5%
. p( X -m>30)=03%
. p(| X = n'b> 40) = 0.0063%
Ces résultats font apparaitre que la probalmbigr qu'une réalisation d’'une VA gaussienne s'écdg sa

valeur moyenne de plus de 2 ou 3 écarts-typgsraiuement nulle. On dit encore que l'intervalée
confiance a 9% est égal MM+ 20 .

D’une maniére générale, pour toute loi de prdiiébon a linégalité de Tchebychev
2

p(|x—n¢>/1)sj—2, 0A>0

Parmi les principales lois de probabilité, ontp@ter aussi les lois de probabilii@iforme deRayleigh de
Laplace ou encore celle dgauchy:

f(x)= K f(x)=xe 2 =l 1
( ) ( ) f (X) e f (X) — 1 >
+X
X X \ X \ X
Loi uniforme Loi de Rayleigh Loi de Laplace Loi de Cauchy

Ces lois de probabilités permettent d’établitian entre un phénomeéne réel et sa modélisationpaivA,
lien difficile & établir sauf si I'on imagine lapsibilité d'une infinité d’essais.

8 Annexe. 8
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2.3. Systéme de Variables Aléatoires. Covariance

Si I'on considére a nouveau I'exemple du tir d'fiéehette et si I'on s’'intéresse maintenant atesys des 2
VA X etY définies par 'abscisse et 'ordonnée du pointgiact par rapport au centre de la cible.

Les résultats d’'une série die expériences seront alors constitués par un ensatebtouples :
{(Xl’ yl)'(XZ! yz) e ’( X, y])}
REPRESENTATION NON PARAMETRIQUE

Pour représenter complétement ce systéemes dd faldrait introduire l&onction de répartition mutuelle
F(x,y)=p(X<x et YY)

ou ladensité de probabilité

9 ’F(x,y)

f(x,y)= Ix0y

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

Ici encore, on peut avantageusement se limiter @ombre restreint de parameétres statistiques :

Moyenne

m, = E( X) = lim %z X (VA X discréte) m, = E(X) = J. x f( R dx (VA X continue)
A L= o

m, = E(Y) = lim %Z y,  (VA'Y discréte) m, = E(Y) = j yf(y dy (VA'Y continue)
n=e Nz oo

Variance

: E(X‘”l)zzllm%i(xi‘”k)z ( X discréte) Vx:E(X—n']()ZZ]z(X— m)? { x dx (X continue)

i=1

<
I

n

, = E(Y- n})z :r|]|pliz (yi - n})2 (Y discréte) v, = E(Y- r@/)Z = ]3 (y- n;J)Z { y dy(Y continue)

i=1

<
I

Pour caractériser l'interdépendance éventuebe2dgA X et Y, on introduit lecoefficient de covariance
Coefficient de covariance

Cy = E[( X-m)( Y- rg)] = llm%i (% - m)(y - n;) (X,Y discrétes)

c, = E[(x— m)( Y- n;)]=jj (x m(y g ¢.x)ydxdy  (X,Y continues)
Ona:C, =V,
Propriétés du coefficient de covariaan/

Reprenons I'exemple du joueur de fléchettesridripil n’y a aucune raison pour qu’un tir tropdt soit
toujours également trop a droite et qu’un tipthas soit toujours trop a gauche (ou l'inverse).

Les produitG(Xi - ”l) et (yi - m/) seront donc tantét positifs, tantdt négatifseat imoyenne sera
nulle, entrainant ainsi un coefficient de covaceC,, nul.

Par contre, si le tir était concentré sur ursggdnale, il apparaitrait un coef“ficieﬁ;y non nul traduisant

une certaine corrélation entre les \ et Y.

8 Annexe. 9
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Coefficient de corrélation

On définit un parameétre sans dimension voisicakfficient de covariance appeiéefficient de
corrélationde 2 VA X etY et donné par :

Considérons les 2 cas extrémes :
-lesVA X etY sontindépendantes p,, =0
-les VA X etY sont entiérememtépendantes
Par exemple, tous les impacts se retrouseraur la méme droitey = ax.
Si on suppose les moyenr&s et m, nulles, on a :

Cy=E(XV)=af X)=ay e Vv, =EY)=a&HX)=4dy dou:

Py = av. =2 -4 (+ selon le signe da) soit . ‘,OXy
Jaiv v, Wa’

Dans les cas intermédiaires, on a plus généeslerr1l< o, < 1.

£

droite déterminée :

=1.

sera d’autant plus proche de 1 que les réalisatier{ X,Y) seront plus concentrées autour d’'une

y y y y
.
o 00 o 4
o
OO © og ogoo 0800 g”
o q o o o 00 o
05 o o x P2 80 X ogoo x o X
O 0|0 O 007, n
8880 .
o °o0o0lo Po o2 9 oP
o o Sje Ogo y
o g
p =0 p =07 p =-0.9 p=1

Ici encore, on admettra que les paramefigs M, , V, , V, etC, constituent une description
suffisante d’un couple de VAX,Y). (Ce sont les moments d’ordre 1 et 2 du coupAlg( X,Y) et ils

constituent d'ailleurs une description complétesile cas d'un couple gaussien).
Combinaison linéaire de Variables Aléatoires

Il est a noter que si I'on définit une nouvell& Yomme une combinaison linéaire de VA donnéesylesients
du ler et du 2nd ordre de la nouvelle VA sont fiamcseulement des moments du ler et du 2nd oelré&/é
données.

Ceci justifie le fait que moyenne et varianceamance constituent une représentation suffisanie pne
majorité de VA.

Par exemple, si I'on définit la VAZ comme fonction linéaire des VX etY,soit: Z=aX+bY+d
(ce qui signifie que s{(xl, yl),- . ,( X, y) .o } constitue un ensemble de réalisations du co(lkﬂeY) ,
les réalisation{zl,---, z,---} delaVAZ sontégalesa: z = ax + by+ o

les moyenne et variand®, etV, de Z se calculent a partir des moments du ler et dwgie de X et
Y, quelle que soit la fonction de répartitién(X, y) .

8 Annexe. 10
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La moyenneM, de la VA Z est donnée par :

mZ:E(Z)IIim%Zn:LZIim%(aZn:)g+bzn:y+ndj = m, = am + b+ (
AR L= n-e i=1 i=1

La varianceV, delaVAZ s'écrit:

v, = El(z- m)’]= E{{ dX-m+ bY¥ Q)}Z]: [E’a x i+ %0~ yh+2 (ab-X )fn-Y)m

- v, =a’v + by +2abg,

Systeme de Variables Aléatoires
On peut généraliser ces résultats au cas d'u@msgsd’un nombre quelconque de VA.
Soit{ Xy Xyymee,y Xn} un systéme dé VA. On note vectoriellement :
Xy

On définit le vecteuvaleur moyenne
Xo| [E(X) | |m,

X E(X
m,=E(X)=E| *|= (X2 m*

X, LECX)S My

et on introduit la notation destinée a allégsrderitures :

X°=X-m, X0 =X, -m,

La variance et la covariance des différentes amaptes deX peuvent étre réunies en une matrice dite
matrice des variances-covariances

V, G Gy )(102 XOX2 o X0 XO X
oo 2 O
Cc = szxl sz Cxps - C = nglo XS Xg X? :E( X2 [xlo XS XO])
2
Cox G 7 Yy Xr?xlo Xr? X; Xr? xr?

soit : Cw = E(XOXOT)

m, et C, sontles moments d’ordre 1 et 2 du Vecteur Aléatef .
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Combinaison linéaire de Vecteurs Aléatoires

On peut alors généraliser le calcul des momeats@ 1 et 2 d’'une fonction linéaire de Variabfdéatoires.

Soit le Vecteur Aléatoire combinaison linéaire: Y = ATX +b

Le calcul dem, et C  connaissanA , b, m, et C,, conduita:

m, = E(Y) =E(ATX+b) =ATE(X) +b . |m,=ATm, +b

Il en résulte que :

T T T
YO=AT(X-m)=ATX" . C, =E(Y°Y®)=E(ATX°X" A) = ATE(X°X")A

. |C,=ATC,A

Cette relation illustre une propriété générale matrices des variances-covariances :
Soit une Variable aléatoire scalaire combinalgtéaire :

Y=aX+aX+-+aX - Y=[a,a,alX=a"X

La variance def s’écrit :

Ic %l-a7c a

XX XX

v,=C,, :[al,az,m,a

n

a

n

CommeV, estnon négatif quels que soient les coefﬁciéags a,, -, an) , il en résulte qu’'une matrice de
variance-covariance est toujours définie non négdélle est également par définition méme).

Considérons alors une matrice de variance-cavegide dimension 2 :

Vxl Cxlxz
CXZXI sz
Cette matrice étant non négative, son détermistrpositif ou nul :v, V, = ¢, G , = V, V, — éaxz >0

- pilxz =—2%_<1. Onretrouve le fait gu'un coefficient de cortéa est toujours 1 en valeur absolue.
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3. SIGNAUX ALEATOIRES

3.1. Caractéristiques statistiques

Dans les exemples de signaux aléatoires donniésreduction (§ 0.), on a représenté des fonctig(k) dont
chacune n’est en fait qu’une réalisation parigeel notéex, (t) d’un processus aléatoirX (t) .

(On utilise la notationX; (t) méme si précédemment elle a indiqué une valearédésdex(t) et ici une
réalisation particuliere).

En supposant qu'il soit possible de répéter chapérience une infinité de fois dans les mémaditions, on
obtiendrait une infinité de réalisations (t) qui permettraient de déduire toutes les caratiguiss
statistiques du processus aléatoXet) .

Ainsi, le relevé des températures sous abri ahgmur a midi en un lieu donné pour un grand nonalere
mois de juillet permet d’obtenir la moyenne jouigr@ et sa dispersion (variance) ainsi que lesudaaces
qui fournissent des informations sur I'évolutiawipable des températures d’'une journée a l'autre.

Température sous abri relevée chaque jour a emdiin lieu donné pendant plusieurs mois de juillet
O (degrés C)

B0°C —{ el g 1 1 e b b 0
I R AR - A A N A B = R B R A A A AR R A « Relevés de différentes années
ﬂeo?\\\o\\\\\o\\\\\\\quuw\u\ o
g;hm\\’\OD\\E‘O\\\\\\O\O\‘\\\Q\\
Pyl 101 g0 0 g0 0801 000
ZOOCi\\\\DD\5.\Do\5?QOD\O\D\ﬁQ¢DPPQ' ; t
R SN IR [ =T == A I ST L . . -
\\\E(‘)\\\\o\::\\\\09\:\\\\001:\\ (k-iéme jour de juillet)
R I N I I I A
1 5 10 15 20 25 30

Processus aléatoire
Processus aléatoire a Temps Discret
En effet, si on noté, le K-iéme jour de juillet, etX (t, ) la Variable Aléatoire que constituetempérature
du K -igme jour de juilleton est ainsi en présence djocessus aléatoire & Temps Dis¢rEest-a-dire un
systéme dé1 = 31 Variables AIéatoire%X(tl), X(t,),--, X(t, )} pour lequel on peut définir :

.les moyennes d¥(t,) :  m(t,) = E[X(l‘k)] k=1,--,n
. les covariance deX(t,) :  c(t,,t,) = E[ X°(t) XO(Lﬂ)] k=%1---,n m=1.--,n

.les variances deX(t, ) :  c(t.,t,)= E[ on(tk)]z t)=oc?(t) k=1-,n

Processus aléatoire a Temps Continu
Pour les signaux aléatoires & Temps Confipuprend une infinité de valeurs et on a alors :

. la moyenne deX(t): m(t) = E[ X( t)]
. la covariance deX (t) : c(t,7) = E[ X°(1) XO(T)]
.lavariance deX (t) :  c(t,t) = E[ on(t)] =) =0?t) (=covariance pour = t)
La fonction aléatoireX (t) est donc définie par la connaissance de la fometideur moyennean(t) et
par celle de la fonction de covarianeét, 7) pour toutes les valeurs deet 7 .
La fonction de covariance(t, 7) renseigne sur la vitesse de variation du signal.

X(t)
m(t) + o (1)

/ t

0 m(t)
m(t) —o (1)
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Les fonctionsm(t) £ o(t) (valeur moyennnet écart-type) sont intéressantes car c’est entr@ ces
fonctions que I'on est en droit d’attendre laspfrande concentration de réalisatioqit) .

La 3éme caractéristique statistique de covagi@{t, 7) est plus difficile a visualiser en tant que foanti

de 2 variables, sauf si, comme c’est souvenade @n est en présence de phénoménes stationzadpes!
cas la covariance est seulement fonction d’uniavier c(t, 7) = c(t).

3.2. Stationnarité

Un processus aléatoire est stationnaire si sgaatéristiques statistiques sont indépendantelfdegine
des temps.

La conséquence de cette définition est que :
Processus aléatoire stationnaire a Temps Discret
. les moyennes dX (t, ) : m(t,) = E[ X( I‘k)] deviennent :
m=E X({)]= § X )] = €
. les covariances dX (t,) : c(t,,t,) = E[ X°(t) X°( Tm)] deviennent :

c(t,,t,)=c(t, —tt —t) Ot. En particulier, pout =t,, d’ou:
c(t.,t,) =c(0,t, —t,)=0d0,7) enposant =t —t,

On note alors la fonction de covariare{, 7) devenue d’'une seule variable ga(7) = c(0,7)
@(7) est appeléonction de corrélation

Fonction de corrélation

#(1) = E[X°(1,) X°(t, + 7)| = nligrgo%zxi°<tp)x°(t,,+r> Ot,| realisations)

i=1

. En toute rigueur, cette dénomination neraiég’'appliquer qu’a la fonction :

¢(7)

¢(0)

déja rencontrée (8 2.3.) sous forme de aoefft de corrélation de 2 Variables Aléatoires.
L'usage est néanmoins d’appeler fonctionareéation aussi bie@(7) que o(7) .

(1) =

Processus aléatoire stationnaire a Temps Continu
.lamoyenne deX(t): m(t) = E[ X( t)] devient: m= E[ X( t)] = C°
. la covariance deX (t): c(t,8) = E[ XO(t) X°(t9)] devient@(r) = c(0,7) en posantt = -t

Fonction de corrélation

é(1) = E[x°(t) XO(t+ r)] = im 2—1T_jTTx°(t)x°(t+ 7) dt

Propriétés de la fonction de corrélatigh(7)

.9(0) =v . variance du signal

.@(1) =¢(-1) : lafonction de corrélation est paire. En effgh(—7) = E[ XO(t) X°(t- T)]
ou, enposant =7 =t': ¢(-7) = E[ XO(t' +71) Xo(t')] =¢(7).

. Si X(t) estindépendant dX(t + 7) lorsque7 — o, alors @¢(7) — O lorsque7 — 0.

. |¢(T)| <@(0) : cecivient du fait que le coefficient de coatédn O(T) est, en valeur absolue 1.
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Compte tenu de ces remarques, une allure tygiqueune fonction de corrélation est la suivante :

#(1)

NEVA N\,
NN/
Relations entre la fonction de corrélatigh(7) et la rapidité du signal

Considérons diverses réalisatiog{t) d’un signal aléatoireX (t) et 2 instantd ett +7 :

Il apparait ainsi que, pour un méme intervadleéempsT , la fonction de corrélatiog(7) décroit
d’autant plus rapidement que le signélt) est rapide, du fait d’une corrélation moins impate entre
les réalisations aux 2 instartsett + 7 (un signal rapide « voit » un grand) :

Signal X(t) lent #(1)
i i t |:> ~— 0‘ N—" r
7% X, (1)
1 | X, (1)
t t+r
Signal X(t) rapide ﬁ ¢(7)
3 | e iy r
! ‘ X, (1)
| | X (1)
t t+7

3.3. Ergodicité

Jusqu’ici, nous avons défini par ce qu'on appe#lsmoyennes statistiqu¢s moyennes d’ensemblaoyennes
dans I'espace La détermination expérimentale des caractéristcptatistiques doit étre faite par des
moyennes sur un nombre a la limite infini de &&lons indépendantes.

Cependant, si on considére une seule réalisétioaut se faire qu’on puisse admettre que lefgdifites
portions de ce signal sont indépendantes, et quiisse ainsi obtenir les valeurs moyennes statiss par des
moyennes dans le temgffectuées sur un seul échantillon de réalisatmmt la durée serait a la limite
infiniment grande. Lérgodicitéreprésente la propriétéédjalitéentremoyennes statistiquettemporelle

L’ergodicité est une propriété intéressante earchractéristiques d'un processus aléatoire siofint a partir
d’'une seule expérience, de durée suffisammentgrau lieu d’exiger la connaissance d’un trésdyraambre
d’échantillons.

Exemple : Bruit de fond d’'un amplificateur dan®wenceinte a 25 °C avec entrée court-circuitée

En négligeant le vieillissement des composani&adwlificateur, on peut faire I'hypothése de Eiaharité.
Soit I'expérience qui consiste mettre I'amplifiear sous tension chaque matina 8 h :
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puv
t
8h
uv
t
8h
I\
M“%M‘&WAWWM—ML% t
8h
Bruit de fond de I'amplificate!
Négligeons le temps d'échauffement de 'amplifice et supposons que le bruit de fond soit suffraant
rapide pour qu’'une durée d'observation de queltpeeses puisse étre considérée comme infinie.

On peut alors penser qu'il N’y a pas de raisamr ppie lesnoyennes temporellesfectuées un jour donné
soient différentes demoyennes statistiqués moyennes d’ensembleffectuées sur les tensions relevées a des
heures déterminées un grand nombre de joursdiff&rCeci constitue I'hypothéseedjodicité

En revanche, si au lieu de considérer le brufbdd pour un amplificateur donné a des jours tkifiés, on
envisage le bruit de fond pour un ensemble d'diopteurs, on a alors une série d'essais qui nsfeat pas
I'ergodicité, car des amplificateurs méme idergigjont leurs composants qui présentent une certaine
dispersion de leurs caractéristiques.

En faisant alors une moyenne temporelle surdé de fond observé pour un amplificateur donnénen
retrouvera pas la moyenne statistique de I'enseihbs amplificateurs, méme avec une trés granae dur
d’observation.

Moyenne d’un processus aléatoi?é(t) stationnaire ergodique
Si un processusX (t) est stationnaire et ergodique, on obtient sa vateyennem = E[ X( t)] ,
indifféeremment a partir d@ réalisations, ou a partir d’'une réalisation gattére (de par I'ergodicité)
X(t) (processus a Temps Contifu¥(t, ) (processus & Temps Disceppr les 2 expressions suivantes :
(la stationnarité fait quen(t) = C* = met I'ergodicité autorise indifféremment les 2 eegsions dem :)

ProcessusX (t) (discret ou continu, donc de réalisations quantifi€ées ou non) a TD

n .
m= lim }Z x(t) Oi (moyenne temporelle daiinstants sur 1 seule réalisatioh
Sl =]
n
m= lim }Z X (t,) Om (moyenne statistique sréalisations a un instant,, donné)
N NG

ProcessusX (t) (discret ou continu, donc de réalisatiois quantifiées ou non) a TC
T T .
m= lim LJ‘ x (1) dt = lim EI x(fdt Oi (moyenne temporelle sur 1 seule réalisatjon
Tow 2T 2 Tow T

n

m= lim EZ X (t) Ot (moyenne statistique saréalisations a un instaritdonné
"o NG

Fonction de corrélation d’'un processus aléatoi¥(t) stationnaire ergodique
@(1) = E[ XO (1) XO(t+ r)] est obtenue par :
(la stationnarité fait que(t,d) = @¢(7) et 'ergodicité autorise indifféremment les 2 esgmions dep(7) :)

ProcessusX (t) (discret ou continu, donc de réalisatiois quantifiées ou non) a TD

n .
#(1) = lim 1 X(t)x°(t, + 1) Oi (somme temporelle strinstants sur 1 seule réalisatidp
nee Ny
R L - S . .
#(1) = l'f'l HZ xX(t )Xt +7) Om (somme statistique sfrréalisations & un instant, )
k=1

ProcessusX (t) (discret ou continu, donc de réalisations quantifiées ou non) a TC

T
#(7) = lim ij () x°(t+7)dt Oi (somme temporelle sur 1 seule réalisatipn
Tow 2T 2

@(7) = lim 1 xg(t) XE(H n Ot (somme statistique srréalisations a un instart)
n-o N

n
k=1
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Stationnarité et ergodicité
La stationnarité et I'ergodicité sont deux prégés qui ne s'impliquent pas I'une l'autre.
Par exemple, une constante aléatoire est unlsiateonnaire non ergodique :

X(t)
o3t

0

X, (1)
t

0

La stationnarité de ce processus va de soi, ceasggnal n’est pas ergodique car la connaissdnoce d
réalisation particulierex(t) méme depuid = —co jusqu'at = +o0 ne permet en aucune fagon d’en déduire

la valeur moyenne :
n

m= lim %z X (1)

i=1
Inversement, on va voir (8 3.4.) qu’'processus de Wienest ergodique mais non stationnaire.

Néanmoins, on souhaitera généralement avoir tamémnent les 2 propriétés de stationnarité et dtioié.

Sous ces 2 hypothéses, un processus aléatosefisamment défini par sa valeur moyeriieet sa fonction
d’'autocorrélation@(7) .

Sauf indication contraire, on supposera toujparsla suite que les processus considérés soarstaires et
ergodiques.

3.4. Signaux fondamentaux : bruit de Wiener et brit blanc

Le bruit de Wiener et le bruit blanc sont auwxnsigx aléatoires ce que sont I'échelon et 'impuisie Dirac
aux signaux déterministes.

3.4.1. Signal de Wiener

Le signal de WieneWW(t) constitue le modéle mathématique de nombreux phénes aléatoires réels

dont le plus caractéristique est le mouvementBien € mouvement d’'une particule dans un fluide
homogeéne sous la seule influence de I'agitatienntique).

Si I'on considére le mouvement selon un seuj eargorenant pour origine le point de départ dealdicule,
diverses réalisations du mouvement prennentlig@ea suivantes :

w (1)
w, (1)
w()
f
0
W\/\/ﬁm

Les relations suivantes constituent la définitieathématique du signal de Wien&f(t) dont le paramétre
Q constitue le paramétre statistique :

- La particule nayant pas plus de raison ddisger dans le sens positif que négatif, on a :

lim%i w(t)=0 soit: |m(t)=EWY)=0| @

i=1
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- Les impulsions regues pendant un intervatléetnps(t,t + &) sont complétement indépendantes des
impulsions regues pendant un autre interv&léei se traduit par I'indépendance des accroieatm

E[(W(L) -WD)(WH-W)=0 s tst<stisd @

- La stationnarité des accroissements indigueela variance d’un accroissement\8Kt) pendant un
intervalle de temp# n’est fonction que dé :

(W0 -W)|= qo| @

E

- Du fait queW(0) = 0, on peut écrire :

W(nd) =[W6) - WO)] +[ W28) - WE)|+--+[ W &) - W +D6)]

les accroissements étant indépendants, ianezr de la somme est égale a la somme des vagiance

E(Wz( nH)) = n6) ou encore, en écrivabt= NG : E(Wz(t)) = tQ(:) soit en notant

-29. EW(9)=1q @

Au regard de sa variance fonctiontdeon observe que le processus de Widhit) est non stationnaire.

Calculons sa fonction de covariancét, T) = E(W( f) V\(T)) ;

En se plagant dans le cas< 7, on a du fait quaV(0) =0 :
c(t,r) = E{[W( - V\(O)][ W j- WO —( W )t \N’))]} qui donne, puisque les
accroissementdV/(t) —W(0) et W(t) —W(7) sont indépendants ¢(t,7) = E(W2 ( t)) = tQ.

Dans le cas général, onadonc: [C(t,7) =QInf (t,7)| (5)

Bien que non stationnaire, le processus de W) est ergodique car on peut obtenir son paramétre
caractéristiqguéQ en faisant une moyenne dans le temps :

T
Q= TIim %j —; (W(t +6) - W t))2 dt ot w(t) représente une réalisation particulierelét) .
— 00 0

3.4.2. Séquence indépendante. Bruit blanc

Séquence indépendante - Bruit Blanc a Tempgéisc
Un processus aléatoire discret fondamentdégsbcessus séquence indépendante unitaireow
Bruit Blanc a Temps Discr,ematé{An} et défini par les propriétés :
Moyenne
Elle est nulle (signal centré) :  E(A,) =0
Variance

Elle est unitaire : E(A%)=1

Fonction d’autocorrélation
Elle estnulledd n # m: E(A,A)=0,, = (E(A,A,)=0 On#n

8 Annexe. 18
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Réalisation de A,

? [Pl o TTn

B

—o
o

Bruit Blanc
LeBruit Blancest en quelque sorte la source élémentaire dechpsar les processus a Temps Continu.

Le termeBruit Blanca été choisi par analogie avec celui de lumiéredbla pour exprimer que toutes
les fréquences y sont représentées avec la p@iseance, comme pour les sept couleurs fondanesntal
(rouge, orange, jaune, vert, bleu, indigo, vioegmposant la lumiére blanche.

On définit leBruit Blancunitaire B(t) comme un signal stationnaire centeéde moyenneE( B(t))
nulle) dont la fonction d’autocorrélatigh,, (7) est une impulsion de Dirac :

E(B(t)) =0

$.(1) = E[B(D) B(t+1)] = &(7)
Il en résulte que la variance Buwit Blancest infinie: V= E[ Bz(t)] =0(0) = o0
LeBruit Blancconstitue donc une idéalisation d’'un signal réel.

De méme qu’on a pu définir, pour les signauedginistes, I'impulsion de Dirac comme la dériee
I'échelon unité, on peut exprimerBeuit Blanccomme la dérivée du processus de WidAKt) .

W(t+dt) - W)
dt '

En effet, soit le signal :D(t) =

CommeE(W( t)) =0,0na E( D(t)) =0.

Le calcul de la fonction de corrélatigh(7) = E[ D(t) D(t + T)] est immédiat d’apreés (2) et (5) :

¢(T):%(1— éj pour |7] < dt et: ¢(1) =0 pour |7] >dt
#(7)
Q
dt
T
Sdt o dt

ce qui traduit le fait que Rruit Blanc B(t) est la dérivée du bruit de Wiend/(t) .
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4. SPECTRES
On a déja établi la notion de spectad€composition en fréquence) d’un signal lors dapdine sur les
Représentations Fréquentielles des signaux.
Notamment, a I'aide des relations de Parsevatdesr Représentation Temporelle et Fréquentielleadeier :

- pour un signal déterministe périodigét) de périodeT , on a exprimé la puissance moyenne:

1 o+ — 1 pto+T 2 o )
== X(t). x(1).dt== X(t) .dt araide du Th. de Parseval: P = X
=], XO-x(0.dt= = [ x(t) 2%
ou{ Xk} représente la suite des coefficients de Fouriex(dg .
CommeP exprime une puissanc}?),(k|2 constitue un spectre de puissance et est apgeisité Spectrale

de Puissance (DSH signal X(t) .
- pour un signal déterministe non périodigkit) de carré sommablq'? ‘x(t)‘zdt < ), 0N a exprimé I'énergie:
E =J. |X(t)|2dt a l'aide du Th. de ParsevdE = .[ |X(I/)|2 dv (:21.[00 \X(a))\zda)) (@ =2mv)
—00 —00 JTY—
ou X (V) représente la Transformée de FourleF) de X(t) .
CommeE exprime une énergie*a)((l/)|2 constitue un spectre d'énergie et est appelésité Spectrale
d’Energie (DSEYu signalx(t) .

4.1. Cas d'un signal aléatoire

On vient de voir que si I'énergie d’un signal fxsie, celui-ci possede un spectre d’énergie (DSHE) n’en est
pas ainsi, il faut diviser I'énergie par le tengb®xprimer la puissance du signal, qui aura dongpectre de

puissance (DSP).
C’est le cas des signaux aléatoires stationnanggzdiques pour lesquels on a en général :

E=[ [ dt=co
Dans ces conditions, on définitaissance
. 17 . 1.7
P=lim —j x(9|*dt = lim —j x2(dt  si X(t) estréel.
T 2T -T T 2T -T
Cette relation exprime égalemenvtaianceV du signal (du fait de I'ergodicité) YV = P.
Le théoreme de Wiener-Khintchine permet de cafdal DSP d’'un signal aléatoire stationnaire ergoeli

4.2. Densité Spectrale de Puissance d'un signa¢atoire stationnaire ergodique - Th. de Wiener-Khitchine

La démonstration procede sur une restriction dignal aléatoire dont la Densité Spectrale esheempar :
) co 2 1 © 2 4
E= j X2 (tydt= j | X v = j | X@)|* do 6) X(t) reel).
—00 —00 2” —00

Soit une réalisatiorx(t) d’un signal aléatoire stationnaire ergodique aetestrictionX; (t) sur l'intervalle
[-T,+T] dont la Transformée de Fourier (de variable= 277V et non de variablé/) est notéeX; (&) :

X(t)
Ml\l T\ / v Q\M WWQM&% t
X (1)

/\/\/\/\/V\'\_/V\v l\v.\vfl\‘ t
A AR T
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D’apres (6), on a :

=1 X2 (t)dt j |x () dew et alalimite,
lim i X (t)dt——j lim —|x ()| dew —j S dv 7)
Tow 2-|- _ T T
CalculonsS(a) :
Ona: X;(w)= .[_TT X; (1) e_lm dt (X; (@) estlaTF (de variablecw = 271v) de X; (t))

X5 (@) = X; (@) DXy (@) = jj x(t) €% x(1) &4 dt df  etdapres(7)

-T-T

Sw) = IIm i jj X (t) X (t,) €' %) dt dt,  soit,enposant =t, et 7=t, —t,:
—T T
T+t T )
S(w) = lim | 2—jx () X (t-7) dte' o =lim _jT¢(r) 6 &  etfinalement:

-T+t

S(w) = TF[¢(T)] =<D(a)) et d'apres (7) :

: 1., 1 g _
lim — _TxT(t)dt—ZTJ'_wdb(w)da)— Y%

T T

ou :
®P() estla DSP dex(t) .
®(a) estlaTF de la fonction d’autocorrélatio@(7) (= ¢@,, (7)) du signalx(t) .
Propriétés de la DSFP(w)
D) =DP(-w) : P(a) estpaire (du fait qu@(7) est paire et d’apres les propriétés dég
. P(w)20 Da

Bruit de Markov du ler ordre

Un exemple type de fonctio® (&) est donné par le bruit de Markov du ler ordrectetion de

corrélation :
p(r)=o'e™
et de DSP :
2aa
®(w) = TF@(7)] = >
2+

¢(T) :UZe—aM (.D( )_ 2a0’22

a’+w
) 202
ag
a
0 r 0 @

Bruit de Markov du ler ordre
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Bruit Blanc

Le Bruit Blanc, dont la fonction de corrélatiest ¢(7) = O(7) a donc pour DSP :
P(a) =TFH(7)] =1
ceci signifie que toutes les fréquences y sgmtésentées avec la méme puissance, ce qui pdemet

retrouver le fait qu’un Bruit Blanc n’est pas plguement réalisable puisque sa puissance (ourisaee)
est infinie.

#(1) = (1) P(a) =1

Bruit Blanc
5. CONCLUSION
Les signaux aléatoires rencontrés le plus souwgdie s'ils ne sont pas rigoureusement gaussiensept étre
caractérisés (représentation paramétrique) ael'd&l3 parametres statistiques :
- la valeur moyennén(t) du signal aléatoireX (t) dont une réalisation est noté¢t) .
- la fonction de covariance(t, 7) du signal, qui renseigne sur la vitesse de vanadu signal.

- la variance ou carré de I'écart-type du signé{t) = o *(t) qui constitue une valeur particuliére de la
fonction de corrélatiog(t,t) et qui détermine le domaine ou I'on est en draittendre la plus grande
concentration de réalisations du signal aléatoire.
Dans le cas ou ces caractéristiques sont indéptagdde I'origine du temps, on a affaire a un digtetionnaire

pour lequel moyenne et variance sont des constagttéa covariance, fonction d’'une seule varigsieappelée
fonction de corrélatiog(7) :

m(t) =m v(t) =v c(t,t+7)=¢(7)
Si de plus, le signal est ergodique, il y a autinformations dans une réalisation particulieuéfisamment longue
du signal, que dans un grand nombre de réalisatiermoindre durée. On a alors :

Cas continu
T

m= lim 1 x(t) dt
Tow 2T .
.

1
é(7) =T||EQOE_jT(x(t) —m)(X t+1) - ) dt #(0) = v
Cas discret

1 n
m=lim — ) x
N 2r]k:z—n “

¢k:|imipi(xp_ )(Xp+k_n) $o=V

Parmi les signaux aléatoires fondamentaux, ororgne le bruit blanc (séquence indépendante dacesleliscret)
signal idéal dont la fonction de corrélatigh{7) est impulsion de Dirad(t) et qui peut étre défini comme la
dérivée d’'un bruit de Wiener, signal réel donreprésentant est le mouvement Brownien.

Comme les signaux déterministes, les signaux atéatpossédent une Représentation Fréquentietler:ym signal a
énergie finie, on définit sa Densité Spectrale @igie (DSE) et s'il s'agit d’un signal a énergiénre, sa Densité
Spectrale de Puissance (DSP) qui est la Transfodeé®urier de la fonction d’autocorrélation dunsig

Comme pour les signaux déterministes, la largedrahde® domaine d’occupation en fréquence) d’un signal
aléatoire est d’autant plus importante que lemtians du signal sont rapides.
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Signal X(t)

Autocorrélation @, (7)

DSPouDSE ®P(w) =TF[@, (7)]

signal peu prédictible

DN

signal lent, assez prédictible

signal rapide, peu prédictible

/0\
)

signal avec une bande de fréquen
dominante

N\ N

ces

signal sinusoidal

\ /N

signal sinusoidal perurbé par ur
bruit a large bande
T

impulsion de Dirac

3(t)

[N

0

DSE
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Signal X(t) Autocorrélation @ () DSPouDSE ®(w) =TF[@,,(7)]

bruit blanc DSP

. o ) 1 '

1 - ]
N
| 0

|

signal constant DSP
1 ' 1 3 )
n 4k 1
w
0
|

signal exponentiel DSE

X(t) = eI (t)

0
0
signal de Gauss-Markov du 1ler |
ordre (systeme du ler ordre excité
par un bruit blanc)
T
a 1
0
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TD 8 ANNEXE. Signaux aléatoires

1. Signal amplifié

Soit M et o ? la valeur moyenne et la variance du signal d’entie I'amplification de gairA.
Déterminer la valeur moyenne et la variance duaiga sortie.

0 0

2. Fonction d’autocovariance et moments

Montrer que la fonction d’autocovariang®, (t,,t,)= E[X °(t,) X °(t2)] = E[{x(t,) -E[X (t,) X t,) - E[X(t,)[}

d'un processus aléatoirX (t) ot X °(t) = X (t) - E[X (t)] désigne le processuX (t) centré, s'écrit en fonction des 2
premiers moments :
RXX (tl’tZ): MXX (tl7t2)_mX (tl)[mX (tZ) OU MXX (tl’tz): E[X(tl)[x(tZ)] et mX (t): E[X(t)]

3. Fonction de covariance et moments

Montrer que la fonction de covariang, (t,.t,) = E[X°(t,) [Y°(t,)] = Ef X (t,) - E[X ()} fv t,) - EY(t,)]] de 2

processus aléatoireX (t) et Y(t) ou X °(t) = X (t) - E[X(t)] désigne le processuX (t) centré, s'écrit en fonction
des 2 premiers moments :
RXY(t17t2): MXY(tl’tZ)_mX (tl)[n-lY(tZ) Ol:l MXY(tl’tZ): E[X(tl) [Y(tZ)] et mX (t): E[X(t)]

4. Estimation - Prédiction

Soit X (t) un signal aléatoire, centré, stationnaire, detfonale corrélationg,, () . On considére une estimation

)A((t +T) de X(t+T), que I'on suppose fonction linéaire a€(t) : )A((t +T)=aX{t)+ [
On appelle (t +T) l'erreur d’estimation suX(t+T) : £(t+T)=X(t+T) - X (t+T)

1) Déterminer le scalaird@ qui satisfait la conditon:  E[¢(t+T)] =0.
2) Déterminer le scalairg qui minimise la variance de I'erreur d’estimatier{t +T) .

TD 8 Annexe. 1
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TP 8 ANNEXE. Signaux aléatoires

1. Génération de signaux aléatoires

Signaux aléatoires par fonction modulo

Une méthode de génération de signaux aléatoine®ifepseudo-aléatoires du fait de la périodidiéé
signaux engendrés) consiste a utiliser la fonatioaulo.

Programmer les séquences aléatoires a distributidorme, de Rayleigh et gaussienne par les oelati

Signal aléatoire a distribution uniforme
Le signalx(n) aléatoire a distribution uniforme est décrit pgin) = A*x(n-1) moduloP
L'initialisation x(0) devant vérifier : &x0)<P

(En indexant l'initialisation sur une horloge maeemple, on a un signal aléatoire générant a chesga une
séquence différente. Sinon la séquence engensirééterministe dans le sens ou I'équation décriearsignal

est analytique, paramétrique).

Ona: Gx(n<P
(Pour avoir 0 «(n) < 1, il suffit de diviser chaque terme de la ségegnarP).

Le signal généré est pseudo-aléatoire car péuedig périod®. Pour ne pas, lorsqueaugmente, retomber
vite sur la méme série de coefficients de la sécpial vaut mieux choisiP grand.

P doit étre un nombre premier pour que le résultainddulo ne soit pas nul.

On pourra prendre par exemple : Xx(0) =100,A =281, P=31357.

Signal aléatoire a distribution de Rayleigh
Le signaly(n) aléatoire a distribution de Rayleigh peut étreenb a partir du signal aléatoxén) a
distribution uniforme : y(n) = 2o Ln[1/x(n)]

o caractérise la dynamique du signal.

On pourra prendre par exemple : o =10.

Signal aléatoire a distribution gaussienne

Le signalw(n) aléatoire & distribution gaussienne peut étrerab# partir des signaux aléatoixés) a
distribution uniforme ey(n) a distribution de Rayleigh :  w(n) = y(n) cos[2rx(n) ]

Signaux aléatoires par fonction OU exclusif

Une autre méthode de génération de signaux aléstoonsiste a utiliser la fonction OU exclusif.

Un échantillon de la séquence aléatoire est codd bits. Le mot de I'échantillor(n+1) de la séquence est
obtenu a partir du mot de I'’échantille¢n) en effectuant un OU exclusif entre les 2 bitphles faible poids
dex(n), et en décalant circulairement vers la droitebiesdu mot : le LSB est perdu, et il rentre lsuléat du
OU exclusif pour nouveau MSB.

Un mot a conventionnellement son MSB a I'extrémech@ et son LSB a I'extréme droite. Le MSB estielb plus fort poids, le LSB celui
de poids le plus faible.

Programmer les séquences aléatoires a distnbutidorme, de Rayleigh et gaussienne par lesioekt

TD 8 Annexe. 2
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9 ANNEXE. Filtrage multicadence

Le filtrage multicadence, encore appelé codageas-bandes, consiste en une décomposition d’umlssgiivant
différentes composantes fréquentielles. Une apmicgpossible est la compression de signal (avee®ede sorte que
les composantes dominantes (de plus forte puissaromient allouer un nombre relatif de bits ddage plus
important.

1. Décomposition en sous-bandes et reconstructioraete

1.1. Analyse et décomposition en bandes de fréquesc

Considérons un signal a TE(t) que I'on cherche a analyser en décomposant setresgea TF)X (V) en N = 2

trames fréquentielles (suite de signaxP(t) |i aveck (1N, etissus dex(t) par fenétrage rectangulaire glissant

=1.N
de X (v), fenétres sans recouvrement et contigiies suteautpport des fréquences) :

Xi(v)=Ng (v) IX(V) avec les plages de fréquences de IargeutiQUeg : B = [E B, I—k B}

X(v)
Mg (V) |4

’\\//"\

—B—E 0 +§ +B
2 2

1.2. Synthése et reconstruction
L’'opération inverse, duale de la décompositionaseconstruction. La premiére étape de la recoaistm est une
phase de filtrage des composantes artificielledyites par la décomposition. La seconde étape stendiadditionner

les différentes composantes issues du filtrage pynthétiser le signal original.

1.3. Algorithme

On s'intéresse ici au cas particulier de la décaitipa binaire d'un signal suN = 2 bandes, la décomposition &
bandes étant obtenue par compositioriois de la décomposition binaire.

Supposons que le contenu fréqueniel du signal X a décomposer a pour support la bande IinﬁtéB, + B] .
1.3.1. Décomposition

Le signal X est appliqué simultanément dans deux filtres PBase(FT H ,(Z) ) et Passe-Haut (FH,(2)) (plus
exactement Passe-Haut avec Modulatidiranslation horizontale du spectigpur donner respectivement les signagxet X,

caractérisés par leurBZ :

Xo(2) = H,(2)X(2)
X,(2) =H,(2X(2)



Signaux & systémes 9 Annexe. Filtrage multicadence

Lors de cette décomposition, on double le nombriitdede codage puisqu’on a, aprés décompositieun dignaux

échantillonnés a la méme fréquence d’échantilloarmage le signal initial (soi2B si on prend la limite minimale
fixée par le théoreme de Shannon).

Cependant, si les filtrages passe-bas et passestatutéglés pour réduire de moitié le contenudeddjel du signalx ,
soit B/2, un taux d’échantillonnag8 suffit pour échantillonneX, et X,. Ceci revient & ne considérer qu’un bit sur

deux des signaux, et X; échantillonnés au tau®B . Cette étape est appeldécimation d’'ordre 2u encoresous-
échantillonnageu enfinexpansion spectralele signalX est ainsi décomposé a nombre de bits constant.

Soient X, et X, les signaux issus de la décimation. On a lesioeafaisant intervenir le$ Z :

11~ -
Xo(@) = [ Xo(2/%) + Xy (-2)]
(voir démonstration en TD)

X,(2) =5 [X,(2) + Xy (-2"2)

Dans une application de compression de signalsajf#éimation interviennent différents algorithmescdmpression
avec perte, appliqués de maniére indépendadg et X, . Ceux-ci peuvent par exemple re-quantifier plus

grossiérement I'un des deux, étre eux-mémes sigvi®mMpression sans perte, etc... pour enfin pplgaés au canal
de transmission.

En sortie de canal, le premier traitement consisippliquer les décodeurs liés aux différents élgoes de
compressions utilisés et ainsi restituer les signgy et X; .

1.3.2. Reconstruction

La reconstruction se fait alors en 3 étapes.

On commence par sur-échantillonner les deux signquet X, : cela revient a insérer un 0 (échantillon nofye 2
échantillons successifs d¢) et X, (étape appeléaterpolation d’ordre 2ou encoresur-échantillonnageu enfin

compression spectrdleOn noteX, et X, les deux signaux obtenus. LeliZ vérifie :

Xo(2) = X,(2%)
X,(2) = X4(2%)

(voir démonstration en TD)

La seconde étape est un filtrage, nécessaireiotarpolation a introduit une partie artificiellams le spectre par
périodicité. Le filtrage deX, et X; est assuré par deux filtres passe-bas (dé=§(z) ) et passe-haut (de FfF,(2))

appliqués simultanément pour donner respectivetasrsignauxy, et Yy, de TZ respectiveY,(2) etY,(2).

La derniére étape consiste a ajouter les signgyet Y, pour reconstruire le signal initiad :
Y=Yty =X

La structure compléte de décomposition-reconstsnatst appeléleanc de codage en sous-bandes
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Passe- Haut )21(2) Xl(z) Xl(Z) X (Z) Passe— Haut

Y,(9
H.@ () iy P oo} 2y (2|
X(2) Décimatior d'ordre 2 Canal Interpolation d'ordre : Y@

Hy@ ) mercly  ploemendl > F2)—{ .2 |

Passe- Bas )A(O(Z) XO(Z) X (Z) XO(Z) Passe- Bas

Y,(2)

On ales relations :

Y(2)=Y,(9 +Yi(9) = %[H (DR (2 +H, (2R, (9]X(2) + %[H o(-2F(2) + H,(-2)F,(9|X(-2)

Il'y a reconstruction exacte, avec un retard@echantillons, soit ¥y, = X
H,(2)F,(2) +H,(9)F,(2) =2Z°
H 0 (—Z) Fo (Z) +H l(—Z) Fl(Z) =0 (Conditiondenon - repliementd"anti - aliasing)

wp Ouencore:Y(2) =2z""X(2)

si et seulement si : {

Un exemple de représentation spectrale illust&tmposition-reconstruction :

Passe- Haut + X (V) X (V) X (V) Y1(V)

M odulation(décalagespectra) —_—>
X(v) Décimatiol d ordre 2 |fﬂefP0|aﬂOn dordre ; Passe- Haut l\ Y()
L L S £ 1_ S \
4 2 4 2 4 2 4
@ ‘

™|

0

Nl»—\

L
4

Passe- Ba\ XO(V) XO(V) )20 (V) YO(V) /
¢ ), x N

——l A >
Décimatiol d'ordre Z /[ Interpolation d'ordre: /\/| Passe- Bas /I
0
1
4

v 0 > v 0 > v 0 > v

N E 1 L
2 2 2 2

£l L 2
4 2 4

2. Filtres en quadrature (QMF) (Quadrature Mirror Filterg

La condition d’anti-repliement :H ;(-2)F,(2) + H,(-2)F,(2) =0 est automatiquement vérifiée si on impose
les relations :

Fo(2) =H,(-2)
{Fl(z) =-Hy(-2)

Il reste alors a résoudre la seconde conditioredenstruction & un retard d@ échantillons prés :

Ho(9)F(2) +H,(9F(2) =2Z°°

Une solution est I'approch@MF (Quadrature Mirror Filter§ consistant a imposer :
H,(2) =H,(-2)
qui introduit une relation de symétriglifror) autour de la fréquenae = 1/4 entre les Réponses Fréquentielles

H,(V) etH, (V).
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La condition qui en découle sur le filtre Passe-Bhg devient :
Ho(2)-Hg(-2)=22°

Cette relation n’admet de solution FIR (Réponsedisipnnelle Finie) pouH o quepour p=0ou p=1.

Le cas p =1 admet une solution triviale, fire de Haar(filtre RIF & phase linéaire), décrit par :

saFT: H,(2) =i(1+ Z_l) etsaRl: h, = %(Jn +5n_1)

NG
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TD 9 ANNEXE. Filtrage multicadence
0. Compression - Expansion
On considére les deux filtres numériques suivants :

= Filtre interpolateur(expanseursur-échantillonnedrd’ordreN (N entier supérieur ou égal a2)
Il'y ainsertion deN —1 zéros entre 2 échantillons successifs :

i P x0 sk omean [ s emer
0 sinon 0 sinon

= Filtre décimateurcompresseursous-échantillonnedid’ordreM (M entier supérieur ou égal a 2) :
Il'y a conservation d’un échantillon sMréchantillons :

uk) ———1 M ——— s®

Filtre interpolateur - Ce filtre est-il ?
1. Stationnaire ?

2.Causal ?

3. Linéaire ?

4, Stable ?

Filtre décimateur - Ce filtre est-il ?
5. Stationnaire ?

6. Causal ?

7. Linéaire ?

8. Stable ?

s(k) = (kM)

1. Compression - Expansion 2
On considére les deux filtres suivants :

- Filtre interpolateur(= expanseurs sur-échantillonneygrd’ordre N :
Insertion deN —1 zéros entre 2 échantillons successifs :

k
Kk x(K u(—j i K=0modN
U()%/I\N% (k) %k =| "UN si mo
0 sinon
U (2) représente la Transformée eifT2) de U( K) TZ: X(2) = Y( v )
- Filtre décimateur(= compresseurs sous-échantillonnedid’ordreM :
Conservation d’'un échantillon sMréchantillons :
uk) ——Ay M sk
y s(k) = U kM)

k

1 M2 L ok
TZ:  S(P=—>DU(@zM e M)
M i

On donne le spectre Réponse en Fréquendd)(f) de u(k) :
u(f)

TD 9 Annexe. 1
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1. Filtre interpolateur

k) .
u(—) si k=0mod N
1.0. Etablir lexpression de 1@z X(2) = U(Z") de x(k) =| \ N :
0 sinon

Cas particulier oM = 2.

1.1. Cefiltre est-il réversible ? (restauration exatuesignal original)
1.2. Donner I'expression du spectdé( ) de X(k) en fonction de celui dei(K) .

1.3. Dans le casN = 2, vérifier le résultat de la questidnl.1.en représentant graphiquemeXy f) .

2. Filtre décimateur
1 M2 R P
2.0. Etablir I'expression de I18Z S( 2 = v ZU (zM 2 M) des(k) = U kM) en remarquant que :
k=0

1M1 i2m® |1 sin=0modM
__ e M =
M i
Cas particulier oM = 2.
2.1. Ce filtre est-il réversible ?

2.2.  Donner I'expression du spectr8( f) de S(k) en fonction de celui del( k).

0 sinon

2.3. Dansle casM = 2, vérifier le résultat de la questidr2.1.en représentant graphiquemest f).

2. Filtrage Q.M.F. (Quadrature-Mirror-Filter)

On considére le systéme de décomposition-recanistruQMF d’un signal a base de décimation-inteafpoh :

H@ ) 2 [T 2 Fo(2)
u(k) %% v(K)
e 02 1o e

F,(2) ,F,(2) sonta déterminer;H,(2) : filtre passe-bas; H,(2) : filtre passe-haut.

1. En supposant le canal de transmission parfaifpeioie systéeme d’équations permettant de déterminer
F,(2) et F,(2) pour quiil y ait une parfaite reconstruction, ¢:asdire V(K) = u(K) .
2. DéterminerF,(z) et F,(z) dansle cas oir,(z) et H,(2) sont des filtres passe-tout :
H,(2) = Z*
{Hl(z) =1

Quelle remarque peut-on faire sur le filtragerépé

TD 9 Annexe. 2
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3. Filtrage demi-bande (Filtrage Q.M.F. QuadratureMirror-Filter)

Un filtre numérique demi-bande de type RIF a phiagaire, d’entrée(nT) et de sortig/(nT) (notés plus
simplement, et y,) ouT représente la période d’échantillonnade=(1/T est la fréquence d’ échantillonnage)
est défini par une Réponse Fréquentielf réelle, antisymétrique par rapport au poFig(, 0.5) :

H(F) =05
4
H(F+ f) =1- H(F— f)
4 4
o o . 1 1 1
On consideére ici le filtre dont I'equation récurte est donnée par : Yo = > X, + > Xpq t > )
. . : . . . Y(f) - .
1. Déduire de la Fonction de Transfd(z) du filtre, sa Réponse Fréquentield(f) = X(1) exprimée en fonction

de la fréquence d’'échantillonnage
2. Ce filtre est-il RIF demi-bande ?

3. Tracer I'allure de sa Réponse Fréquentielle atégtuire la nature du filtre (passe-bas, passe-passe-bande ou
coupe-bande).

4. L'équation récurrente d’'un demi-bande RIF caugalri de facon générale : M O NY)

1 2M
Yo = §|:xn—2M + z & )%—2i+1}

. Y(3 _1 1 .
X(2 sous la forme H,(2) —E[Gb(zz)+ z0 G( %)] ot G, (Z°) et

Ecrire sa Fonction de Transfe,(z) =

G,(Z°) sont a préciser.

TD 9 Annexe. 3
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Signaux & systémes 0. Préambule

- Le travail demandé est a programmer sous MathaoddabWindows/CVI, par groupe de 4 éléves maximum.

- Le travail & rendre (sous la forme d’un fichigr dénommé avec l'intitulé du sujet et tous les sates membres du groupe de projet,
fichier a déposer sur Arelv2) doit contenir le pgrgme Mathcad ou CVI avec toutes les données reéoesses commentaires et rapport.
- Des questions de cours individuelles seront mokée de la soutenance du projet.

A= Enoncés de projet détaillés se trouvant dans lemégre : CORRIGES/GA/SIGSY/SIGSYPROJET

01. Speech signal compression with FFT

02. Image signal compression with FFT

03. Implementation of discrete-time systems - Rafoimage

04. Analysis of discrete-time signals

05. Segmentation parole en mots (détection de digbdé mots par mesure d'énergie)

06. Détection d’activite vocale (détection par megliémergie, éventuellement améliorée par I'anadpeetrale)
07. Repliement de spectre

B = Enoncés de projet d’exploration

01. Synthése d'un filtre de Butterworth passediasdre 2 sur signal parole (speech.wav) en coulearfréquences > 1
kHz. Vérifier avec Cool Edit et comparer avec tadirie Mathcad IIR (iirlow) et FIR (lowpass)

02. Logiciel d'oscilloscope sur PC (avec carte dieas/Sorties NI ou carte SON SB) (WinXP - CVI)

03. Analyseur de spectre sur PC (avec carte d’EsfB@eties NI ou carte SON SB) (Win XP - CVI) + arsal ondelettes
04. Programme de commande (player audio, recoraiopbas-niveau (avec carte d’Entrées/Sorties Ndarte SON
SB) (E/S d’échantillons en traitement point pampoén Temps Réel) + Fonction Wait (avec une réswiu- 1 ms)

(Win XP - CVI) : (recorder + effet + player + synthétiseur(effet : écho,réverbération, trémolo, phasing, flanging ...)
05. Programme de capture d’écran/son (framesisglable) enregistré dans un fichier AMVirtualDub) (VisualC MFC-WinXP).
06. Toolbox d’acquisition sonore Mathcad: créatiame librairie (DIl) de fonctions timer et d’adsition/restitution
temps réel d’échantillons sonores (commande darta son) a intégrer dans Mathcad.

07. Programmation d’un effet 3D sonore logiciel paaitement du Signal a partir de 2 Haut-Parleuéséthge,
déphasage entre les 2 canaux Gauche et Droit powmed I'impression physiologique 3D de relief sajor

08. Toolbox d’effets spéciaux audio (en Tempsévdj : Banc de filtres audio numériques (écho,@mtion,
phasing, flanging, trémolo ...) a synthétiser. Paognation sous Mathcad.

09. Toolbox d'effets spéciaux audio (en Temps RéBanc de filtres audio numériques (écho, révextien, phasing,
flanging, trémolo ...) & synthétiser. Programmasions CVI.

10. Toolbox d'effets spéciaux audio (en Temps RéBhanc de filtres audio numériques (écho, révextien, phasing,
flanging, trémolo ...) & synthétiser. Programmasions CVI (signal acquis/restitué par carte d'EISddclenchement
par la carte d’E/S).

11. Logiciel d'étude pour le traitement du sig(alquisition, gestion de fichiers, algorithmes @dé¢ment, spectre de
fréquences, éditeur de signal ...) Programmatio@ &irectX de la carte son SB sous Win2k dans umeste Temps
Différé.

12. Logiciel d’étude pour le traitement du signaldaisition, gestion de fichiers, algorithmes dédraent, spectre de
fréquences, éditeur de signal ...) (~CoolEditlogPammation en C DirectX de la carte son SB soirsX® dans un
contexte TEMPS REEL (signal acquis / restitué pardrte son).

13. Editeur/Player bas-niveau de fichiers audioWAMP3 sous Win XP - CVI ou Visual C.

14. Traitement du signal par DSP (carte son) (@mghation bas-niveau du DSP: Digital Signal Promeds la carte son)
15. Mixage numérique de plusieurs fichiers sonsTiemps Différé (TD)) (Addition, soustraction ponéés ...)
(Mathcad & CVI)

16. Editeur de signal au format .wav (créatiomégétion de signaux a la souris, import de dontad®dsur-+interface
graphique)(CVI)

17. Player audio (~Winamp) avec visualisation biqpe (images virtuelles ou Bar graph vu-meétrefoection de la
puissance audio (~Windows MediaPlayer7) (prgramutereome CVI ou plug-in Winamp)

18. Débruitage de signaux audio (craquementsisques vinyle) par filtrage médian (taille du masquédian grande
devant largeur cracquement) (filtrage temporepeetfiltrage fréquentiel (coupe-bande) (Mathcad)

19. Suppression automatique de la voix dans dessoharstéréo pour karaoké (Mathcad) (par filtragepteel
soustractif, la voix étant enregistrée de facontidee sur les canaux gauche et droit et par gétfséquentiel (coupe-
bande) + étude bibliographique).

20. Programme de codage/décodage (codec) MP3 @itrdianhofe) + implémentation comme DLL Mathcad. Etude
bibliographique.

Les projets de numémm gras peuvent étre en outre développés a I'aide de lgeadiacquisition NI + logiciel CVI et dans un corte Temps Réel



