STATISTIQUE COMPUTATIONNELLE - 3

VECTEURS ALEATOIRES

3.1

Cas de plusieurs variables aléatoires

Il est fréquent que nous voulons étudier les variations simultanées de deux ou plu-
sieurs grandeurs statistiques. Dans ce cas il faut utiliser une loi jointe caractérisée par fré-
quences jointes (ou une densité jointe dans le cas des variables continues) et ot 'espérance

est un vecteur et la variance une matrice. Précisons ce point.

Soient X,...,X, des v.a. et supposons que chaque v.a. peut prendre plusieurs valeurs,
par exemple la v.a. X; prend ses valeurs dans I'ensemble B; = {xi,.. .xjnj} ;7=1,...,q. Pour
traiter ces v.a. en méme temps, on construit un vecteur aléatoire X = [Xi,... ,Xq]T. La proba-

bilité jointe est donnée par

P(X = X) :P(X1 :xl,-l,...7Xq :xqiq) ; avec xji; € Bj

EXEMPLE 3.0.2 Considérons deux dés et soient deux v.a. X qui représentent le maximum

de deux faces et Y qui est leur somme. On a P(x,y) = P(X =x,Y =y). Par exemple p(3,4) =
P(X=3Y=4) =2

En utilisant la probabilité jointe on peut définir pour chaque v.a. sa probabilité margi-

nale selon la formule

P(XjIXﬂ)IP(Xl EB[,...7XjIXJi,...,XqEBq)
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qui donne la probabilité marginale de la v.a. X;. Le second membre de cette relation doit étre
compris comme étant la somme des probabilités pour chaque combinaison des valeurs des
va. Xi,...,Xj_1,Xj41,...,X,. Ainsi dans le cas des v.a. continue la densité marginale de la v.a.

X; s’écrit

fx; (xj) = / / / / XXX, Xg) dx e dxj_ydx g - dxy

Xj1=—coXjpj=—c0  Xg=—oo

EXEMPLE 3.0.3 (suite) py (4) =p(X =2,Y =4)+p(X =3,Y =4) = &

Si on construit une table a deux entrées et on place en lignes les valeur de X et en
colonnes les valeurs de Y et dans les cases de la table les valeurs P(X =x;,Y =y;) corres-
pondantes, les probabilités marginales de X sont les somme des lignes et les probabilités
marginales de Y sont les sommes des colonnes. Elles apparaissent donc aux marges de la
table, d’ou leur nom des marginales.

3.2

Somme de v.a. indépendantes

Nous allons examiner la distribution de la somme des v.a. indépendantes
V.a. binomiales

Soient X; ~ B (ny,p),Xs ~ B(ny, p) deux v.a. indépendantes. Alors on a X; + X, ~ B (n; +ny, p).
V.a. de Poisson

Soient X; ~ P (A1),X; ~ P (X;) deux v.a. indépendantes. Alors on a X; +X; ~ P (A; +Ap).
V.a. normales

Soient X; ~ N (u;,67),X> ~ N (u,03) deux v.a. indépendantes. Alors on a X; +X, ~

N (4 + 1,07 +63).

V.a. quelconques

Soient X et Y deux v.a. indépendantes, continue de densités fx et fy. La densité de la
va. X +Y est

fxiy (z /fx ) fr (z—x)dx = / fx (z—x) fr (x)dy = fx * fr

X=—o00 y=—o0

c-a-d. la convolution de densités.

3.3

Grandeurs statistiques d’un vecteur aléatoire

Lespérance mathématique du vecteur aléatoire X est le vecteur

E(X)=[E(X1),, E(X,)]"
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Pour une v.a. X la variance est. V(X) = E (X — E(X))* . Si on passe & un vecteur aléatoire

nous obtenons, a cause du fait que la variance est le carré de I'espérance mathématique du
scalaire [X —E(X)], la matrice E [(X—E(X)) S(X—EX))" } , de dimension (g x ¢), qui peut
étre vu comme le carré de 'espérance mathématique du vecteur X — E(X)].

DEFINITION 3.0.5 On appelle matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire X , la
matrice

C(X) =E [(X~ E(X))- (X~ E(X))" |
de terme général

Cij=CXi,X;) =E[Xi—E(X;)- (X; —EX)))] i, j=1,...q
La quantité C;; s‘appelle la covariance des v.a. X; et X;.

Remarquons que

— la matrice C(X) est symétrique

— Ci=CX, X)) =E[Xi—EX))- (Xi—EX;))| =E(X;—E(X)))*=V(X;) : i = 1,...,q Cest-

a-dire que les termes diagonaux de la matrice de variance-covariance sont les va-
riances V(X;) des coordonnées X; du vecteur aléatoire X.

Il est possible aussi, comme dans le cas des v.a., de définir une transformation du
vecteur aléatoire X. Nous allons nous limiter aux transformations linéaires, c’est-a-dire aux
transformations qui peuvent s’exprimer a I'aide d'une matrice. Nous avons ainsi que si X
est un vecteur aléatoire composé de g v.a. X(,X5,...,X, , alors Y =A-X est aussi un vecteur

aléatoire, avec A matrice carrée (¢ x g) de terme général (a;;) .L'espérance mathématique de
Yest:

E(Y)=A-E(X)
La matrice de variance-covariance C(Y) a comme terme général :
C(Y,Yj) = E[(Yi—E(X:)) - (Y; —E(Y)))]
= Yriawaj E[(Xi—E(X)) - (X; - E(X;))]
= YysainajC(X;, X;)
ou, sous forme matricielle :
C(Y)=A-C(X)-AT
Dans le cas de deux v.a. X et Y on pour la covariance
i = cov(X,Y) = E[(X — E(X)) (Y —E(Y))]
s’appelle covariance. Nous avons la relation :
cov(X,Y)=E(XY) —E(X)-E(Y)

Il s’ensuit que si les v.a. sont indépendantes (= E(XY) =E(X)-E(Y) ), alors cov(X,Y) =0,
mais la réciproque n’est pas, en général, vraie.

Dans le cas de deux v.a. nous avons aussi la notion de la corrélation dont la définition
est la suivante :
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DEFINITION 3.0.6 Soit un couple de v.a. (X,Y) La quantité (5)2(1

Dy — E[(X-EX)) (Y —E(Y))]
x 6(X)-o(Y)

s’appelle coefficient de corrélation.

S’il n’y a pas d’ambigu’é, on note simplement par p le coefficient de corrélation. Nous
avons aussi la relation

_cov(X,Y)
 o(X)-o(Y)

Si X, Y sont indépendantes, alors p =0 et on appelle les v.a. X, Y non corrélées. Le contraire,
en général, n’est pas vrai, i.e. p = 0 n'implique pas que X, Y soient indépendantes.

3.4

Exercices

EXERCICE 3.1 X et Y sont deux v.a. avec les probabilités jointes p (X,Y) suivantes :
p(7,1)=p(3,3)=p(2,6)=0
p(2,1)=p(3,5=p(1,3)=p(7,6)=5
p(3,1)=p(713) =5
P(2,3)= 5, P(3,6) = 5. P(2,5) = 5

Calculer les probabilités marginales px, py.

| X\Y [ 1]3[5]6 [ px|
AR AE-ANE-

SOL.-| 3 [ 5|0 |5 |l %
7 10 % lxlxllx

Lo sl ool |

EXERCICE 3.2 La temperature dans un four est une v.a. X avec densité
FE)=11(1-x"; pour0<x<1

Le four a un arrét automatique de fonctionnement deés que la température dépasse la valeur

to €0,1[. On voudrait que le four s’arrete avec une probabilité de 102, Calculer la valeur de
1o.

SOL.- On veut que P (X >t9) = 10722; pour 0 < x < 1. Donc

1

1
P(X>1) = /f(x)dx: / (1 =0 dx=—(1—0)" |, = (1—1)"

X=Iy X=Ip

dot (1-19)'" =102 = (102" = 1 -1y =102 = 1p1 — 1072 = 0.99.
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EXERCICE 3.3 Une machine a 7 composants identiques qui fonctionnent indépendamment
avec durée de vie des v.a. Xi,...,X7 respectivement. Notons par f(x) la densité commune et

F (x) la fonction de repartition commune.
(1) Admettons que la machine peut tomber en panne selon les quatre facons suivantes (qui
sont exclusives) :
(a) si tous les composants sont HS ;
(b) si au moins un de ses composants est HS ;
(¢) si un seul de composants est HS.
(d) s’il reste un seul composant en fonctionnement
Calculer dans chaque cas la probabilité que la machine ait fonctionné au moins 5 heures.
(2) Trouver la loi que chaque v.a. X;;i = 1,...,7 suit et calculer l'espérance mathématique que

la machine a fonctionné au moins 5 heures dans le cas (a) ci-dessus.

SOL.-
(1) Notons par P (M > 5) la probabilité que la machine a fonctionné au moins 5 heures.On a
P(M>5)=1—P(M <5). On calcule P(M < 5) pour chacun de trois cas.

(a PM<5 (chaque X; <5) = F (5)’
(au moins un de X; < 5) = 1—P(tous les X; >5)=1—(1—F (5))’

(un seul de X; <5) =F (5).

v v v v

( )=
(b) P(M<5)=
() PMM<35)=
( )=

(d) P(M<5 (6 X; <5)=CS[F(5)°.
(2) Chaque X;;i=1,...,7 suit 1a loi de Bernoulli, avec parametre p=P (X; > 5) = / “oof (x)dx.
5
400

Par conséquent ’esperance mathématique cherchée est np =7 / f(x)dx.
5
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STATISTIQUE COMPUTATIONNELLE - 4

ECHANTILLONNAGE

4.1

Infroduction

Une étude statistique est une étude des caractéristiques (c-a-d. des grandeurs statis-
tiques, moyenne, variance, moments, ...) des mesures de différents variables effectuées sur
un ensemble d’objets qui forment une population.

Si a notre disposition on a les mesures sur la totalité de la population, on emploiera des
outils de la statistique descriptive. Il s’agit en fait d’une situation qu’on rencontre rarement
dans la réalité. Soit parce que la population est de taille tres grande ou elle est dispersée aux
quatre coins du monde, soit parce qu’il est trés cotiteux d’obtenir des mesures, soit ... . Dans
ce cas on va se contenter d'un sous-ensemble de la population, 'échantillon, sur lequel nous
allons faire I’étude des grandeurs statistiques et que nous allons, par la suite, extrapoler a
la population entiere. Cette extrapolation, qui part des résultats issus du particulier — un
échantillon — pour conclure sur le général — la population — est l'inférence statistique. Son
statut épistémologique est le méme que celui de I'inférence en physique qui part des obser-
vations des résultats des expériences pour établir les lois de la nature. Sauf qu’en statistique
les résultats des expériences sont de nature aléatoire, ce qui n’est pas le cas en physique, et
on est, par conséquent, obligé en statistique de travailler dans un univers stochastique. Ce
qui fait que l'inférence statistique est probable — et non pas certaine, comme en physique —
et elle est donc associée a un risque quantifié de se tromper.

25



26

STATISTIQUE COMPUTATIONNELLE — 4. ECHANTILLONNAGE

4.2

Principes de I’échantillonnage

Le caractere stochastique de la population implique que nous ne pouvons pas construire

P’échantillon n’importe comment. Il faut d'une part faire des hypotheses et, d’autre part, res-

pecter des contraintes.

Les hypothéses sont au nombre de deux, a savoir
— la population est considérée comme infinie
— la valeur de la mesure d’une variable d’'un objet est résultat aléatoire et donc la

variable qui représente cette mesure est une variable aléatoire qui suit une loi de
probabilités ;

les mesures de différents objets sont indépendantes les unes des autres, c-a-d. les
résultats des mesures sur un objet ne conditionnent pas les résultats de ces mémes
mesures sur un autre objet. On dit dans ce cas que les v.a. qui représentent les
mesures sont indépendantes ;

toutes les mesures se sont effectuées en méme temps. Bien que ceci est rarement le
cas, on suppose que le temps n’influe pas sur les résultats des mesures. Par exemple
si on fait un sondage d’opinion, on suppose qu'un individu interrogé a 9h00 du ma-
tin donnera les mémes réponses que §’il était interrogé & 16h00 de I'aprés-midi du
méme jour. Cette hypothése exprime le fait que les variables aléatoires qui repré-
sentent les mesures suivent la méme loi de probabilité et avec les mémes grandeurs
statistiques. On dit dans ce cas que les v.a. sont identiquement distribuées (i.d.).

Il faut que ces hypothéses soient rigoureusement respectées si nous voulons que les

résultats de I'inférence statistique soient pertinents.

4.3

Statistique inférentielle : objectifs

Lobjectif de la statistique inférentielle est d’identifier les lois qu’elles suivent les v.a.

de la population en examinant un échantillon de cette population a I'aide de différents types
de méthodes.

Les lois de probabilités que suivent les v.a. sont
— soit totalement inconnues, et dans ce cas nous avons a résoudre de problémes de la

statistique inférentielle non-paramétrique ;

— soit partiellement connues, par exemple nous connaissons la loi mais pas son espé-

rance et/ou sa variance. Dans ce cas on a de problémes de la statistique inférentielle

paramétrique.



27

4.4

Echantillonnage : méthodes

Il y a deux grandes catégories de méthodes

— méthodes empiriques, utilisées surtout par les instituts de sondage et qui sont fon-
dées en particulier sur la technique des quotas;

— méthodes aléatoires fondées sur le tirage aléatoire. On peut envisager

— un tirage aléatoire sans remise. Tous les objets de la population ont la méme
probabilité d’étre prélevés. Les v.a. associées aux objets sont indépendantes et
identiquement distribuées.

— un tirage stratifié. Les objets de la population sont partagés en sous-populations,
que l'on appelle strates, et qui sont homogeénes par rapport a un critére défini. Le
tirage dans chaque strate se fait de faaléatoire et le nombre d’objets prélevés dans
chaque strate est proportionnel a I'effectif de la strate.

— un tirage par grappe. On partage de faaléatoire la population en sous-populations,
les grappes, et on fait des tirages aléatoires dans chacune de grappes. Chaque
grappe ne doit pas étre homgene mais les différentes grappes doivent étre assez
ressemblantes du point de vue composition.

Dans la suite on se placera uniquement dans le cas du tirage aléatoire simple sans

remise.

4.5

Les méthodes d’échantillonnage

Quelle que soit la technique d’échantillonnage utilisée, le contenu de ’échantillon pré-
levé varie d’un tirage a 'autre. Donc résultat d’un tirage est aléatoire.
Il y a deux fadifférentes de modéliser cet aléa

(1) L’échantillon prélevé consiste en n réalisations Xi,...,X, de la v.a. X.

(2) On associe au premier individu tiré une variable aléatoire de méme loi que X. Elle vaut,
selon le sondage. On fait de méme pour les n— 1 autres individus. (Xi,...,X,), ou X; est
la valeur de X pour le i-iéme objet tiré, est un vecteur de v.a. i.i.d. de méme loi que X.

Un tirage correspond a une seule réalisation de celui-ci : (xi,...,x,) = (X1 (®),..., X, (®)).
Le vecteur [X;,...,X,] " est appelé échantillon aléatoire.
Le probleme de ’estimation est d’étudier une statistique, c-a-d. une v.a. définie comme
une fonction de ’échantillon aléatoire
S=f(X,..., Xn)
Si (Xi,...,X,) = (x1,...,%,), la réalisation de S est donnée par s = f (s1,...,5)-

Les statistiques qu'on utilise le plus souvent sont la moyenne empirique de 1’échan-

tillon, la variance empirique, la covariance empirique.
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4.6

Distributions d’échantillonnage

On s’intéresse a la caractéristique X d’'une population avec X=v.a. On pose E(X) = m,

V(X)=s>.
On note (Xj,...,X,) I’échantillon aléatoire associé a un tirage aléatoire simple de n indi-
vidus de cette population et une réalisation de celui ci (xy,...,x,) c-a-d. un tirage particulier.

La définition de la moyenne empirique est

S|
01=

Yn: Xk

k

1

La loi de X, est en général inconnue. On suppose que X, est un estimateur de la moyenne uy
de la population.
L'estimateur de la moyenne est

sans biais : E (X,,) = py ;

— asymptotiquement efficace : V (X,) = =X ;

=

— fortement convergent : X,, —. ps Mx
— approximativement gaussien lorsque n est grand. Dans ce cas on peut appliquer le

TCL et on aura
Yn*:uX X
V=t = A(0,1) 0w /i (X —pay) —1 AL(0.0x)

La définition de la variance empirique est

n

S2 est un estimateur de la variance 6% de la population. Parfois on utilise la formule
2 1 ¢
Sb,l’l = ; Z Xk —

qui fournit une estimateur biaisé de 6% .
Lestimateur de la variance est
— sans biais : E (53) = 0% ;
. Q2 2.
— fortement convergent : S; —. ps OX 5
La variance de cet estimateur est donnée par

2 pt —Gx
v(sp) =0k
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4.7

Exercices

EXERCICE 4.1 Soit {X,} suite de v.a.i.i.d., qui représentent les valeurs d’une caractéristique
d’une population mesurée dans un échantillon de taille n.

— La moyenne de l’échantillon est calculée par :

_ 1 &
X=-Y X
=
— La variance de ’échantillon est calculée par :
5 (X —X)°

$-%

k=1 n

ou bien par la variance corrigée (sans biais) :

2 — Zn: (Xk—Y)z

] n—1

— Lécart-type de l’échantillon est donné par S ou S;.

On préléve un échantillon de taille 4 dont les valeurs sont 2, 3, 3.5 et 1.5.

(1) Calculer les caractéristiques de I’échantillon
SOL.-n=4,x1=2,x=3,x3=3.5, x4 =1.5.

— 4 4 _
X=iYX=258=}1 (X, —X)>=075,83 = 2.§2— 1

n—1

(2) Calcul des distribution d’échantillonnage (lois suivies par les caractéristiques des lois).
SOL.- X comme une somme de v.a.i.i.d., est une v.a.
Si n est grand, on peut appliquer le TCL. et par conséquent X suivra une loi normale.

Si n est petit et les v.a. X; suivent une loi normale, alors leur somme suit aussi une loi
normale.
Si n est petit et les v.a. X; ne suivent pas une loi normale, on peut rien affirmer au sujet

de la loi qu’elle suit X.

(3) Calculer Uespérance et la variance de la moyenne expérimentale.

o 4
SOL.- Espérance de X : E (X) = 1E ( )y Xk) =2E(X)=E(X)=u
k=1

, I 1 1 4 1 1,
Variance de X : V (X) =V <4 ZXk> =" <I;Xk> = E4V (X) = 1%

(4) Montrer que :
X—p
— Vn
suit une loi N(0,1). Justifier votre réponse.

SOL.-Par le TCL on sait que S”%E(S") ~N(0,1). Onas,= % )n: X, =X, d’ou si n grand
S k=1

X_E(Y) _ X
oy  ox/yn

~ AL(0,1).
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(5) Calculer lespérance des v.a. S* et S3.

4

=~ Y (X2 -2XX +X°) donc £ (8}) = (i( —2ka+x)>

4
SOL.-OnaS%:%Z (X —X
k=1

:\P—‘

=1

1g ixz _2E Ylix +E(Y2):lE ixz —2E( )+E( ) 7E Zx

a7 \g™ 43 ¢ 47 \g" ¢

E (Yz)‘ OnaE < )E sz) = i E (X?) = 4E (X?) car les v.a. X, sont identiquement distri-
=1 =1

buées. Par conséquent E (S}) = E (X*) —E (Yz).

On sait que V(X) = E(X?) ~E(X)* et V (X) = E (X*) ~E(X). Ce qui donne E (8}) =

— — 2
VX)+EX)? -V (X)-E (X)2 =0y +u’ — % — 1P = 30% et en général E (S3) = "-Lo% . On
voit ainsi que lestimation S? de la est biaisée.

Par contre lestimation S* n’est pas biaisée. En effet on $* = —1S% =o%.
n—

EXERCICE 4.2 Soit (Xx)—, _, un échantillon v.a. de loi uniforme dans [0,1]. Le programme

Scilab 1gn.sce utilise la fonction grand pour créer cet échantillon. Ensuite on calcule la
k
somme cumulative des X; que l'on stocke dans le vecteur Y =[Y1,...,Y,] avec Y, = Y. X;, et on
i=1
trace le diagramme (k,Yy).
Tester le programme pour différentes valeurs de n (par exemple n =100, 1000, 100000, 1000000).
Est-ce que les résultats sont en accord avec la loi des grands nombres ?

SOL.- Si n augmente, on approche mieux la moyenne théorique de la population.

EXERCICE 4.3 On considére un échantillon (Xi,...,X,) oit les variables aléatoires Xy sont i.i.d
de

1 & 1
méme loi que \/12p < Z Uy — 2) avec U v.a.i.i.d. de loi uniforme [0, 1].
Pi=

Utiliser le programme tcl.sce pour tracer Uhistogramme de n. classes de X;;k < n.
Qu’observez-vous pour p = 1,p = 12 n, petit et n. grand ? Pourriez-vous expliquer vos observa-

tions en utilisant le TCL ?
N.B. On prendra n = 1000.

SOL.- Si p est petit, la somme de v.a. n’est pas approchée par la loi normale. Par contre
pour p = 12 nous avons une bonne approximation par la loi normale. Il vaut mieux prendre
pour nc une valeur impaire, par exemple nc = 5 ou nc = 21.



