STATISTIQUE COMPUTATIONNELLE - 2

CONVERGENCE - THEOREMES LIMITES

2.1

Convergence

La notion de la convergence, qui est familiére en analyse, est utilisée en probabilités
pour étudier la proximité des distributions de deux variables aléatoires.

On considére une suite des v.a. Xj,...,X,,... de (Q, 4, P) dans (R, Bg) que l'on notera par
(Xn),- Notons aussi par Fy, la fonction de répartition de la v.a.X;. On fait, encore, I’'hypothése

que les moments d’ordre 2 de la suite des v.a.(X,), et de la v.a. X existent.

DEFINITION 2.0.1 Ondit que la suite des v.a. (X,), converge vers la v.a. X presque sGrement
ou avec probabilité un et l'on note

IimX, =X

n—oo ps
si

P[lian:X]:l

n—oo

Clest-a-dire si

P [m: lim X, () = X () ] =1 VoeQ-Qy avec QyCQ tel que P(Qg) =0
n—oo
DEFINITION 2.0.2 On dit que la suite des v.a. (X,), converge en probabilité vers la v.a. X et

l’on note

IimX, =X

n—oo p
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st

Ve>0:limP({|X,—X|<e})=1
n—oo

DEFINITION 2.0.3 On dit que la suite (X,), converge en moyenne quadratique vers X et l'on
note

IimX, =X

n—oo mq
st

lim E [|X,—X|*] =0

n—o0

Cest-a-dire que Ve > 0 il existe un entier N(¢) >0 tel que E [| X, —X |*] Vn>N(e).

DEFINITION 2.0.4 On dit que la suite (X,), converge en loi vers X et l’'on note

lim X, T X

Nn—o0
st

lim Fx, (x) = Fx(x) Vx € R pour lequel la fonction Fx est continue

n—oo

Nous avons le schéma d’implication suivant :

conv. presque sire AN
conv. en probabilité — conv. en loi
conv. en moyenne quadratique.

Les deux notions de convergence, a savoir la convergence en probabilité et la conver-
gence presque silre, semblent étre identiques.. En effet pour les deux notions nous avons
que Ve > 0 et V4 > 0, il existe un entier N(g,3) > 0 tel que P({|X,—X |[<€}) =1 Vn > N(g,9).
Mais la convergence presque siire établit en plus que cette relation est valable pour chaque
o< Q—Q, c-a-d. ,}L“;X" que Ve > 0,8 > 0 et Vo € Q — Q il existe un entier N(g,d;®) > 0 tel

que P({| X,(0) — X(0) |[<€}) =1 Vn > N(e,80).

2.2
Inégalités

Soit X € R" vecteur aléatoire et g > 0 une fonction mesurable a valeurs réelles, définie
sur R”, telle que g(X) est une variable aléatoire. On démontre que :

1

avec ¢ > 0




(2) Inégalité de Markov

_ E[X-nl]

PI(IX—ul) =z < o

(3) Inégalité de Tchebychev

E[|X—ul? c%
2
P[(IX—MD 262] < ElX—uF] 2 I =

(4) Forme simplifiée de I'inégalité de Tchebychev

1
PIX—u|2ko] <

(5) Inégalité de Kolmogorov : Si (X,), suite de v.a. indépendantes, centrées et de variance

finie, alors nous avons :

P{max | Sk |>c¢ ;Ve>0,n=1,2,...

1<k<n

==

k
ouonaposé:S;=YX;.
i—1

23

Lois des grands nombres

La loi des grands nombres enonce le fait suivant : plus la taille d'un échantillon aug-
mente, plus la moyenne de I’échantillon se rapproche de celle de la population.

Loi forte des grands nombres X, —, u ot X, la moyenne empirique d’'un échantillon de

taille n et u la moyenne de la population.

Loi faible des grands nombres X, — u.

2.4

Théoreme central limite (TCL)

. . 1 ¢ 1 & .
Nous savons que sous certaines conditions, — Y X converge vers — )’ E(X). Mais, en
n n
=1 =1

regle générale, E(X;) est une v.a., de sorte que ces résultats, bien qu’ils valident la démarche
n
statistique, n’apportent pas une aide pour le calcul de — Z X .
=
Le théoréme suivant nous fournit plus des précisions dans le cas particulier des v.a.i.i.d.

THEOREME 2.0.1 ( Th. central limite ).- Soit la suite (X,), de v.a.i.i.d. telles que E(Xy) = u
avec |p|< et V(Xy) =0> <oo;Vk=1,2,.... Notons par
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et par

Sy —nu

Z,
N
la v.a. centrée réduite de S,, . Alors nous avons

lim Z, =~ N (0,1)

n—oo 1
De ce théoréme nous pouvons conclure que

lim Z, ~ A(0,1)
n—oo

avec
¥ E (X )
Zn = 7,1 035
( rv (Xk))
k=1

2.5

Approximation des lois a I'aide de la loi uni-
forme

Bien que nous avons déja examiner I'approximation de la loi binomiale ou de la loi de
Poisson par la loi normale, le cadre théorique de 'approximation d’'une loi par une autre loi a
comme fondement le T.C.L. Nous présentons 'approximation des lois a I’aide la loi uniforme.

Considérons une v.a. X qui suit la loi de probabilité £ de fonction de répartition F. On
suppose que F est continue a droite, i.e. que F(x) = P(X < x) . On cherche a déterminer une
suite des valeurs numériques de la v.a. X , c’est-a-dire une suite de nombres qui sont répartis
selon la loi £ . Le théoréme suivant fournit une méthode de construction.

THEOREME 2.0.2 Soit une v.a. X qui suit la loi de probabilité L de fonction de répartition

F, continue. Considérons la fonction G :10,1] — R, définie par la relation
Gy)=inf {xeR | F(x) >y} ; y€]0,1] .1

Alors, si Y est une v.a. qui suit la loi uniforme U(0,1), la v.a. G(Y) suit la loi L de fonction de

répartition F, c’est-a-dire elle représente la v.a. X .

D’apres ce théoréme, nous pouvons utiliser les valeurs d’'une v.a. qui suit la loi uniforme
U(0,1) pour engendrer d’autres v.a. qui suivent une autre loi £ .

Comme exemple d’application nous allons utiliser la loi uniforme pour engendrer des
valeurs qui suivent la loi normale réduite.

Soit (X,), suite de v.a. qui suivent la loi uniforme U(0,1) . Nous savons que I'espérance

. . 1 . 1 ,
mathématique de cette loi est E(X;) = > et la variance V(X;) = - Par conséquentlava. S, =

n
Y X; a comme espérance mathématique E(S,) = g et variance V(S,) = % .Lav.a. standarisée
k=1




suit la loi normale A’(0,1) . Donc la v.a. S, suit la loi A (0, %) .

Ce résultat nous permet d’élaborer 1'algorithme suivant pour créer des éléments de la
loi normale A((0,1) :

(1) On extrait douze fois un élément de la loi uniforme U(0,1) (c’est-a-dire un nombre dis-

tribué équiprobablement dans l'intervalle [0, 1] ).
(2) On fait la somme de ces douze éléments.

(3) De cette somme on retranche la valeur 6.

Le résultat obtenu est un élément de la loi normale A (0,1) , que I'on appelle souvent
bruit blanc gaussien (c’est-a-dire un nombre distribué selon la loi normale dans I'intervalle
[0,1]).

2.6

Exercices

EXERCICE 2.1 (CONVERGENCE VERS UNE CONSTANTE) VYceR:X, —;ce X, —pc

SOL.-F(x) =P(c<x)=1c<x.Ona0<P(|X,—c|>e)=P(X,>c+eou X, <c—¢)<1-—

F,(c+¢€)+F,(c—¢). en prenant la limite le terme de droite tend vers 1 — 1 .<._¢ + le<c—e = 0.

EXERCICE 2.2 Soit (X,), une suite de v.a. qui suivent la loi binomiale B(n,\/n). On a que si
X, — X, alors X ~ P(\).

SOL.-P(X, =x)=Cj (4) (1-2)" " = 2tisrre) (1) 8:1; =h (=3 (1=5)

x n x
d’out lim P (X, = x) = X lim ( - L) =L R,

n—oo
X
Donc F, (x) = Z P(X,=k)=P(X <x) oula va. X suit une loi de Poisson de parametre

A.

EXERCICE 2.3 Soit la suite de v.a {X,},>0 et lav.a X =a avec a constante.
Montrer que si :
- lim E (X,)=a

n—oo
et

- lim V (X,)=0
n—o0

(1) X, converge en moyenne quadratique vers X

SOL.- 1im,_.c. X, =g X si lim,_.. E [(x,,—x)z] -0
OnaE [(Xn—x)z] —E [(Xn—E(XnHE(Xn)—X)Z}

=E[ (X~ E (X)) +(E(X) =X+ (% —E (X)) (E (%) - X)| =

n—oo n—oo n—oo n—o0

lim E [(X,~X)?| = lim E[ (X, ~E(X,))?| +lim E[ (E(X,)~X)?| +lm E[ (%, —E (X)) (E(X,)

—X)]
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n—oo n—oo n—oo n—oo

= lim E [ (X,,fE(Xn))z} +lim E [ (afa)z} F1im E[ (Xo—E (X)) (a—a)] = lim E [ (anE(X,,))z} -

lim V (X,) = 0.

n—oo

(2) X, converge en probabilité vers X.
SOL.- limX,=,XsiVe>0:limP({| X, —X |<e})=1,c-a-d.siVe>0:lim P({| X, — X |>€}) =
n—oo n—oo N—s00

0.
Dans notre cas on a Ve >0: lim P({| X, — E (X,,) |>€}) =0.
n—oo

On applique linégalité de Tchebychev

E[|X-ul’l o3
2 _ X
Plix-ul?zd < S = %
_ 2
etona lim P({| X, — E (X,) P> €}) < r}ﬂw: lim Y52 = o,

EXERCICE 2.4 Un astronome souhaite mesurer la distance, en années lumiére, entre son
observatoire et une étoile. Il prévoit de prendre plusieurs mesures et accepter leur moyenne
comme estimation de la distance réelle.

On suppose que X; , i = 1,...,n sont des v.a.i.i.d. d’espérance commune d et de variance
commune 4.

Combien de mesures doit-il réaliser pour étre stir @ 95% que l’erreur soit inférieure a

une démi-année lumiére ?

SOL.- D’abord trouver le modele. Les valeurs des mesures sont des valeurs aléatoires.
Donc on peut supposer qu’elles sont représentées par la suite des v.a. (Xi),_; ,. Cesv.a. sont

indépendantes et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.). Leur espérance est d et leur variance
o n
égale a 4. On pose S, = X| +---+ X, qui est aussi une v.a. de moyenne empirique X = % Y X
k=1
dont la valeur sera utilisée comme estimation de la distance. Notons par u la moyenne théo-
rique qui est en réalité la vraie valeur d ela distance. Lerreur de calcul sera donc € = ‘y, ,u|.

On cherche a calculer le nombre n de mesures pour que P (e <0.5) = 0.95.

Chercher maintenant le cadre théorique qui convient. Sur la moyenne empirique X la
somme S, on peut appliquer le TCL et par conséquent la v.a. centrée, reduite, issue de S, :

X— . . . .
Z, = Tﬂ n suit la loi normale de moyenne nulle et de variance 1. Par conséquent I’erreur

aussi doit suivre la méme loi. Et comme l'erreur est déja centrée, on aura P (s% < O.Sg) =
P(-05% < (X—p) ¥ <0.5%) =095 = F (0.5%) = F (~0.5%") =095 =

2F (0.54) ~1=095= F (0.5%") = 193 = 0.975. Des tables on trouve r = 1.9, c-a-d. F (1.96) =
0.975, par conséquent 0.5@ =196 = /n=4x196="7.84 = n=61.47 = 62 mesures.
EXERCICE 2.5 Pour palier a un défaut de fonctionnement d’'une machine, les articles pro-

duits par cette machine sont traités selon une méthode A . Des études ont montré que sur 233

articles, 84 ont été réparés apres le traitement.

(1) En admettant que chaque article a une probabilité égale d’étre réparé, trouver la loi de
probabilité du nombre X d’articles réparés. Calculer sa moyenne et sa variance.
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SOL.- 1] s’agit d’une étude. Donc on peut considérer ici que nous avons une population et
non pas un échantillon.

Un article tiré au hasard peut étre réparé ou non. Donc nous avons une expérience aléa-
toire avec deux événements élémentaires. La loi suivie est par conséquent la loi de Ber-
noulli avec probabilité de réparation p = 84/233 = 0.36. On a 84 articles réparés sur un

total de n = 233 articles traités.

Modélisation : A chaque article traité, nous allons associer une variable aléatoire X, k =
1,...,233, qui prendra deux valeurs numériques selon que l'article a été réparé ou non.

On cherche a savoir quelles doivent étre ces deux valeurs numériques. Nous devons étu-
dié la v.a. X qui repésente le nombre d’articles réparés. Par consequent on pose X; =

1, si larti sté réparé 233 o
{ 0’ si Larticle a été rgf:gs etonaqueX =Y X;v.a.quisuit aloi binomiale X ~ B(233,0.36)
) k=1

avec E (X) =233 x 0.36 = 83.88 et V (X) = 233 x 0.36 x (1 —0.36) = 53.68.
(2) On suppose qu’on utilise ce traitement pour 100 articles.
Calculer Uespérance et Uécart-type de la variable Y = X /n.

SOL.- Nous sommes maintenant dans le cas d’'un échantillon composé de n = 100 articles.

100
X . p p . . e . X,
La v.a. Y = < (qui représente la fréquence de réparation) elle peut s’écrire 3a5 = k);] i =

5. Donc E (Y) = 155E (X) = 15 % 100 x 0.36 = 0.36 = p.
V)=V (#5) = o2V (X) = 155 x 100 % 0.36 x (1 —0.36) = 0.0023
(3) Par quelle loi peut-on approcher la v.a. Y ?
SOL.- Pour trouver la loi qui suit de facon approchée la v.a. Y, on peut utiliser le TCL.

=
|
=

100 5 I Su—E(Sy) Y—p
On pose Y =S, = Y. ils. Lapplication du TCL donne > sl = L~ A(0,1). Par
k=1 n

@ et donc

conséquent si on “destandarise” on a E(Y)=E(S,) =pet V(Y)=V(S,)
Y ~ N (0.36,0.0023).

(4) Calculer la valeur de n pour que
p (K > 0.44> = 0.03
n

SOL.- On cherche la valeur de n pour que P(Y > 0.44) = 0.03. En standarisant on a :

P(Y>044)=P ( Y—0.36xn ~, 0.44-0.36 ) =0.03. On g 244036 _ 008 ./, of par les tables

\/0.36><0.64 = \/0.36><(),64 [036x0.64  0.45
n n n

de la loi normale on a que F (1.88) = 0.03. Par conséquent 39 x \/n=1.88 = /n = 1.88 x

% =11.28 = n=127.23 = 128. Si on traite 128 articles, il y 3% de chances que 56 articles

soient réparés.

EXERCICE 2.6 Le nombre de personnes arrivant a un arrét d’autobus, entre linstant 0 et
Uinstant t, suit une loi de Poisson de parameétre A . On suppose que la capacité maximum
d’autobus est de N personnes. Quel est lintervalle maximum de passage de deux autobus
consécutifs, pour que toutes les personnes attendant a l’arrét puissent monter avec une proba-

bilité supérieure a 0,99 ?
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SOL.- Soit X la v.a. qui représente le nombre de personnes qui arrivent entre la minute
0 et la minutes. Ona X ~ P(A).

Modélisation : A la fin de chaque minute il y a un nombre aléatoire de persones qui
arrivent a I’'arrét. Supposons que X;,k = 1,...,r représente le nombre de personnes qui ar-
rivent a 'arrét dans l'intervalle de temps ]k —1,k]. Aprés r minutes il y aura X = X; +--- + X;
personnes.

Etant donné que le taux d’arrivée par minute est o =3 min~!, on aura aprés r minutes
o personnes a l'arrét. Par conséquent on a A = or. Donc la v.a. X suit la loi de Poisson P (o)
avec E(X) =zt et V (X) = Vor.

On cherche a calculer la valeur de ¢ a 'aide de la formule P (X < 50) = 0.99. Pour utili-
ser la table de la loi de Poisson, il faut connaitre la valeur de A = oz, mais c’est la valeur de
t que nous cherchons. Nous allons donc faire 'hypothése que N = 50 est grand et, par consé-
quent, nous pouvons faire une approximation de la loi de Poisson en utilisant le TCL et la

loi normale. En standarisant on a P (X < 50) = P (ﬂ < M) =0.99. On a 0% — X030 ot

Voar = Jor Vou V3t
F (5) =0.99. Les tables de la loi normale donnent s = 2.326 et donc 5?/}?’ =2.326 d’ot1 on obtient
t =12 min.

Exercices a faire chez soi

EXERCICE 2.7 Soit une v.a. X définie sur (Q,4,P) avec Q= {1,2,3,4} , 4 tribu discréte.
On définit les v.a. X,, n=1,2,... comme suit :
X,(1)=X,2)=1, X,3)=X,(4)=0,n=1,2,...;
et la variable aléatoire X avec X(1) =X(2)=0,X(3)=X4) =1
(1) Montrer que X, ne converge pas en probabilité vers X.

(2) Montrer que X, converge en loi vers X.

EXERCICE 2.8 Soit une suite de v.a. (X,)n>0 qul converge en loi vers une v.a. X et X ~ N(0,1).
On pose X, = —X pour tout n > 0.
Examiner la convergence en probabilité de v.a. X,,.

EXERCICE 2.9 Soit X v.a. avec fonction de répartition continue Fx.
(1) Montrer que la v.a. Y = Fx(X) suit la loi uniforme U|0, 1].
(2) Déterminer les valeurs de la v.a. uniforme Y qui simule la v.a. X dont la probabilité est

donnée par :

0, six<O0

x, s10<x<1/2
PX<x)={1/2,si 1/2<x<1

x/2, st 1<x<2

1, six>2

EXERCICE 2.10 Soit la suite de v.a.i. (Xi);—,__, avec Xy ~ U[0,1];k=1,...,n. On note Y, =
maxmax {Xy,...,X,}.

(1) Montrer que Y, converge en moyenne quadratique vers 1.

(2) Montrer que n(1—Y,) converge en loi vers une loi que l'on identifiera.



