EISTI

Statistique 1 : GI

Proposition: Sujet Examen

Exercice 47 Dans un proces, on demande au jury de décider entre
PPaccusé est innocent : hypothese Ho
et
’accusé est coupable : hypothese Hi.

Pour chacune des 3 questions suivantes, il est proposé plusieurs réponses. Préciser laquelle
(ou lesquelles) des affirmations suivantes sont exacte(s) et justifier votre réponse.

1. L’erreur de premiére espece (risque ) correspond a:
a) l'accusé innocent est condamné
b) Paccusé est relaché faute de preuves
c) le proces est reporté pour complément d’instruction

2. Lerreur de deuxiéme espece (risque B) correspond &:
a) Paccusé voulant protéger Pauteur du crime, se déclare coupable et il est condamné
b) un non lieu est prononcé
¢) I’accusé coupable est relaché.

3. On peut envisager deux situations selon la législation du pays:
_ Situation I: tout accusé est supposé innocent jusqu’a preuve de sa culpabilité.
_ Situation II: tout accusé est supposé coupable jusqu’a preuve de son innocence.
Les risques o et B dans ces deux situations sont tels que :

a) a(I) < a(Il) ¢) B(I) > BUII)

b) a(I) > a(ll) d) B(I) < BUI)
Réponse

Rappel:

«: probabilité de rejeter a tort Hy
f3: probabilité de ne pas rejeter Hy alors qu'elle est fausse

1. ,
A clest 1a définition méme du risque a: on rejette Hy alors qu’elle est vraie
. b) aucune décision n’a été prise en ce qul concerne la culpahilité de P'accusé et donc
aucun ”test” n’a été effectué (donc réponse fausse)
¢) on remet & plus tard le »test” et sa conclusion donc cela n’a rien & avoir avec I'un ou
Pautre des risques d’erreur (donc réponse fausse).

2.
@ a) Cela antraine une augmentation du risque o et donc une diminution du risque f
(faux)
b) aucune décision n’a été prise quad au caractére coupable ou non; aucun "test” n'a
été effectué (faux) _
C _d) cest le non rejet de Hy alors qu’elle est fausse: c’est la définition dg’B (vraie) (.




@
Dans la situation I, il sera plus difficile de prouver la culpabilité de I'accusé que dans la
situation IT donc on rejettera moins souvent Hy alors qu'elle fausse = A (I) > pIIy A

Dans la situation I1, il sera plus difficile de prouver I'innocence de I’accusé que dans la
situation I donc on rejettera plus souvent Hy alors qu’elle vraie = a(l) < ﬁ’([ T ;
| o @

Exercice 27 Pour connaitre la proportion p de pharmaciens qui utilisent un systéme infor-
ma,tique'pour effectuer leurs commandes quotidiennes et gérer leurs stocks, un organisme
d’étude de marché a effectué un sondage. L’enquéte réalisée en 1988 a montré que sur un
échantillon de 100 pharmaciens choisies au hasard, 40 utilisent un tel procédé.

1- Donner une estimation ponctuelle et un intervalle de confiance & 95% de p.
2- Quelle doit étre la taille de I’échantillon pour connaitre P, au risque 5% avec une
incertitude absolue inférieure 4 1%.

Rappel: Si C(p) = [po — A(a), po+ A(a)] est un intervalle de confiance 3 un risque o
donné de p , alors la quantité A(a) représente I'imprécision ou I'incertitude absolue de |a valeur

P.
3- Si I'on prend pour vraie valeur de p la valeur estimé P (& la question 1), entre quelles
limite se situera la fréquence observée p, sur :

un échantiloon de taille n = 400 au risque a = 5% ?

un échantiloon de taille n =100 au risque a = 1% ?
Réponse.

1_ 1

p= 100—0.40 /

Nous disposons d’un échantillon assez grand n = 100 et la quantité np(1 — p) = 100 x
0.4 x 0.6 = 24 > 18. L’intervalle de confiance & 95% de p est donc égal A :

IC(95%) = p+ za\/@ — 0.40 + 1.96/ 24%6)
fl 100

40% + 10%

= [pi; pa) = [0.304;0.496).7 (NS )

2- L’incertitude absolue est de 10%. L’incertitude relative est égale &

Ap 0.1
— =—x100=25
P 0.4 %
Si 'on souhaite une incertitude absolue de 1%, au risque o = 5%, la taille de 1’échantillon
n sur lequel doit étre réalisée 'enquéte est tel que :

2o

M =0.01
n



Le calcul de n, suppose que lon ait déja une estimation de p. En prenant comme
estimation de p la valeur trouvé dans 1), on obtient :

4)(0. 1.96)2(0.4)(0. . v
1.96 © Xo@”o.oHﬂvsﬂA B mvﬂcmwo \M\
n (0.01)2
w.. .
On doit déterminer des intervalles de pari, pour pg, qu’on note [P;; Py] tel que:
51— 7
[Pi; Pl =p+z, {

Si=400 et & = 5% alors z; = 1.96

(0.4)(0.6)

200 0.40 £ 0.05 = [0.3570.45]

[Pr; Py = 0.40 + 1.96

sin =100 et « = 1% alors zy=2:576

.4)(0.6
[P1; Py) = 0.40 + 2.576 SHW% = 0.40 £0.013 = [0.27; 0.53]
L’imprécision des estimateurs dépend de la taille de I’échantillon mais aussi du risque

d’erreur o.

ﬁ\? Exercice M\ Une compagnie aérienne a demandé une étude statistique afin d’améliorer la
streté au décollage et de définir un poids limite de bagages. Actuellement, le poids limite
des bagages & ne pas dépasser est de 20kg par personne.

Pour I'estimation du poids des voyageurs, sur un échantillon constitiné de 400 nacenmare



‘c”tﬂc < Z.YY) = U.YY0U UULL L\U L &9y — Vevvs s
P(U > 4.3) = 0.0014.
Ainsi, la probababilité qu'un avion de la compagnie ne puisse décoler est quasiment nulle

~ar preey e m -2

6. Sur la base du résultat précédent, il n’est pas nécessaire que la compagnie remette en
cause le poids maximum autorisé des bagages de 20kg.

%@xmgmomwm On a deux populations I et II. La premiere a un écart-type égal & 71 et la
deuxieme un écart-type égal & 72=271. Pour estimer 1?espérance de chacune de ces deux
populations, on calcule la moyenne d?un échantillon. On préleve & cette fin un échantillon de
chaque population de taille nl et n2=2n1 respectivement. Pour lequel des deux échantillons
12estimation de la moyenne de la population est la plus précise ? Justifier votre réponse.

Réponses :

Les deux estimateurs (moyenne empirique) sont sans biais. Le plus précis sera donc celul

qui a la plus petite variance.
2

Varj = =
\/w \Z\W &“ )
@ A\Dﬂ.m = mwl = ||O.H = MH\Q..\\.H
. ) MSH

C’est donc Pestimation correspondant a la premiére population qui sera la plus précise.

5



|

Exercice m . Une entreprise spécialisée dans la production de confiseries s’engage & respecter
certaines normes de fabrication concernant le pourcentage de colorant contenu dans ses
produits. Si celui-ci est supérieur ou égal 3 3 %, la marchandise est déclarée non conforme
ot est détruite. A la sortie de la chaine de fabrication on tire un échantillon aléatoire et
indépendant de N = 9 mesures en pourcentage. La moyenne et I’écart-type calculés sur cet
échantillon sont respectivement m = 3,3 % et sx=0,2 %. Le fabricant souhaite savoir s'il
peut vendre sa production-ou il doit la détruire.

1. Quelle quantité allez-vous tester 7 Enoncez les hypotheses du test.
9. Exprimez & l'aide d’une phrase les risques de lere et 2eme especes.

3. Quelle est la statistique (variable de décision) du test ? Quelle est sa loi 7 Sous quelle
hypothese ? .

=

. Représentez graphiquement ce test, en particulier les deux risques et la région critique.

ot

Déduire du graphique la forme de la région critique.

6. Calculez le seuil de la région critique pour un risque o =1 %.
7 Pouvez-vous déterminer la puissance du test ?

8

. Que conseillez-vous au fabricant, de vendre ou de détruire sa marchandise? Quel
risque a-t-il de prendre une mauvaise décision ?

Réponses :

1. On va tester la moyenne de ’échantillon. Les deux hypotheses & départager sont :

\ (Ho): p=3 %
@ CMMVH p>3 %

9: Le risque de premiere espece : o est celul de rejeter & tort (Ho)-
Tci c’est le risque de détruire de la-marchandise-alors que Je taux de colorant ne dépasse
~/~ Das la normie.
/i |} Lerisque de deuxitme espece, (3, est ici le risque de vendre ou de livre de la marchandise
awramam Fanix de colorant excessif.



On en déduit que la région critique, celle du rejet de (Hy), est de la forme : AM > Q,lf @

- Xon—u_C—yp
-ca=0,01=Py(X,>C)=P .
Q ch v EDA»W*\J\WV%*\/\QMV
La table de la loi de Student, & 8 degrés de liberté, donne alors $ = 2,8965. 11
s*/y/n

faut prendre la colonne correspondant & 0, 02. Q»\/
LN D

On en déduit : C =3+ 2,8965 x - = 3, 19.
.

O.bﬁm.@mcﬁ ,.wmmo&oEm&E@E%pﬁom&m% ﬁmmwopwﬁg%odw,w%&ﬁmg@d?\m (HY) est A
mmpréciSe. Pas de valeur de 4 permettant de faire de calcul. O

- Tp = 3,3 > () on se trouve dans la, région critique, et par conséquent on rejette

Phypothése nulle. @
On doit détruire la. marchandise car il y a de fortes chances que le taux de colorant ,

Soit trop élevé.
Le risque pris ici est celui de premiére espece : o = 1 %.



