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AVANT-PROPOS

Par « statistique » on entend trois choses différentes :
— La collecte des données concernant un phénomene.

— Les données elles-mémes.
— Le traitement de données.
Bien siir ces trois notions ne sont pas indépendantes car, si nous pouvons faire un

traitement de données, ces données doivent exister et, par conséquent, il faut au préalable
procéder a une collecte de ces données. On congoit aussi aisément que les résultats du
traitement de données sont tributaires des regles utilisées pour le recueil de données de
sorte que le méme traitement appliqué sur deux ensembles de données, concernant le méme
phénomene mais collectés selon des regles différentes, peut aboutir a des résultats non
convergents. Pendant ce cours on s’occupera exclusivement du traitement de données. La
collecte de données, les sondages, I’échantillonnage, etc. ont leurs propres regles, dont la
présentation est en dehors des buts du cours.

Bien que la collecte de données, en tant qu’activité humaine, se perd dans la nuit des
temps, le mot statistique est récent. Il fut créé€ au milieu du 18e siecle et le formalisme de la
statistique mathématique commenca a se développer depuis le début de notre siecle.

La statistique mathématique est la branche de mathématiques qui fournit les mé-
thodes qui permettent de traiter des données relatives a un phénomene et d’obtenir, a I’aide
de I’inférence (ou induction) statistique, des modeles du comportement du phénomene étu-
dié.

Essentiellement il s’agit d’étudier un phénomene par rapport a une ou deux de ses
caractéristiques, qui sont supposées indépendantes. Le fondement théorique de cette étude
est la théorie des probabilités, en particulier les lois de probabilités, les convergences des
lois, la loi de grands nombres et le théoréme central limite. Cette statistique s’appelle sta-
tistique classique. Quant a nous nous préférerons 1’appeler — pour des raisons évidentes —
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statistique a une dimension ou monodimensionnelle.

A partir des années soixante I’utilisation de ’ordinateur a permis de traiter, pour
un phénomene donné, plusieurs de ses caractéristiques a la fois, sans méme étre obligé
de faire I’hypothese de leur indépendance. Cette partie de la statistique s’appelle analyse
de données. La cohérence nous oblige a 1’appeler statistique a plusieurs dimensions ou

multidimensionnelle.
L’ objectif du cours de la Statistique Mathématique, donné a I’EISTI pendant la 2e

année, est de permettre a 1’éleve-ingénieur d’acquérir les éléments théoriques de base et
les techniques fondamentales. De plus, il doit inciter 1’éleve a avoir dans sa démarche de
résolution des problémes, une approche statistique afin d’enrichir sa réflexion.

Ce support de cours est destiné & fournir, sous forme écrite, les principaux résultats
et a favoriser 1’étude, chez soi, des certains points qui ne paraissent pas, ou qui ne sont pas,
faciles. De plus pour la présentation des techniques statistiques, nous avons délibérement
choisi une forme algorithmique, assez inhabituelle en statistique. Ainsi, pendant les séances
des T.D., la consultation de ce polycopié permettra un travail plus confortable et, espérons-
le, plus efficace. Afin que le polycopié soit (relativement) autonome, nous reprenons en
une annexe les résultats fondamentaux de la Théorie des Probabilités, ce qui regle, aussi, le

probleme de I’homogénéité des notations.



INTRODUCTION

Le but de la statistique mathématique est de développer un formalisme qui permet
1’étude des caractéristiques d’un ensemble d’éléments en se fondant sur 1’étude d’une partie
(en général, petite) extraite de cet ensemble.

L’ensemble dont nous voulons faire 1’étude s’appelle population et il est supposé
étre potentiellement infini. La partie de cet ensemble que nous utilisons pour faire 1’étude
s’appelle échantillon. Les caractéristiques (on dit aussi caractéres) étudiées de la population

peuvent étre de deux types :

— Caractéristiques quantitatives.- Ce sont des résultats issus de mesures. A une ca-
ractéristique quantitative on associe une variable continue, qui représente toutes
les valeurs possibles de la mesure considérée. Selon la structure de cet ensemble
de valeurs de la mesure, on distingue :

— caractéristique quantitative ordinale, quand dans I’ensemble de mesures nous
pouvons définir seulement un ordre (e.g. mesure de temperature).

— caractéristique quantitative normale, quand, en plus de I’ordre, nous pouvons
définir, dans I’ensemble de mesures, des opérations arithmétiques, comme 1’ad-
dition ou la multiplication (e.g. teneur en nitrates de 1’eau potable).

— Caractéristiques qualitatives.- Ce sont des résultats issus d’observations. Une telle
caractéristique peut prendre plusieurs valeurs qui sont mutuellement exclusives et
dont le nombre dépend du point de vue adopté. Ces valeurs, dans le cas des ca-
ractéristiques qualitatives, s’appellent des modalités. A une caractéristique quali-
tative on associe une variable discrete, qui représente toutes les modalités. Selon
la structure de 1’ensemble des modalités on distingue :
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— caractéristique qualitative ordinale, quand dans I’ensemble des modalités nous
pouvons définir seulement un ordre (e.g. age).
— caractéristique qualitative nominale, quand dans I’ensemble des modalités nous

ne pouvons pas définir une structure (e.g. lieu d’habitation).

Un échantillon peut étre représenté a 1’aide d’un tableau X a deux dimensions. Les
lignes de ce tableau représentent les éléments de 1’échantillon. Chaque colonne du tableau
correspond a une caractéristique. Le tableau X est appelé le tableau de données. Actuelle-
ment il est a la mode de I’appeler corpus, comme si I’échantillon d’une population pourrait
nous donner I’ensemble des ceuvres de la population ! Une forme particuliere de ce tableau
s’appelle tableau de contingence. Si on note par £ 1’échantillon, par C 1’ensemble de ca-

ractéristiques, avec card(E ) = n et card(C ) = m , alors un élément du tableau X sera

noté x;; ,ouni=1,...,n 2 Injetj=1,....m 2 Jm] . La i-ieme ligne du tableau correspond
a I'i-ieme élément de I’échantilon et sera notée x; . Il s’agit d’un vecteur-ligne a m di-
mensions qui contient toutes les valeurs des mesures et observations faites sur cet élément.
De la méme fagon la j-ieme colonne du tableau correspond a la j-iéme caractéristique de
I’échantilon et sera notée x ;. Il s’agit d’un vecteur-colonne a n dimensions qui contient
tous les résultats de la mesure (ou de 1’observation) correspondants a cette caractéristique.
Nous pouvons considérer que cette mesure (ou observation) peut étre modélisée par I’inter-
médiaired’une variable aléatoire X;, qui prend les valeurs X; = x;; ; i € |n]. C’est la raison
pour laquelle dorénavant, a la place des caractéristiques, nous allons parler des variables, en
gardant bien siir la distinction entre variables quantitatives et variables qualitatives. Distinc-
tion qui, soit dit en passant, ne nous servira point, car dans la suite nous nous occuperons
uniquement des variables quantitatives.

Le travail statistique consiste, comme nous I’avons déja dit au début, a imaginer, en
utilisant des résultats expérimentaux obtenus a partir de I’échantillon, ce qui se passerait
pour un nombre infini des résultats. Deux approches sont possibles :

— Lapproche descriptive.- Elle consiste essentiellement a utiliser I’histogramme des
effectifs, que nous pouvons réaliser comme suit :
Considérons une variable (aléatoire) X (i.e. une colonne du tableau X) et suppo-
sons qu’on découpe I’intervalle de variation de cette variable en sous-intervalles
de longueur identique [x, , x|, [Xp,Xc[, - - - [xk ,%;[, - ... Pour chaque sous-intervalle
[xx ,x;[ on trace un rectangle dont la base est égale a x; — x; et la hauteur propor-
tionnelle au nombre rny; d’éléments x; de 1’échantillon dont les valeurs X sont
telles que xp < X < x.
Si on veut faire des comparaisons entre plusieurs histogrammes, il est d’usage de
normaliser, c’est-a-dire de construire des rectangles dont la hauteur est propor-

. N . n
tionnelle a la fréquence fy; = Tk
n

Pour le passage des résultats expérimentaux, issus de 1’échantillon, aux résultats
concernant la population, on admet que la fréquence fi; a une limite pour chaque

sous-intervalle [x; ,x;[ , i.e. on suppose que nous avons lim fi; = lim " = f;;
Nn—oo n—oo N

oll fy est la valeur de la fréquence correspondante dans la population infinie.



Remarquons que la fonction qui fournit la surface des rectangles de 1’histogramme
d’effectifs d’une population infinie est la fonction de distribution de la v.a. X.

— Lapproche analytique.- On utilise ici aussi la variable X et on cherche a résumer
la distribution expérimentale (c’est-a-dire la distribution observée et reportée au
tableau de données X) par des parametres qui caractérisent la tendance centrale
et la dispersion des valeurs de X. Ensuite on extrapole les résultats obtenus de
I’échantillon a la population totale. Cette extrapolation se fait en utilisant des mé-
thodes de calcul empruntées a 1’ Analyse, mais, de plus, en Statistique on fixe au
préalable la valeur des risques encourus par cette opération.

La premiere approche est 1’objet de la Statistique Descriptive qui ne rentre pas dans
le cadre de ce cours. Dans la suite nous travaillerons, donc, avec la seconde approche qui
nous obligera de passer continuellement de la population a I’échantillon et vice versa.

En utilisant un échantillon on obtient des mesures expérimentales et tout calcul utili-
sant ces mesures est un calcul certain (c-a-d. non probabiliste) tandis que tout extrapolation
de ce calcul a la population totale est de nature probabiliste. Cette extrapolation porte le
nom d’inférence statistique.

Bien évidemment cette analyse peut s’étendre a plusieurs caractéristiques et a plu-
sieurs populations. Nous entrons ainsi dans ce qu’il est convenu d’appeler I’ Analyse de
Données et qui est, en réalité, la Statistique Multidimensionnelle. L’ objectif de cette branche
de la Statistique est plus général et plus ambitieux : étudier I’'influence isolée et simultanée
des caractéristiques sur une ou plusieurs populations. Et, par un effet de symétrie parfois dé-
licate a mettre en ceuvre, nous sommes aussi amenés a étudier la structuration des variables
telle que les observations nous laissent I’appréhender.

Ce polycopié est divisé en deux parties : statistique monodimensionnelle et statis-
tique multidimensionnelle.

La statistique monodimensionnelle débute avec quelques rappels de la théorie des
probabilités concernant les théoremes limites et les lois des grands nombres. Ensuite nous
passons en revue les lois des probabilités, avant de présenter la méthode de I’inférence
statistique. La premiere partie se termine avec la présentation des techniques statistiques,
i.e. 'estimation ponctuelle et par intervalle de confiance, les tests d’hypotheses, le contrdle
de réception et I’analyse de variance.

Dans la deuxieme partie on introduit la statistique multidimensionnelle par 1’inter-
médiaire de I’analyse canonique, ce qui permet par la suite de présenter comme des appli-

cations la régression linéaire, I’analyse et la structuration de données.



1. INTRODUCTION



LES THEOREMES LIMITES

2.1 Convergence et mesure de probabilité . . . ... ... 8
2.1.1 Convergence presque stire . . . . . ... ... 8
2.1.2  Convergence en probabilité . . . . . ... ... 8
2.1.3  Convergence en moyenne quadratique . . . . . 9
2.14 Convergenceenloi . . ... .......... 10
2.1.5 Relations entre les différentes convergences . . 10
2.2 Quelques inégalités en probabilités . . . . . ... ... 10
2.3 Loisdes grandsnombres . . . ... ... ....... 11
2.3.1 Loi forte des grands nombres . . . . . ... .. 11
2.3.2 Loi faible des grands nombres . . . . . .. .. 12
2.3.3 Conséquences des lois des grands nombres . . 12
2.4 Théoréme central limite (TCL) . . . ... ... .... 13

Considérons plusieurs v.a. définies sur le méme espace probabilisé (Q, 4, P) et a
valeurs dans R. En analyse nous étudions le comportement des fonctions en utilisant le

concept de la convergence et nous savons que la suite de fonctions {f, }, converge vers f
2 1/2
£ 1=l [ £ Pax |2,

Nous pouvons utiliser le méme concept pour I’examen des v.a. voisines, en tenant

si lim | f,—f | =0 ol nous avons noté
n—oo

compte que nous avons comme élément supplémentaire pour I’étude de la convergence, soit

la mesure de probabilité, soit la fonction de répartition.
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2.1 Convergence et mesure de probabilité

Dans ce paragraphe on considére une suite des v.a. Xj,...,X,,... de (Q, 4, P) dans
(R, Bg) . On notera cette suite des v.a. par (X,)

ne

2.1.1 Convergence presque slire

DEFINITION 2.1.1 On dit que la suite des v.a. (X,), converge vers la v.a. X presque sU-
rement ou avec probabilité un et [’on note

IimX, =X

n—oo ps
Si

P[nmxnzx]:l

n—oo

c’est-a-dire si

P[O): lian(co):X(co)}:l YoeQ—Qy avec Qo CQ tel que P(Qp) =0

n—o0

Par conséquent la convergence presque siire est la convergence en moyenne sur tout
Q, sauf éventuellement sur un sous-ensemble Q¢ de mesure nulle.

Nous avons les propriétés suivantes :

PROPRIETE 2.1.1 Sip{ lian:X} —1 etp[ nmxn:x'] — 1, alors

n—oo n—oo

PX=X]=1

PROPRIETE 2.1.2 Nous avons P { IimX,=X } =1 si et seulement si

n—oo

Ve>0: limP<{sup|Xm—X|<8}> =1

n—o0 m>n

n—oo

PROPRIETE 2.1.3 Si P[ lim X, :X} =1, alors nous pouvons extraire une sous-suite

(X,,k)nk de la suite (X,,) telle que P {’}ijrgoXnk = X} =1.

PROPRIETE 2.1.4 i E(X,) =0Vn e Net LV(X) < +oo, alors P [ lim X, = X ]
n

n—oo

2.1.2 Convergence en probabilité
DEFINITION 2.1.2  On dit que la suite des v.a. (X,), converge en probabilité vers la v.a.
X et I’on note

IimX,=X

n—o0 V4
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Si

Ve>0:limP({|X,—X |<e})=1
n—oo

Afin de se rendre compte de la différence entre la convergence en probabilité et la
convergence presque siire, nous allons utiliser le langage de 1’analyse. Pour les deux notions
nous avons que Ve > 0 et V8 > 0, il existe un entier N(€,8) > Otel que P({| X, — X |< €}) =
1 Vn > N(g,d). Mais la convergence presque slire établit en plus que cette relation est

valable pour chaque ® € Q —Qy, i.e. lim X,, = X signifie que Ve > 0,Vd >0 et Vo € Q —Q
n—oo ps

il existe un entier N(g,3;®) > 0 tel que P ({| X,(0) — X (o) |[<e}) =1 Vrn> N(g, ;) .
Nous avons les propriétés suivantes :

PROPRIETE 2.1.5 Silim X, =X ef limX, =X', alors P[X =X'] = 1.

n—oo p n—oo V4

PROPRIETE 2.1.6 SilimX, =X et f:R— R, alors lim f(X,) = (X).
n—oo )4 Nn—o0

PROPRIETE 2.1.7 SilimX, =X, limY, =Y et P[X =Y] =1, alors
n—oo P

n—oo p

Ve>0:P[|X,—Y,|>€=0.

PROPRIETE 2.1.8 Sila suite desv.a. (X,), converge presque siirement vers X dans (Q, 4, P),

alors (Xy), converge en probabilité vers X.

2.1.3 Convergence en moyenne quadratique

On fait I’hypothese que les moments d’ordre 2 de la suite des v.a.(X,), et de la v.a.

X existent.

DEFINITION 2.1.3  On dit que la suite (X,), converge en moyenne quadratique vers X et

[’on note

IimX, =X

n—oo mq
Si

lim E [| X,—X )] =0

n—oo

c’est-a-dire que Ve > 0 il existe un entier N(€) > 0 tel que E [| X, —X [*] Vn > N(g).

Notons que cette convergence est définie pour tout ® € Q .

Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE 2.1.9 SilimX, =X et limY, =Y, alors lim X,)Y,, = XY.
mq mq mq

n—oo n—oo n—o0
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2.1.4 Convergence en loi

La convergence en loi utilise la notion de la fonction de répartition. Au lieu donc de
s’intéresser au comportement voisin des v.a. on s’intéressera au voisinage des fonctions de

répartition des v.a.

DEFINITION 2.1.4  On dit que la suite (X,,), converge en loi vers X et I’on note

IimX, =X

n—oo A
i

lim Fx, (x) = Fx(x) Yx € R pour lequel la fonction Fx est continue

n—oo

Nous avons les deux propriétés suivantes :

PROPRIETE 2.1.10 Si limX, =X et limY, =Y, alors X et Y suivent la méme loi de

n—oo ! n—oo 1

probabilité.

Si lim X,, = X , alors pour tout intervalle [a,b[ C R pour lequel la fonction de répar-
n—oo mq

tition Fx est continue nous avons

lim P [a < X,(®) < b] =P [a < X(®) < b]

n—o0

2.1.5 Relations entre les différentes convergences

Nous avons le schéma d’implication suivant :

conv. presque siire AN
conv. en probabilité — conv. en loi
conv. en moyenne quadratique.

2.2 Quelques inégalités en probabilités
Nous avons le

THEOREME 2.2.1 Soit X une v.a. sur (Q, A, P). Considérons une fonction réelle g(X).

Alors g(X) est une v.a. telle que
E [g(X
P[g(X)Zc]SM i Ve>0 (2.2.1)
c
Cas particuliers :
(1) Posons g(X) =| X —E(X)|". Alors

E[|X-EX)|]

PIX-E®)2¢] <o

; Ve>0 (Inégalité de Markov)
(2.2.2)
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(2) Sig(X)=|X—E(X)|*,alors :

P X-EX)|P>c < E[IX-EX)F] ALY ; Ve >0 (2.2.3)

c? c2

(3) Sic=98+/V(X),alors:

1 i
P [| X—E(X)|>38 \/V(X)} S5 i¥e>0  (Inégalité de Chebychev) (2.24)
Nous avons aussi la forme équivalentes :

P[|X—E )< 8 VV( }>1ff S Ve>0 (2.2.5)

THEOREME 2.2.2 (Inégalité de Kolmogorov ).- Si (X,,), suite de v.a. indépendantes, cen-

trées et de variance finie, alors nous avons :

V(Sn)
P | max |Sg|>c| < ;Ve>0,n=1,2,... (2.2.6)

1<k<n c2

k
ouonaposé:S,=1Y X;.
i=1

2.3 Lois des grands nombres

2.3.1 Loi forte des grands nombres

Le théoreme suivant est le critere de Kolmogorov pour la loi forte des grands nombres :

THEOREME 2.3.1 Considérons la suite (X,), de v.a. indépendantes. Si ces v.a. sont cen-

k
trées et telles que Z

converge ;Nk=1,2,...,n, alors la suite (X,), obéit a la loi

forte des grands nombres.

Dans le cas ol la suite (X,), est composée de v.a. indépendantes et identiquement

distribuées (v.i.i.d.), alors nous avons le théoréme de Khinchine :

THEOREME 2.3.2 Considérons la suite (X,), de v.a.iid. . Si ces v.a. sont telles que
E(X;) =m < oo ;Vk=1,2,...,n, alors la suite (X,)

nombres.

, obéit a la loi forte des grands

Dans le cas ol les v.a. de la suite (X,), sont dépendantes entre elles, nous avons le

théoréme de Parzen :

THEOREME 2.3.3  Considérons la suite (X,), de v.a. dépendantes, telles que
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V(Xy) <M <eo;Vk=1,2,...,n, avec M une constante. Alors la suite (X,), obéit

a la loi forte des grands nombres s’il existe des constantes positives Q et q telles que

|E<Xk Zx) kg Vk=1,2,...,n (2.3.1)

2.3.2 Loi faible des grands hombres

Nous avons les résultats suivants :

THEOREME 2.3.4  Soit la suite (X,),, de v.a. indépendantes telles que | E(Xy) |< oo ; Vk =

1,2,.... Posons

Sr=Y V(X
=1
on suppose que
2

alors la suite (X,), obéit a la loi faible des grands nombres.

THEOREME 2.3.5 Soit la suite (X,), de v.a. indépendantes telles que | E(Xy) |< oo ; Vk=

1,2,.... S’il existe une constante 8 > 0 telle que
)
i (100 1)

alors la suite (X,), obéit a la loi faible des grands nombres.

2.3.3 Conséquences des lois des grands nombres

Nous donnons ci-apres les principaux résultats concernant les applications des lois
des grands nombres.

THEOREME 2.3.6 Soient (X,), et (Y,), deux suites de v.a. indépendantes telles que

lim X, Xet hmY—Y

n—oo n—oo
Alors

() lim (aX,+bY,) =aX +bY
n—oo P

(i) lim (X, Y,)=X-Y

n—oo p

(i) lim (X, / ¥) =X /¥ sip({¥, #0}) =T et p({¥ £0}) = 1.
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THEOREME 2.3.7 Soient (X,), et (Y,), deux suites de v.a. indépendantes telles que

Iim X, =X et lim ¥,=c¢
p

n—oo 1 n—o0
avec ¢ constante non nulle. Nous avons alors
@ lim (X,+7Y,) = X—+c
n—oo
(i) lim (X,-Y,) = c-X
n—oo

i) lim (X, /Y) =X /csip({Ys#0})=1.

Théoréme central limite (TCL)

n
Les résultats du paragraphe précédent assurent que, sous certaines conditions, — Z Xk
k=1
1 n
converge vers — Z E(X;). Mais, en regle générale, E(X;) est une v.a., de sorte que ces ré-
n
k=1

sultats, bien qu’ils valident la démarche statistique, n’apportent pas une aide pour le calcul
1 n
de — Xk .

Le théoréme suivant nous fournit plus des précisions dans le cas particulier des
v.a.i.i.d.

THEOREME 2.4.1 (Th. central limite ).- Soit la suite (X,), de v.a.i.i.d. telles que E (X;) =

pavec |u|< e etV(Xy) =06><oo;Vk=1,2,.... Notons par

Sp =

™=

X

S| =

k=1

et par

_ Sp—nu

7z, =
" oyn
la v.a. centrée réduite de S,, . Alors nous avons

lim Z, = =Z ~ A((0,1)

n—oo l

De ce théoréme nous pouvons conclure que
: o’
lim S, =8~ N (u, 7)

n—oo l

Dans le cas ou les v.a. ne suivent pas la méme loi, nous avons le :

THEOREME 2.4.2 ( Théoréme de Lyapounov ).- Soit la suite (X,), de v.a. telles que

E(Xp) = avec | pyp |< o0 3 Vhk=1,2,.... S’il existe une valeur & > 0 telle que

E(\Xk—,uk |2+5) <ooVk=1.2,...
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et
: 1 - 2+3
Mm . 1+3/2 'I;E(‘Xk_'“” ) =0
(Z V(Xk)) -
k=1
alors
lim Z,=Z~ A (0,1)
avec
n
Y E (X — )
Zy = _n 05
(Z V(Xk)>
k=1

et oi on a noté par N (0,1) la loi normale centrée, réduite (cf. prochain chapitre).

Pour évaluer I’erreur qu’on commet quand on applique le théoréme central limite,

nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 2.4.3  Soit la suite (X,), de v.a.i.id. telles que E(Xy) = p avec | p |< oo et
V(Xk) = 62 <o ;Vk=1,2,.... Notons

& 3
k§1E(|Xk ul?)

Cn =

63
Alors pour tout b € R nous avons
)
Xk —nu b
k=1 1 12 2¢,
Pl ——<b|— — / 2 dx |< —
| oyn ~ m )€ *ls vn
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L’étude d’une expérience aléatoire consiste au calcul des ses caractéristiques, surtout

espérance mathématique et variance, a I’examen de la forme de sa fonction de densité, éven-
tuellement a d’autres calculs en fonction de la spécificité du probleme posé. Par conséquent
chaque fois que nous avons une telle expérience a étudier, nous devons la répéter plusieurs
fois et, en utilisant les résultats de ces répétitions, procéder aux calculs et examens. Outre
le fait que les répétitions d’une expérience ne sont pas toujours possibles, il faut prendre
en considération leur cott. Il est, donc, naturel de chercher a mettre ensemble différentes
expériences aléatoires, en formant ainsi des classes ayant des carctéristiques statistiques
identiques. Nous pouvons remarquer que cette démarche est possible a partir du moment
ol nous mettons dans une telle classe des expériences qui sont par leur aspect différentes,

15
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mais pour lesquelles se dégage une identité certaine de leur nature. Ainsi, e.g. jouer a « pile
ou face » ou tirer une balle d’une urne contenant des balles de deux couleurs distinctes, sont
deux expériences différentes mais dont la nature est la méme : chaque fois il y a un résultat
parmi deux possibles.

Les lois de probabilité nous fournissent les moyens pour décrire ces classes d’expé-
riences aléatoires car, comme nous avons vu, elles permettent de calculer aussi bien les
moments que les fonctions de densité et de répartition. Nous présentons ci-apres et de fagon
relativement détaillée, les principales lois discretes et continues. Il est a noter qu’a 1’aide de
cette présentation nous pouvons aussi faire la typologie des expériences aléatoires, dans la

mesure ou chaque loi correspond a un type d’expérience.

OIS DISCRETES

3.1 Loi de Bernoulli

Une expérience aléatoire qui se produit une seule fois et qu’elle a deux résultats
possibles, suit la loi de Bernoulli.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Nombre de résultats de I’expérience : 2, notés A et B avec probabilités petg=1—p

respectivement.
1 sile résultat est A
(2) Va.: X= { 0 si le résultat est B

(3) Nombre de répétitions de I’expérience : fixé d’avance et égal a 1.

RESULTATS
(1) Probabilité :

(2) Espérance mathématique

(3) Variance

(4) Fonction caractéristique

NOTATION
X v.a. qui suit la loi de Bernoulli : X ~ B(p) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
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— Pile ou face.
— Tirage d’une balle dans une urne contenant deux catégories de balles.

— Prélevement a partir d’un lot, d’un article pouvant étre soit bon soit défectueux.

3.2 Loibinomiale

La loi binomiale est une extension de la loi de Bernoulli car elle décrit le compor-
tement d’une expérience qui a deux résultats possibles et qui est répétée plusieurs fois. Ce

type d’expérience aléatoire se rencontre tres souvent dans les applications.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE
(1) Nombre de résultats de I’expérience : 2, notés A et B avec probabilités petg=1—p
(2) V.a.: X = nombre de réalisations de I’événement A, (X =0,1,...,n).
(3) Nombre de répétitions de 1’expérience : fixé d’avance et égal a n.
(4) Nombre de réalisations de 1’événement A : variable.
(5) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)’

(6) Répétitions de I’expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS
(1) Probabilité :

Px(X=x)=C,p*(1-p)" ", x=0,1,...

(2) Espérance mathématique :

(3) Variance :

(4) Fonction caractéristique

(5) Calcul itératif :

NOTATION
X v.a. qui suit la loi binomiale : X ~ B(n, p) .

TABLES
Les tables de loi binomiale sont de deux types :

!Dans la pratique on considére qu’un tirage est sans remise dés que n/N < 0.1
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— Tables avec des probabilités simples
b(x;n,p)=Cyp*(1—p)"*,pourx=0,1,...;n>x; pe[0,1].
— Tables avec des probabilités cumulées

B(r;n,p) = i b(x;n,p) = P(X <r) pour p € [0, 0.5].
x=0

Exemple B(6;10,0.5) = 0.82812.
Si p > 0.5, alors nous pouvons utiliser la méme table car :

B(V;}’l7p) = PX(XSV)

=Px(Y>n—r)

1-Px(Y<n—r—1)

n—r—1

=1- Y bynl-p)
y=0

=1-B(n—r—1;n1-p)

ou nous avons noté Y =n—X la v.a. qui suit la loi binomiale avec probabilité
1—p.

N.B. Parfois dans des livres on trouve des tables des probabilités cumulées P(X >
r)aulieude P(X <r).

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Une succession des « pile ou face » .

— Une succession des tirages d’une balle avec remise dans une urne contenant deux
catégories de balles.
— Une succession des prélevements avec remise, a partir d’un lot, d’un article pou-

vant étre bon ou défectueux.

EXEMPLES

Partage des ressources. Supposons que par tranche horaire il y a n personnes qui
peuvent demander une ressource quelconque (e.g. une imprimante, de I’électricité,
du pain, les services d’une caissiere, etc) avec probabilité p connue. En utilisant les
tables de la probabilité cumulée de la distribution binomiale, nous pouvons calculer
la probabilité qu’il y ait au plus k < n personnes qui demanderont effectivement cette
ressource.

Test de qualité. Supposons que dans un lot contenant plusieurs articles, il y a des
articles défectueux avec une probabilité p connue. En utilisant les tables de la proba-
bilité cumulée de la distribution binomiale, nous pouvons calculer la probabilité qu’il
y ait soit au plus k articles défectueux, soit exactement k articles défectueux, dans un

échantillon de n articles tirés au hasard d’une population de taille V.
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PROPRIETE
— Si m variables aléatoires indépendantes X{, ..., X, sont distribuées selon des lois

binomiales indépendantes B(nj, p),- -,

m
B(ny, p), alors la somme X = X; + - - - +X,, suit la loi binomiale B (n =Y nhp) .
i=1

=

REMARQUES
— La fonction de densité est symétrique si p =g = 0.5.
— Lavariance de la loi binomiale est plus petite que sa moyenne (loi sous-dispersée).

— Laloi de Bernoulli peut étre notée B(1, p) .

3.3 Loi multinomiale

Il s’agit d’une généralisation de la loi binomiale dans le cas ou le nombre de résultats

de ’expérience est supérieur a deux.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
(1) Nombre de résultats de I’expérience : q, notés Ay avec probabilités py; k=1,2,...,q,

q
avec pr=1.
k=1

(2) V.a.: X; = nombre de réalisations de I’événement Ay ; k=1,2,...,q .

(3) Nombre de répétitions de I’expérience : fixé d’avance et égal a n.

(4) Nombre de réalisations de 1’événement Ay, : variable.

(5) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)

(6) Répétitions de I’expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS
(1) Probabilité : Si on note par X = [Xi,...,X,] , nous avons :
!
Px(Xi=x1,+ , Xy =x4) = %pf‘ p;q ,x=0,1,...n;k=1,...q
xg! e xg!

(2) Espérance mathématique :
E(X;)=npy; k=1,...q
(3) Variance :
V(Xe) =npk(1—pi) s k=1,...q
(4) Covariance

U(X;,X;)=—npipjsi#j,i,j=1,...q
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(5) Corrélation

PiDj

& X) =\ T (= py)

(6) Fonction caractéristique

n
q ) 9q .
Ona {x, (x1,...xg) = Zp;e/"’ , d’ol on obtient ¢x (x1,...x4) = (Z p;e”“)

I=1 I=1

NOTATION
X v.a. qui suit la loi multinomiale : X ~ B(n; p1,...,pq)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Une succession des lancements d’un dé.
— Une succession des tirages avec remise, d’'une balle d’une urne contenant plu-

sieurs catégories de balles.
— Une succession des prélevements avec remise, a partir d’un lot, d’un article pou-

vant appartenir a plusieurs classes.

REMARQUE

— Sig =2, on retrouve la loi binomiale B(n, p) .

3.4 Loibinomiale négative

Comme dans le cas de la loi binomiale, on répete plusieurs fois une expérience

aléatoire qui a deux résultats possibles, mais on voudrait en plus que I'un des résultats

arrive un nombre de fois fixe, défini d’avance. La loi suivie dans ce cas est la loi binomiale

négative.

ey
@)

3
“
&)
(6)

ey

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
Nombre de résultats de I’expérience : 2, notés A et B avec probabilités petg=1—p

V.a. : X = nombre de répétitions de 1’expérience nécessaire pour avoir le résultat

souhaité.

Nombre de répétitions de I’expérience : variable.
Nombre de réalisations de I’événement A : fixé d’avance et égal a c .
Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)

Répétitions de I’expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS

Probabilité :

PX(X:x):Cg;;_lpC(l—p)x ,x=0,1,...
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(2) Espérance mathématique :

c-(1-p)
E(X)= »
(3) Variance :
c-(1—
V(X) = (p2 p)

(4) Fonction caractéristique

0= (7= e )

(5) Calcul itératif :

NOTATION
X v.a. qui suit la loi binomiale négative : X ~ B* (¢, p) .

TABLES
On utilise les tables des probabilités cumulées de la loi binomiale. En effet si on note
par

b*(x;¢,p) :CZ:}JrXp"(l —p) " ¢,c=0,1,...;x>¢c;p €10,1]

la probabilité Py (X = x), alors nous avons pour la probabilité cumulée

r

1
Px(X <r)=B'(r;c,p) = Y b*(x;c,p) = 1= Y b(x;r,p) = 1 =B(c—1,r,p)

c
x=c x=0

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Une succession des « pile ou face » , jusqu’a avoir ¢ fois « pile ».

— Une succession des tirages avec remise, d’une balle d’'une urne contenant deux
catégories de balles, jusqu’a avoir ¢ balles d’'une méme couleur.

EXEMPLE
— Test de qualité. Supposons que dans un lot de N articles il y a des articles dé-

fectueux avec une probabilité p connue. En utilisant les tables de la probabilité
cumulée de la distribution binomiale, nous pouvons calculer le nombre n d’ar-
ticles qu’il faut extraire de ce lot pour avoir, avec une grande propababilité (e.g.

95%), c articles non défectueux.
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REMARQUES

— Si c =1, la loi négative binomiale négative s’appelle loi de Pascal ou loi géomé-
triqgue de parameétre p.

— La variance de la loi binomiale négative est plus grande que sa moyenne (loi sur-

dispersée).

3.5 Loi hypergéométrique

On considere, comme pour la loi binomiale, le cas d’une expérience aléatoire qui a
deux résulats possibles mais on suppose que les probabilités de réalisation de ces deux évé-

nements varient avec le temps. Ce type d’expérience est décrit par la loi hypergéométrique.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE

(1) Nombre de résultats de I’expérience : 2, notés A et B avec probabilités p = ﬁ et
q="5".

(2) V.a” : X = nombre de réalisations de I’événement A .

(3) Nombre de répétitions de I’expérience : fixé d’avance et égal an < N.

(4) Nombre de réalisations de 1’événement A : variable.

(5) Probabilités des résultats : Modifiées avec le temps (i.e. tirage sans remise)

(6) Répétitions de I’expérience : Dépendantes entre elles.

RESULTATS

(1) Probabilité :

(3) Variance :

(4) Calcul itératif :

(k—x+1) (n—x+1)

Pe(X =) = x(N—k—n+x)

~Px(X:)C71)

NOTATION
X v.a. qui suit la loi hypergéométrique : X ~ H(N,n,k) .
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TABLES
Les tables de la loi hypergéométrique fournissent les probabilités cumulées : Si on

note par p(N,n,k,x), x=0,1,... la probabilité Py (X = x) , alors la probabilité cumulée est

donnée par

H(N7n7k’r): Z p(N7n7k7x):PX(X§r)'
x=max[0,n—(N—k)]
Pour la lecture des tables de la loi hypergéométrique, il faut utiliser les relations :
p(N7n7k7x) = p(N’k7n7x) ’
H(N,n,k,r)=H(N,k,n,r) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Une succession des tirages sans remise, d’une balle dans une urne contenant deux

catégories de balles en proportion connue.
— Une succession des prélevements sans remise, a partir d’un lot, d’un article pou-

vant étre soit bon, soit défectueux.

EXEMPLE
— Soit un lot contenant N articles, dont k défectueux. On prend au hasard » articles

sans remise et on accepte ce lot si on a trouvé au plus r articles défectueux parmi
les n. Les tables de la loi hypergéométrique nous permettent d’évaluer la probabi-
lité d’accepter le lot en fonction du nombre k d’articles défectueux contenus dans
le lot.

REMARQUES
— Si N — oo et nreste fini ou si n est tres petit par rapport a NV, alors la loi hypergéo-

. S k.
métrique tend vers la loi binomiale B (n, p) avec p = N e Al/lm Px(X =x) =

Cip*(1—p)"* . Ainsi la v.a. X , qui suit la loi hypergéométrique, converge en
loi vers une v.a. qui suit la loi binomiale.

— Si n > 2, la variance de la loi hypergéométrique est toujours inférieure a la va-

. S . . k
riance de la loi binomiale, car si on prend p ~ N nous avons :

N—n
N-—-1

variance de la loi hypergéométrique ~ npq < npq = variance de la loi
binomiale

sauf si n est négligeable devant N.

3.6 Loide Poisson

Lorsque on s’intéresse au nombre de fois qu'un événement se réalise pendant un
intervalle de temps ou au nombre d’articles de type spécifique qui se trouvent soit dans une
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région d’un espace soit dans une portion d’un volume, nous pouvons utiliser, pour effectuer

nos calculs, la loi de Poisson.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
(1) Nombre de résultats de I’expérience : 1, noté A.
(2) V.a.: X = nombre de réalisations de I’évenement A.
(3) Nombre d’expériences : n > 1.
(4) Unité de temps, de I’espace ou de volume relative a I’expérience : connu (par exemple
Is ou 1 m? ou 10 cl).

(5) Nombre moyen de résultats A pendant une unité relative a I’expérience : connu, noté
A.

(6) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)

(7) Répétitions de I’expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS

(1) Probabilité :

6"
Px (X =x)= ;x=0,1,...

avec © = An ( 0 > 0 est le nombre moyen de réalisations de 1’événement A pendant

les n unités relatives a I’experience).

(2) Espérance mathématique :
(3) Variance :

(4) Fonction caractéristique

(5) Calcul itératif :

NOTATION
X v.a. qui suit la loi de Poisson : X ~ P(0) ou X ~ P(A,n).

TABLES
Les tables de loi de Poisson sont de deux types :

— Tables avec des probabilités élémentaires p(x;A) = ¢~ ® 0% /x!, pour x=0,1,...;
pel0,1]:0>0.
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p
— Tables avec des probabilités cumulées P(r;0) = ¥ p(x;0) =Px(X <7r).
=0

X

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Nombre de clients arrivant devant un point de vente pendant une durée de temps

fixé d’avance.
— Nombre des substances discretes (e.g. bactéries, poissons, globules rouges, ...)

dans un volume de liquide.
— Nombre d’erreurs de frappe dans une ou plusieurs pages dactylographiées.

— Nombre d’appels téléphoniques pendant une durée de temps fixée.

EXEMPLE
— Dans un lot contenant un grand nombre d’articles, la probabilité pour qu’un article

soit défectueux est faible (< 0.1) et égale a p. Supposons qu’on prend n articles
au hasard. Les tables de la loi de Poisson P(r;8), avec ® = pn, nous fournissent
la probabilité pour qu’il y ait au plus deux articles défectueux parmi les n.

PROPRIETE
— Si m variables aléatoires indépendantes X, ..., X, sont distribuées selon des lois

de Poisson P(01,n),:- -,
m
P(0,,,n), alors lasomme X = X +- - - + X, suit la loi de Poisson P (9 =X 91'7")-
=1

i=

REMARQUES

— Si la loi binomiale B(n, p) a une valeur de n modérement élevée (n > 10) et une
valeur de p petite (p < 0.1), avec np < 30, alors la loi de Poisson P(n,0) avec
0 = np, est une approximation de la loi binomiale. (Si np > 30, on utilise pour
I’approximation la loi normale qui sera présentée par la suite.) De méme si p
est grande (p > 0.9), alors la loi de Poisson P(n,0) avec 8 = n(1 — p), est une
approximation de la loi binomiale.

— Du fait que quand la probabilité est petite, la loi de Poisson est une approximation
de la loi binomiale, on I’appelle loi des événements rares.

— Pou la loi de Poisson nous avons E(X) = V(X). Nous pouvons utiliser cette rela-
tion pour tester une suite de valeurs numériques prises par une v.a., afin de recon-

naitre si cette v.a. suit la loi de Poisson.

3.7 Loi uniforme discréte

Une expérience aléatoire qui se produit une seule fois et qu’elle a plusieurs résultats

possibles équiprobables, suit la loi uniforme discrete
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Nombre de résultats de I’expérience : g, notés A, A, ...,A, avec probabilités

p1:p2:pq:1/q

(2) Va.": X =ksilerésultatest Ay ; k=1,2,...,q.

(3) Nombre de répétitions de I’expérience : fixé d’avance et égal a 1.

RESULTATS
(1) Probabilité :

1
PX(X=k=-:k=12,....q

(2) Espérance mathématique

(3) Variance

NOTATION

q
qg+1
EX)=——
=5
2
q —1
V(X)=
X) ="

X v.a. qui suit la loi uniforme discrete : X ~ U(q) .

TABLES

Pour simuler le comportement d’une loi uniforme discrete on utilise des tables des

nombres aléatoires. Ces tables se présentent sous la forme des nombres entiers en cinq

chiffres. Chaque chiffre est identifié par les numéros de sa ligne et de sa colonne.

Pour simuler une suite de résultats d’une expérience aléatoire, e.g. 10 résultats du
lancement d’un dé, on commence par un chiffre de la table des nombres aléatoires, dont
le numéro de la ligne et celui de la colonne sont choisis au hasard. Ensuite on prend les
neuf chiffres consécutifs et événtuellement plus, si certains des chiffres considérés sont

supérieurs a 6, auquel cas on les élimine.

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Tirage au hasard d’un nombre entre 1 et g .

— Loterie.

— Création d’une suite de nombres aléatoires entre O et g — 1.

LOIS CONTINUES

3.8 Loi uniforme continue

Une expérience aléatoire qui peut prendre n’importe quelle valeur dans I’intervalle

[a,b] de fagon équiprobable, suit la loi uniforme continue.
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
(1) Résultats de I'expérience : dans Iintervalle [a, b]

(2) Va. : X € a,b]

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

fil) = g s xe fah
(2) Espérance mathématique :
E(X) = a —; b
(3) Variance :
vex) = . Iza)z

(4) Fonction caractéristique

Ox (x) = ! )xsin[(bfa)x]exp [ja;bx}

(b—a

NOTATION
X v.a. qui suit la loi uniforme continue : X ~ U([a,b]) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Création d’un bruit blanc.

REMARQUE

Y—a
b—a

— Si Y est une v.a. uniforme, continue sur [a,b] , alors la transformation X =

est une v.a. uniforme, continue sur [0, 1]

3.9 Loi normale centrée, réduite (standarisée)

La loi normale centrée, réduite a une fonction de densité avec un maximum pour la

valeur z = 0 et symétrique par rapport a un axe qui passe parz =0 .

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
(1) Résultats de I’expérience : dans R

) Va":ZeR
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RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

(2) Fonction de répartition :

(3) Espérance mathématique
(4) Variance

(5) Fonction caractéristique

NOTATION
Z v.a. qui suit la loi normale réduite : Z ~ A((0,1) .

TABLES
La table de la loi normale centrée, réduite peut étre utilisée de deux fagons :

(1) Comme table des valeurs de la fonction de répartition qui, pour une valeur z > 0 de la
v.a. Z, fournit la valeur de la fonction de répartition Fz(z) = Pz(Z < z). Par exemple,
siz=1.96, alors Fz(z) = Fz(1.96) = 0.975.

En vertu de la relation Fz(—z) = 1 — Fz(z), nous pouvons utiliser la méme table quand
7 < 0. Par exemple, si z = —1.96, alors Fz(z) = Fz(—1.96) =1 —Fz(—1.96) = 1—
0.975 =0.02.

(2) Comme table de pourcentage de la loi normale standarisée qui, pour une valeur de la
fonction de répartition Fz(z) = Pz(Z < z) telle que Fz(z) > 0.5, fournit la valeur de z
delav.a. Z.Par exemple, si 0.975 = Fz(z), alors z = 1.96.

Du fait que si Fz(z) = {, alors Fz(—z) = 1 —{, nous pouvons utiliser la méme table
quand Fz(z) < 0.5 . Par exemple si Fz(z) = 0.025, alors Fz(—z) = 1 —0.025 =0.975
et d’apres la table nous avons : —z = 1.96, donc z = —1.96 .

Pour calculer la probabilité que Z se trouve dans I’intervalle ]z;, 22| nous utilisons la
relation

Pz (z1 <Z < z2) = Fz(22) — Fz(z1). Dans le cas particulier ol —z; =z =z > 0 nous
avons

Pz(—z2<Z<z)=2F;(z)— 1.
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EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Création d’un bruit blanc gaussien.

PROPRIETES
— La distribution normale centrée réduite AL (0, 1) est la limite en loi :
— de la distribution binomiale P (n, p) quand la probabilité p est fixée et n — oo,
i.e.
im —~ " _ ac(0,1).
= ap (1= p) i
— de la distribution de Poisson P (A,n) quand An — oo, i.e.

X —An
lim 22— ac(0,1).
xrllinoo \/kn ZOIN( )

3.10 Loi normale (loi de Laplace - Gauss)

La loi normale a une fonction de densité avec un maximum pour la valeur x = u et
symétrique par rapport a un axe qui passe par x = u.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE
(1) Résultats de I’expérience : dans R

2) Va : XeR

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

fl) = —— Ta R
X) = e 2o DX
X cV2T

(2) Fonction de répartition :

1 T w2
B = /_me ver & ge — Py (X <)
(3) Espérance mathématique
E(X)=up
(4) Variance
V(X)=0c>

(5) Fonction caractéristique
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NOTATION
X v.a. qui suit la loi normale : X ~ A (u,c?).

TABLES
La table de la loi normale réduite peut étre utilisée pour le calcule de la loi normale.

Pour ce faire on passe de la v.a. X ala v.a. centrée, réduite
X—u
o

z

qui suit la loi normale réduite, si X suit la loi normale. On répercute sur X les résultats

obtenus sur Z en utilisant la relation
X=06Z+u

Ainsi pour calculer la probabilité Py (x; < X < x») nous avons

Py(x; <X <x)=Fy (’QG“) o (’”G“) = Fy(22) — F4(22)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Variation de la temperature de 1’air pendant un mois.

— Consommation journaliere d’electricité.
— Variation par rapport a une longueur nominale, du diametre des écrous fabriqués

par une machine.

PROPRIETES
— Si m variables aléatoires indépendantes X, ..., X, sont distribuées selon des lois

normales A(u1,67),- -,

m m
N (tm,62,), alors la somme X = X +- - -+ X,,, suit la loi normale A (/.1 =Y u,0’=Y (5?).
=1 i=1

14
X+u>

X —
— La densité de probabilité est symétrique : fy (,u> = fx ( .

(o)

— Soit m variables aléatoires indépendantes Xi,...,X,,, distribuées selon des lois
normales N (u1,67), -+, N (tm,62%). Nous pouvons construire le vecteur aléa-
toire normal X = [X1,..., Xy ~ N (u,T), avec u =[u1,...,um] et T la matrice

de variance-covariance des m v.a. X1,...,X,,. La fonction de densité de ce vecteur
aléatoire est donnée par :

fx(x)= Mexp{—;(x_m"rrl (x—,u)}

ou par | I' | nous avons noté le déterminant de I".
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REMARQUES
— Les points d’inflexion de la densité de probabilité sont E(X) 4 +/V (X). Entre ces
deux points se trouve 68.27% de ’aire de la fonction de répartition. Entre les

points E(X) +3+/V(X) se trouve 99.73% de I’aire de la méme fonction.

2

dg,

car erfx = 2Fx (xv/2) — 1. Elle peut, elle méme, étre considérée comme exprimant

— La loi normale est assez proche de la fonction de I’erreur erfx = = [ e %
vz Jo

I’erreur qu’on fait lorsque on mesure une grandeur dont la vraie valeur est E(X)

et I'instrument de la mesure nous induit a une erreur de variance V (X).

3.11 Loilog-normale

La loi log-normale a une fonction de densité qui n’est pas symétrique par rapport a
sa valeur moyenne. On dit qu’une v.a. X suit une loi log-normale si la v.a. ¥ =1n(X — ),

o > 0, suit une loi normale, i.e. Y ~ A (u,0).

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Résultats de I’expérience : dans R

2) Va": X eRy

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

(2) Fonction de répartition :

K@) = sdm [ e ow |1 (nE-0)—w?| g

In(x—
= o T Yexp 5L -] @y

(3) Espérance mathématique

1
E(X)=oa+exp |u+ 5©

(4) Variance

V(X) =exp [2/1—1—02} (exp [02] —1)

NOTATION
X v.a. qui suit la loi normale : X ~ £(a,u,6?).
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TABLES
La table de la loi normale réduite peut étre utilisée pour le calcule de la loi log-

normale. Pour ce faire on passe de la v.a. X ala v.a. centrée, réduite

In(X—o)—pu
c

7 =

qui suit la loi normale réduite, si X suit la loi log-normale. On répercute sur X les résultats

obtenus sur Z en utilisant la relation
X = o4 ettt

Ainsi pour calculer la probabilité Py (x; < X < x») nous avons :

Px (x1 <X <x2)=Fx (W) —Fx (m(xl_(:o_#) = Fz(z2) — Fz(22)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Distribution des revenus dans une économie.
— Développement d’un organisme vivant.

— Distribution des pannes par rapport au temps, lors du fonctionnement d’un appa-

reil.

REMARQUES

— La distribution log-normale dépend des trois parametres o, u et 6. En reégle géne-
rale le premier de ces parametres est connu mais pas les deux autres. Par consé-
quent le calcul de I’espérance mathématique et de la variance n’est pas toujours
possible. Nous pouvons, a la place des vraies valeurs, utiliser des estimations don-
nées par les formules suivantes :
— Estimation de I’espérance mathématique :

1
my = O+ exp {my + zs;zz}

— Estimation de la variance :

sf( = exp [Zmy —|—s12/] (exp [sﬂ — 1)

ol nous avons noté

N

(Inx; — my )?

17[
2
my:*E Inx; ; sy =
n Y !

1
i=1 n;

3.12 Loi exponentielle

Considérons une expérience aléatoire Y qui suit la loi de Poisson : ¥ ~ P(0). Le
temps d’attente pour la premiere occurrence du résultat de 1’expérience aléatoire est une

autre v.a. X qui suit la loi exponentielle.
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CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE
(1) Résultats de I’expérience : dans R

2) Va.: X eR;

RESULTATS
(1) Densité de probabilité :
Be % si x>0

fx(x) = ;0>0
0 six<0

(2) Fonction de répartition :
l—e ™ six>0

Fx(x) = 18>0
0 six<O0

1
E(X)=—
() =5
(4) Variance
1
V(X)= )

(5) Fonction caractéristique

NOTATION
X v.a. qui suit la loi exponentielle : X ~ E(0) .

TABLES
Nous n’avons pas besoin des tables car Pg(X <x) =1—¢ % ;0 R, .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

33

— Temps d’attente avant le premier événement ou entre deux événements consécu-

tifs.

— Temps de fonctionnement d’un appareil avant la premieére panne. Dans ce cas

fx (x) est la probabilité d’avoir une panne, x est le temps pendant lequel I’appareil

a fonctionné, 1,/ est un parametre caractéristique de la vie de I’appareil.
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EXEMPLE
— Taux de défaillance. Considérons une machine en fonctionnement et supposons

que le nombre de pannes de cette machine, pour un intervalle de temps ¢, suit une
loi de Poisson de parametre 6 = Az, i.e.
k
Yy (7\1)

P (nombre de pannes = k) =e¢ - e

Si on cherche la probabilité de n’avoir pas de pannes, alors on a : P(k=0) =

e™. On peut donc dans ce cas considérer la loi exponentielle avec, 2 la place

du paramétre 6 = Az, le paramétre A. En fiabilité le paramétre A est le taux de

défaillance, car, si on considere que A est fonction du temps, alors nous avons :
4p (1) A(r) e oA

P(T<t<TH+dT |t>T)= = =A(t
( | ) 1—-F(t) 17(1764“0)(11) )

ouP(T <t <T+dT |t > T) exprime la probabilité qu’une machine ait une panne
entre T et T +dT, sous I’hypotheése qu’elle était en fonctionnement jusqu’a I’ins-
tant 7. L’espérance mathématique E (¢) est le MTBF (mean time between failures
- temps moyen entre deux pannes). De plus la fonction de répartition F (¢) =
1 — e M s’appelle fonction cumulée de défaillance et on définit aussi la fonction
R(t)=1—F (t) = ¢ ™ qui est la fonction de fiabilité, c’est-a-dire, comme nous

venons de le voir, la probabilité de ne pas avoir de pannes.

REMARQUES
— Bien que la présentation de la loi exponentielle est fondée sur le temps d’attente,
on peut imaginer d’appliquer cette loi pour évaluer la probabilité de parcourir une
distance avant la premiére occurrence d’un événement d’une expérience aléatoire
qui suit la loi de Poisson. Si R représente soit la région, soit le volume sous exa-
men, alors la fonction de répartition est
1—e % 5 x>0
Fx(x) = ;0>0
0 six<0

— La loi exponentielle est plus adaptée pour modéliser les pannes des ensembles
complets. Par contre pour les pannes des modules la loi de Weibull (cf. infra) est
plus appropriée.

3.13 Loi gamma

La loi exponentielle est un cas particulier d’un type plus général de loi, la loi gamma.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE

(1) Résultats de I’expérience : dans R ;.
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2) Va.: X eRy

RESULTATS
(1) Densité de probabilité :

W .XOC71 efx/B si x> 0
fx(x) = ;0>0,B>0
0 six<0
avec I'(a) la fonction gamma ['(at) = [3° y* L e dy .
(2) Fonction de répartition :
HTI)-BQI(;C Yl e 8 dE si x>0
Fx(x) = ;0>0
0 six<0
(3) Espérance mathématique
E(X)=op
(4) Variance
V(X) = ap?
(5) Fonction caractéristique
ox (3) =
X\X) = 75 o
(1—jBx)*

NOTATION

X v.a. qui suit la loi gamma : X ~ G(a.,B) .

PROPRIETES

— Si m variables aléatoires indépendantes X, ..., X, sont distribuées selon des lois

gamma

G(oy,B), -+ ,G(0uy, B), alors la somme X = X| + --- + X, suit la loi gamma

G (a = % oci,B)
i=1
- C X—a
- SiX ~ G(a,B), alors aErEm 7a =N (0,1)

o g

REMARQUES
— Nous avons

- T() = 1:T(1/2) = V&
-T(oa+1)=0aT(a)
-T(oa+1)=a!

— Laloi exponentielle E(0) est une loi gamma G(1,1/0) .
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3.14 Laloi du % (chi deux)

Considérons m v.a. mutuellement indépendantes qui suivent la loi normale A/ (,u,-, Giz) ]

1,2,...,m. La somme des carrées des v.a. centrées, réduites, correspondantes :

2
< <xi_,ui>
u:
=1\ Oi

est une variable aléatoire U qui suit la loi du x> avec m degrés de liberté (ddl). Le nombre

de degrés de liberté sera noté v .

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE
(1) Résultats de I’expérience : dans R

(2) Va.":UeRy

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

m . ZV% VDLl Gy >0

0 siu<O0

(2) Fonction de répartition :

1

Fy(u) = (UDEDR ﬁ /Ou gV o782 ge = Py (U < u)
(3) Espérance mathématique
E(U)=v
(4) Variance
V(U)=2v
(5) Fonction caractéristique
ou (u) = :

NOTATION
U va quisuitlaloiduy?avddl:U~yx2(v).

TABLES
La table du 2 fournit la valeur 2 (v; p) de la v.a. U a v ddl qui a la probabilité p de

ne pas étre dépassée, i.e.

1 1 xvip)
_ v V21 g2
=T = 2\’/2/0 s ¢ s
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Par exemple si v =20; p = 0.5, alors x*(v; p) = 19.34 .

Pour des valeurs de v supérieures 2 30 nous pouvons calculer x2(v; p) en utilisant

2

2 [ 2

2(vip)=v- |[1— —42Z/—
X(Vp) Vl 9V+P gy

ol Z, la valeur de la v.a. normale réduite qui ne peut pas étre dépassée avec probabilité p ,
i.e. Fz(Zp) =p.

De méme pour des valeurs de v supérieures 4 100 nous pouvons calculer x>(V; p) en

I’approximation

utilisant I’approximation

1

Cvip) =5 (Zp+m)2

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Test de conformité d’une suite de valeurs avec une distribution théorique.

— Comparaison des variances.

PROPRIETES
— SiZ~N(0,1), alors Z> ~ %2(1).

- SiU; ~y? (vi); i=1,...n v.a. mutuellement indépendantes, alors
n n
U=YU ~ ¢ ():v,-).
i=1 i=1

— Considérons le vecteur aléatoire X = [Xi,...,X,] ' ~ A(u,T). La variable aléa-

toire ¥ = (x—u) ' I'~! (x — ) suit une loi du y2(m).

REMARQUES

La loi du (V) est une loi gamma G(v/2, 2) .
SiX ~E(8),alors U =2X/0~%2(2).

SiX ~U (]0,1[), alors U = —2 logX ~ %2(2).

— Laloi du y est utilisée lors de 1’étude de la variance empirique s> d’une popula-
tion qui suit la loi normale. Elle est aussi utilisée pour des tests d’association sur

des tableaux de contingence.

3.15 Loi de Student (loi de t)

Si Z ~N(0,1)etU ~yx?(v) alors la v.a.

zZ

VU/v

T =

suit la loi de Student avec v ddl.
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Résultats de I’expérience : dans R

2) Va.":TeR

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

—(v+1)/2
_ 1 (v (8 .
fT(t)*\/ﬂ T(v/2) I+5 1€R, V>0
(2) Fonction de répartition :
1 " x2 —(v+1)/2
)= ————— 1+— dx=Pr (T
0= s L (5) *=Fr (T <i)

oll nous avons noté

PR
S ove?
et B(a, ) est la fonction beta
[(o) - T'(B)
B(a,B) = ————- =B(B,a
@B = "Frorp) = P69
(3) Espérance mathématique
E(T)=0
(4) Variance
v
V(T)=——=
T)=5=

(5) Fonction caractéristique

NOTATION
T v.a. quisuitlaloide Studentavddl: T ~¢(v).

TABLES
La table de la loi de Student fournit les valeurs de ¢ telles que Fr(t) = Pr (T(v) <1)

pour Vv et p fixés.

Du fait que Fr(—t) = 1 — Fr(t) on peut utiliser la méme table pour des valeurs de ¢
négatives.

Pour des valeurs de v supérieures a 30 on peut utiliser la loi normale qui offre une

bonne approximation.



EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Comparaison des moyennes.

REMARQUES

3.16 Loi de Fisher (loi f) 39

— La fonction de densité fr(r) est symétrique par rapport az = 0.

- SiT ~t(v), alors Vlim T = A(0,1).

— Laloi de Student est utilisée a 1’étude des moyennes empiriques d’une population

quand sa variance est inconnue.

3.16 Loi de Fisher (loi f)

Si. U; ~%2(v;) avec i = 1,2 alors la v.a.

_ U1/V1
U2/V2

suit la loi de Fisher avec v; et v, ddl.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE
(1) Résultats de I’expérience : dans R
) Va.":FeR

RESULTATS
(1) Densité de probabilité :

(vi+v2=2) /2
(Vi -2) /2 [(v2—2) / 2]

(2) Espérance mathématique

fr(x)=

Vf] V1/2
V2
_V2—2

E(F)

(3) Variance

2v3 (Vi+v2—2)

vi-2) /2

(v x /vy 27

XER+,V17V,'2>O

;V2>4

V(F)

NOTATION

F v.a. qui suit la loi de Fisher avy etvo ddl : F ~

TABLES

a Vi (V2—2)2 (Vz —4)

F(VlaVZ)-

La table de la loi de Fisher fournit les valeurs F( p;Vvy,V;) pour p <0.5.Si p > 0.5

on peut utiliser la méme table car

1
F(p;vi,v2) = F(

1 —P§V27Vl)
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EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Analyse de variance.

REMARQUES
— Soit la v.a. F qui suit la loi de Fisher a vj et v, ddl : F ~ F(vy,V3). Nous avons :

1 1 1
E(lnF‘i’W*E

lim ) = N(0,1)
V1,V —00 1 1 1 1
F(s)

— La loi de Fisher est utilisée lorsque on désire comparer les variances empiriques
de deux populations, pendant I’analyse de variance et aussi quand on procede a

une régression multilinéaire.

3.17 Loi de Weibull

|

Soit une v.a. Y qui suit la loi exponentielle E (ﬁ) de parametre (6 —x) !,
“ %

avec © —xp > 0. Alors la v.a. X = Y2 b > 0 suit la loi de Weibull.

CADRE GENERAL DE L’ EXPERIENCE

(1) Résultats de I’expérience : dans R

(2) Va.": X eR,

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

b X — X b=t X — X b
fx(‘x) < > €Xp < > ;x797-x07b(97x0)6R+

:G—xo G—X() 9—)60

Les différents parametres utilisés pour le calcul de la fonction de densité sont :

— b parametre de forme ou, encore, de pente (sans unités). Il influe sur la forme de la

courbe de la distribution.
— xo parametre de position ou de localisation. I exprime la plus petite valeur que

peut prendre la v.a. X et de ce fait il caractérise I’origine de la distribution. Le plus
souvent il est pris égal a zéro.
— 0 parametre d’échelle (exprimé selon les mémes unités que la v.a. X). Dans le cas

des études de fiabilité, il est caractéristique de la durée de vie des appareils.

Fx(x)=1—exp [_ ()96—);((;)1;1

(2) Fonction de répartition :
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(3) Espérance mathématique

(4) Variance

NOTATION
X v.a. qui suit la loi de Weibull : X ~ W (b,0,x0) .

TABLES
Le calcul de la loi de Weibull peut se faire en utilisant la loi exponentielle, car si

X ~ W(b,0,xp), alors la v.a. Y = V/X suit la loi exponentielle E (ﬁ) et PE(Y <y) =

1— efy/(efx()).
Si on veut calculer ’espérance et la variance de la loi de Weibull pour un triplet
b,0,xp donné, on utilise des tables qui fournissent las valeurs de deux parametres A et B

pour chaque valeur de b. On obtient I’espérance et 1’écart-type par les formules :

E(X)=Ab+xy ; ox=B(0—x)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
— Problemes de fiabilité des modules de différents systemes.

— Problemes relatifs a I’'usure et a la dégradation de systemes.

REMARQUES
— Si b =1, alors la distribution de Weibull est identique a la distribution exponen-

tielle E ( > Si b = 4, alors les distributions normale et de Weibull coin-

06— X0
cident.

— En fiabilité on modélise les pannes de jeunesse en posant b < 1 et le pannes de
vieillesse en posant b > 1.

— Dans I’étude du taux de pannes d’une machine, il est raisonnable de prendre xy =
0. Nous avons ainsi un loi de Weibull a deux parametres b et 0. Dans ce cas la

fonction de répartition s’écrit

F(x)=1—exp {_ (;)1

d’ou on obtient

1nl%F(x) - (g)b = In [ml_lF(x)} — b(Inx) — (bIn®)

qui est une équation linéaire du type ¥ = bX + ¢, i.e. une droite dont la pente est
b.
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Cette approche permet aussi d’avoir une relation entre b et 6 et une caractérisation
du rdle joué par ©.

Supposons que g% d’appareils ont une durée de vie inférieure ou égale a B,.
Donc, si B, est une durée de vie, alors g est la probabilité de défaillance. Si on

prend g = 50%, alors, du fait que F (x) = 0.5 = probabilité de défaillance, on a

b b
Bso> (350> Bs
05=1—exp|—| — = ex —— =2=0=
p[ (5 p[ 0 (in2)”
Posons maintenant x = 6 et on obtient

F(8)=1—exp|— o)’ R Y
- \e) | T T a7

Donc 0 est la durée de vie pendant laquelle 63.2% d’appareils sont tombés en
panne.




APPROXIMATIONS DES LOIS

4.1 Approximation des lois en utilisant la loi uniforme . .
4.2  Approximationde P(a<S,<b) . ..........
4.3 Approximation d’une loi discréte . . . . . . ... ...
4.3.1 Approximation de la loi binomiale . . . . . ..
4.3.2  Approximation de la loi de Poisson . . . . ..

Bien que nous avons déja examiner 1’approximation de la loi binomiale ou de la loi
de Poisson par la loi normale, le cadre théorique de I’approximation d’une loi par une autre
loi a comme fondement le T.C.L. Nous présentons ci-apres les résultats fondamentaux de

ces approximations.

4.1 Approximation des lois en utilisant la loi uniforme

Considérons une v.a. X qui suit la loi de probabilité £ de fonction de répartition F.
On suppose que F' est continue a droite, i.e. que F(x) = P(X <x) . On cherche a déterminer
une suite des valeurs numériques de la v.a. X , c’est-a-dire une suite de nombres qui sont

répartis selon la loi £ . Le théoréme suivant fournit une méthode de construction.
THEOREME 4.1.1 Soit une v.a. X qui suit la loi de probabilité L de fonction de répartition
F, continue. Considérons la fonction G :|0,1] — R, définie par la relation

G(y)=inf {xeR | F(x)>y} ; ye€]0,1] 4.1.1)

Alors, si Y est une v.a. qui suit la loi uniforme U(0,1), la v.a. G(Y) suit la loi L de fonction

de répartition F, c’est-a-dire elle représente lav.a. X .

Dém. Considérons y € ]0,1] et posons B(y) = {x e R| F(x) >y} C R. Du fait
que F est continue et croissante, B(y) est en réalité un intervalle de R de la forme [a, +oo]

car F est continue a droite. Donc si F(x) >y alors G(y) <y et vice versa. Par conséquent la

43



44 4. APPROXIMATIONS DES LOIS

fonction de répartition de la v.a. G(Y) qui est donnée par la relation Fg(x) = P(G(Y) <x),
est égale a F5(x) = P(Y < F(x)) et, comme Y ~ U(0,1) , nous avons P(Y < F(x)) = F(x)
. D’ou finalement P(G(Y) <x) = F(x) ,i.e.lav.a. G(Y) suitlaloi L .

D’apres ce théoréeme, nous pouvons utiliser les valeurs d’une v.a. qui suit la loi uni-
forme U (0, 1) pour engendrer d’autres v.a. qui suivent une autre loi £ .

Comme exemple d’application nous allons utiliser la loi uniforme pour engendrer
des valeurs qui suivent la loi normale réduite.

Soit (X,), suite de v.a. qui suivent la loi uniforme U (0, 1) . Nous savons que 1’espé-

1 1
rance mathématique de cette loi est E(X;) = 3 et la variance V (X;) = - Par conséquent

n
lava. S, = Y X; acomme espérance mathématique E(S,) = g et variance V(S,) = % .
k=1

La v.a. standarisée

suit la loi normale A (0,1) . Donc la v.a. S, suit la loi AL (0, %) .
Ce résultat nous permet d’élaborer 1’algorithme suivant pour créer des éléments de
la loi normale A’(0,1) :

(1) On extrait douze fois un élément de la loi uniforme U (0, 1) (c’est-a-dire un nombre

distribué équiprobablement dans ’intervalle [0, 1] ).
(2) On fait la somme de ces douze éléments.

(3) De cette somme on retranche la valeur 6.

Le résultat obtenu est un élément de la loi normale A’ (0, 1) , que ’on appelle sou-
vent bruit blanc gaussien (c’est-a-dire un nombre distribué selon la loi normale dans I’in-
tervalle [0,1] ).

4.2 Approximationde P(a < S, <b)

Soit la suite (X;,), de v.a.i.i.d. telles que E (X)) = pavec | u|< et V(Xy) =02 <oo;

n
Vk=1,2,....Lav.a.S, = Y X; acomme espérance mathématique E(S,) = nu et variance
k=1

V(S,) = 6*n . Nous avons par conséquent :

P(a <5, < b) =P (“—"ﬂ < Sp—nu b—n,u)

o\/n oyn — oyn
“4.2.1)
Sp—n, b—n, Sp—n, a—n,
= P (<) - (s <5
Comme
S _
z, = (4.2.2)

oy/n
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est une v.a. standarisée, nous avons, d’aprés le TCL, que Z, ~ AL (0,1). Donc

b—nu a—np
1 o 1.2 oy 1.2
Pla<Si<b) =5 /e*zx dx— / e 37 dx N (4.2.3)
b—nu
| o\ /n e
P(a<Sn§b):ﬁ / e 2" dx (4.2.4)
v

4.3 Approximation d’une loi discréte

Soit la suite (X,), de v.a. qui suivent une loi discréte, indicée par k% . Nous avons
Pla<S,<b)=Pla+h<S,<b) 4.3.1)
Si on approxime la loi discrete par la loi continue f nous avons :
b
Pla+h<S,<b)= Y f(k) 4.3.2)

k=a+h

ol f(k) est I’aire du rectangle centré a k avec base i .Donc

h
P(S, < b) = aire de I’histogramme jusqu’a b+ 3

Le terme 3 est la correction de la continuité. De méme a gauche il ne faut pas prendre a

h
mais a — 7 (4.2.4) s’écrit :

1
Pla<Si<h) =5 / e 3 dx (4.33)

4.3.1 Approximation de la loi binomiale
Soit la suite (X,), de v.a. qui suivent la loi de Bernoulli B(p) , dont I’espérance

n
mathématique est p et la variance p(1 — p). Alors la v.a. S, = Y X; a comme espérance
k=1

mathématique E(S,) = np et variance V(S,) = np(1 — p), i.e. S, suit, comme on devait
s’attendre, la loi binomiale B(n, p) . Cette loi est approximée par la loi normale

AN (np,np(1— p)). Par conséquent nous avons



46 4. APPROXIMATIONS DES LOIS

— sans correction

1
Pla<Si<b) =5 / e 17 dx (4.3.4)

— avec correction

b+0.5—nu
oyn

1
Pla<S,<b)=P((a+1)<S,<b)=— / e 1% dx 4.3.5)
a—0.5—nu

Toun

4.3.2 Approximation de la loi de Poisson

n
Soit la suite (X,), de v.a. qui suivent la loi de Poisson P(A). Alorslav.a. S, = Y, X
k=1

est approximée par la loi normale Al (n),nA). Par conséquent nous avons

— sans correction

b—n)\
oV
Pla<Si<b)= - / e 1 dx 4.3.6)

a—nh

oV

— avec correction

b+0.5—n)\
oV

Pla+1) <8, <b) =5 / e % dx 4.3.7)
a—0.5—n\
ovVnk



ECHANTILLONNAGE

5.1 Les relations entre population et échantillon . . . . . .
5.2 FEchantillon avec des v.a. normales . . . . . ......

Dans la statistique monodimensionnelle I’étude d’un phénomeéne commence par
I’étude de la loi de probabilité qui approche mieux son comportement. Supposons que nous
avons établi que les résultats des expériences aléatoires relatives au phénomene sous étude
suivent la loi de probabilité L. Alors le résultat de la k-ieéme expérience sera représenté par
une variable aléatoire Xy qui suit la loi £. L’étude statistique ne se fera pas sur la totalité des
expériences, c’est-a-dire sur la population, mais sur un sous-ensemble de celle-ci, I’échan-
tillon qui formellement est un ensemble d’expériences indépendantes et dont les résultats -

considérés comme des réalisations des variables aléatoires - suivent la méme loi L.
Ce chapitre présente les principaux résultats concernant I’échantillonnage.

5.1 Les relations entre population et échantillon

Considérons une population P contenant un nombre N de résultats d’expériences
aléatoires concernant un phénomene particulier. Supposons que nous voulons étudier du
point de vue statistique ces résultats. On peut supposer que chacune de ces N expériences
peut étre représentée par une variable aléatoire X,k = 1,...N. Le résultat de la k-ieme

47



48

5. ECHANTILLONNAGE

expérience sera noté par x; et on aura X = x;,k=1,...N.

En regle générale nous ne pouvons pas utiliser pour les calculs toute la popula-
tion, car soit la taille de la population N est tres grande, soit la population totale n’est pas
disponible. On utilise donc ce qu’on appelle un échantillon, i.e. un sous-ensemble de la
population de taille n (avec n < N). Cette utilisation repose sur un certain nombre de regle,
parce qu’il faut qu’il y ait concordance entre les grandeurs statistiques (e.g. espérance ma-
thématique, variance, ...) de la population et les mémes grandeurs calculées en utilisant
I’échantillon et qui sont appelés, de ce fait, empiriques.

Un échantillon de taille n est modélisé par la donnée de n variables aléatoires (Xj),
indépendantes et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.).

Le tableau suivant fournit la correspondance des termes et des notations utilisés en
probabilités (population) et statistique (échantillon)

Nous donnons en terminant ce paragraphe le comportement asymptotique des gran-
deurs statistiques empiriques.

Pour la moyenne empirique nous avons les résultats suivants :

_ _ X, —
imX,=py : lmX,=p ; lim vt —a(0,1)
ps n—oo p n—oeo Ox [

n—oo
Pour la variance empirique nous avons si £ (X 2) < oo

lim 2 = 6%

n—oo " ps

5.2 Echantillon avec des v.a. normales

Soit un échantillon représenté par n v.a.i.i.d. (Xi), avec X; ~ A (y, 02). Dans ce cas

il est possible de connaitre la loi suivie par X, et Sﬁ.

En effet nous avons :
— Pour la moyenne empirique :

ou, encore

Xn

—H
\/;Z p NN(O’I)

Par conséquent pour 1’étude de la moyenne empirique X, d’un échantillon qui suit

la loi normale dont on connait sa moyenne u et sa variance 62, il faut utiliser la

loi normale N\ (y, %2)

— Pour la variance empirique :

(1= 1)~ (- 1)
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n
2

ol nous avons utilisé la relation s, = b Z (xs —X,,)z
n=13
On voit ainsi que pour I’étude de la variance empirique s,% d’un échantillon qui suit
la loi normale, il faut utiliser la loi du %2. Bien siir, d’aprés la formule ci-dessus,
cette étude ne peut se faire que si on connait la variance 6> de la population.
Dans le cas ot cette derniere est inconnue, nous procédons comme suit : En utilisant

les deux derniéres relations nous avons

Yn_:u
9

N

Sn
/2~ a(0,1)
ol le numérateur et le dénominateur du second membre sont des v.a. indépendantes. Par

conséquent

Yn_:u

Sn

N

~t(n—1)

ol 7(n—1) loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

Ainsi dans le cas ol la variance 62 de la population est inconnue, nous pouvons
utiliser pour 1’étude de la variance empirique SZ la loi de Student.

Un dernier résultat est que si les v.a. de I’échantillon suivent la loi normale, alors X,

et S2 sont des variables aléatoires indépendantes.

L’ensemble des ces résultats sera utilisé lors de I’élaboration des tests statistiques.
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Parameétre | Echantillon Population
Effectifs n N
Probabilité | Fréquence Probablité

fklz% P(xk§X<xl):lim"#

n—oo
avec ny; nombre d’élrhents de la population
dont les valeurs sont entre x;, et x;
Moyenne Moyenne arithmétique Espérance mathématique
£ x
my(n) =%, = 5— ux = E(X) = lim my (n)
n—oo

Erreur Ecart algébrique Ecart algébrique

e = x| — X, g =X—ux

de moyenne de moyenne

me1:0 E(Xf‘llx):()
Ecart-type | Ecart quadratique moyen | Ecart-type

i (xl*fn)z i (le;uX)z
sp=\ E—— ox = lim || &—
n n—oo
Variance empirique Variance
1 n _\2
S = o1 X (X1 — %) o = E[(X —ux)’]
ou, encore, Coefficient de variation
n
-2
s%z% Y (x—xp) VX:%(

TAB. 5.1 — Correspondance échantillon — population
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6.5 Eléments pour un choix . . . . . .. ...

Supposons que nous voulons étudier un phénomene quelconque (e.g. physique, éco-
nomique, ...) dont le résultat est caractérisé par une v.a. X. En général on associe au phéno-
mene un modele. Si le modele réussit a spécifier completement la loi de X, alors on peut se
fonder sur cette loi pour prendre des décisions. Mais le plus souvent le modele nous permet
de déterminer la forme de la fonction de densité de X, sans que nous puissions préciser la

valeurs des ses parametres. Ainsi on pourra savoir que la forme de la fonction de densité
(x-61)? . N
este.g. f(x,0) = \/2ine e~ 2 mais sans connaitre les valeurs de © = [0,6,] ' € R2.
2

Afin de pouvoir choisir la « meilleure » valeur de 6 on est amené a faire des obser-
vations sur X, c’est-a-dire a mesurer la valeur de X sur un échantillon et, a I’aide de ces
valeurs mesurées de X, procéder a une estimation de la valeur de 6.

Il y a deux méthodes d’estimation des parametres 6 d’une loi de probabilité :

— L’estimation ponctuelle, qui, a partir des n v.a. X1, ..., X, fournit une valeur pour le

parametre 0. Il sagit donc d’établir une application de R” dans R” si 6 =[0,...,0,,
Cette application s’appelle statistique ou estimateur (cf. infra).

— L’estimation par intervalle de confiance, qui associe a chaque parametre un inter-
valle, dit de confiance, dans lequel se trouve, avec une probabilité fixée, sa vraie
valeur. Dans la mesure ol le parametre inconnu n’est pas une quantité aléatoire,
c’est I’intervalle de confiance qui est aléatoire

Parmi les problemes relatifs a I’estimation, notons en particulier les suivants :

51
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— Comment choisir la « meilleure » valeur de 6 ?
— Comment déterminer la fonction L qui mesure la perte engendrée par 1’estimation

de 6, i.e. quel est le coiit d’une estimation (mauvaise) du parametre 6 ?

Le cadre théorique de I’inférence est le suivant :

DEFINITION 6.0.1 Soit une v.a. X définie sur (2, A4, P) qui suit une loi de probabilité de
densité f(x,0) avec 6 = (91,...9r)T € ©. On définit la famille des fonctions de densité
quand © varie dans © : T (©) ={f(-,0) | 6 € O}.

DEFINITION 6.0.2 On appelle modéle statistique la donnée d’un espace (2, 4) probabi-
lisable et d’une famille de densités (P)g.q quand 6 € ©.

DEFINITION 6.0.3 Soit (X,...,X,) un n—échantillon. On appelle statistique toute va-
riable aléatoire U de la forme U = ¢ (Xi,...,X,) o ¢ est une fonction mesurable de
R" — R.

Dans le cas multidimensionnel on écrira
UXy,....X) = (U (X1, X)) s U (X1, X))

6.1 Statistique exhaustive

DEFINITION 6.1.1 La statistique U (X1, ...,X,) est une statistique exhaustive pour le pa-
rametre 0 € O, si la probabilité conditionnelle de (X; = x1,...,X, = x,) sachant U (X1,...,X,),
est indépendante de 0.

Py (X) =x1,...,X, = x, | U=n1) n’est pas une fonction de 6.

Le théoréme suivant fournit un critére pour la statistique exhaustive.

THEOREME 6.1.1 (Théoréme de factorisation de Fisher-Neyman ).- Soient X1, ..., X, une
suite de n v.a.i.i.d. avec fonction de densité f (-,0),0 € ® C R". Une statistique m—dimen-
sionnelle U="U (X),...,X,) est exhaustive pour © € @, si et seulement si la densité f (-,0)

peut se mettre sous la forme
Oy, x030) =g[U(x1,...,x,) 0] - A (x1,...,%) (6.1.1)
ou g dépend de x1,...,x, par I'intermédiaire de U et h ne dépend pas de ©.
Remarquons que la définition de la statistique exhaustive conduit au résultat suivant :
Soit U une statistique exhaustive pour 6 € ® et considérons une autre statistique
U'=(Uf,...,U[) . Alors la distribution conditionnelle de U’ étant donné U = u , est in-

dépendante de O pour toutes les valeurs de u. En effet U’ est définie dans B{i (tribu des

boréliens sur le pavé de dimension k). Alors VB € B on pose A = (U)~'(B). Alors

Po(wWeB|U=u)="P ((xl,...,xn)TeA\U:u)
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qui est indépendant de 0 pour toute valeur de u.
Nous voyons ainsi que la connaissance d’une statistique exhaustive pour le para-
metre 0 € O rend superflue la recherche d’une autre statistique, car la premiere contient

toute 1’information concernant 6 € ©.
Pour compléter la notion de la statistique exhaustive nous donnons le :

THEOREME 6.1.2 Soit une application bijective @ : R" — R, mesurable et indépendante
de 0. Considérons une statistique U, exhaustive pour 8 € ©. Alors la statistique U = ¢ (U)
est aussi exhaustive pour © € O et U est exhaustive pour 8 =y (0) , on y : R" — R",

application bijective et mesurable.

6.2 Famille compléte de densités

Considérons une famille de densités dépendant du parameétre 6 € ® : F (@) =
{f(-,0) | 6 € ®} et soit X un vecteur aléatoire a k dimensions, dont la densité de probabilité
est f(+,0);0 € ®. Considérons aussi I’application mesurable g : R¥ — R, qui est telle que
g(X) soit une variable aléatoire. On suppose que Eg [g(X)] existe pour tout 6 € ©.

DEFINITION 6.2.1 On dit que la statistique U est complete pour la famille F (®) si pour
toute fonction g définie comme ci-dessus et telle que si Eg[g(U)] = 0 VO € O implique
g(U) =0.

On montre en particulier que la statistique exhaustive des familles exponentielles est com-
plete.

Une conséquence immédiate de cette définition est qu’il y a une seule fonction de
X qui a une valeur de I’espérance mathématique fixée. Car si g, 7 deux fonctions de X avec
Eg[g(X)] = Eg[h(X)] VB € @, alors Eg [g(X) —h(X)] =0 V8 € ©. Posons v(X) = g(X) —
h(X). Alors Eg [v(X)] = 0, VO € ©. Mais comme la famille est complete, alors v(X) =
0Vx € RF — N c’est-a-dire g(X) —h(X) ¥x € R¥ —N.

6.3 Estimateurs

DEFINITION 6.3.1 On appelle estimateur de © ( ou o.(0) ), toute statistique U dont la

valeur observée sur ’échantillon (X1, ...,X,) est utilisée pour estimer 0 ( ou o.(0) ).

6.3.1 Biais d’un estimateur
DEFINITION 6.3.2 L’estimateur U (X1, ...,X,) est un estimateur non biaisé pour le para-

metre ® (ouo(0) ),,0€0,si Eg[U=6,V0 € ® CR.

On appelle biais de I’estimateur U de 6 (ou o.(0) ) le nombre bg (U) = (Eg [U] — 6)
(ouEg[U]—a(0)).
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DEFINITION 6.3.3 L’estimateur U (X1, ...,X,) est un estimateur asymptotiquement sans

biais pour le paramétre © (ou o.(0) ), 8 € @, si lim by (U) = 0.

Notons que la notion de la statistique non biaisée n’est pas invariante par rapport a
une transformation de la statistique. Ainsi si U est une statistique non biaisée, alors h(U)

n’est pas en général non biaisée, sauf si & est linéaire.

6.3.2 Convergence d’un estimateur
DEFINITION 6.3.4  Ondit que I’estimateur {U,} est convergent pour © € O si lim U, = 6.
p

n—oo

6.3.3 Efficacité d’un estimateur

Le probleme qui se pose : En quel sens peut-on dire qu’un estimateur est le meilleur
possible ?
C’est le probleme que tente a résoudre la notion d’efficacité.

DEFINITION 6.3.5 Soient U et T deux estimateurs sans biais de 0 , (ou de o.(0) ), I’esti-
mateur U est plus efficace que T, si V(U) <V (T),V0 € O©.

Si nous avons une suite de statistiques efficaces, alors on réduit le risque d’une mau-
vaise inférence en augmentant le nombre n d’observations.
Remarquons que si une statistique est efficace, alors toute fonction linéaire de cette

statistique est aussi efficace.

6.3.4 Risque quadratique

DEFINITION 6.3.6 On appelle risque quadratique de I’estimateur U de 0, (ou de a.(0) ),

le nombre :
Ro(U) = Eo (U~ 6)? ((ou Eg(U - a.(6))’)
Cette quantité représente la moyenne du carré de l'erreur de la statistique U qui estime ©.

On dit que U est préferable 2 V si V0 € ®,Rg (U) < Ry (V).

PROPOSITION 6.3.1 Si lim Ry {U,} = 0 alors U, est convergent et asymptotiquement
n—oo

sans biais.

Remarque :
— Un estimateur sans biais n’est pas toujours meilleur au sens du risque qu’un esti-

mateur biaisé.
— Deux estimateurs ne sont pas nécessairement comparables.
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6.4 Amélioration d’un estimateur

Il est fréquent d’avoir un estimateur 7' d’un parametre g(0) ne possédant aucune des
propriétés essentielles. Il y deux procedures qu’on utilise pour I’amélioration d’un estima-
teur : la premiere consiste a rechercher, a partir de 7, un estimateur qui lui est préférable
par réduction de la variance ; la seconde a pour objet de déterminer un estimateur dont le
biais est inférieur a celui de 7. On va présenter seulement la premiere méthode.

Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 6.4.1 ( Rao-Blakwell ).- Soient :
- Xi,...,Xy v.a.i.id. avec fonction de densité f (-,0),0 € ® CR
- U=U(X,...,X,) une statistique exhaustive pour 6.
— Considérons aussi une statistique V. =V (X1,...,X,) non biaisée pour 0 et qui

n’est pas une fonction de U.

— Posons (U) =Eg[V | U = ul.

Alors nous avons :

(1) @(U) est une fonction de la statistique exhaustive U.

(2) @(U) est une statistique non biaisée pour 0.

(3) o3 [e(U)] <0 [V],0 € @ si Eg [V?] <o

Ce théoréeme ne conduit pas a I’estimateur optimal ; il permet seulement d’obtenir un esti-
mateur préférable a I’estimateur initial.
L’association de la statistique non biaisée et de la famille compléte aboutit au résultat

suivant :

THEOREME 6.4.2 ( Lehmann -Scheffé ).- Soient X, ..., X, v.a.i.i.d. avec fonction de den-
sité f(-,0),0€@CRet F(®)={f(-,0) |0 € O} la famille de densités correspondante.
Considérons la statistique exhaustive U = U (X1, ...,X,) pour 8 € ® avec fonction de den-
sité g (-,0) et soit G (©) ={g(-,0) | 6 € O} la famille correspondante qu’on suppose com-
pléte. Soit, enfin, V =V (U) une statistique non biaisée pour 0 , telle que Eg [Vz] < oo,
VO € O. Alors V est la seule et unique statistique non biaisée pour 0 qui a la plus petite

variance.

Ce théoréme prouve que, si la statistique U est compléte, V (U) est optimal pour 0, c’est-a-

dire de variance minimale.

6.4.1 Conclusions

Le th. 6.4.2 apporte des précisions sur les résultats du th. 6.1.2. En effet on sait,
d’apres le th. 6.1.2, que pour avoir une statistique non biaisée de variance petite, il faut
prendre des statistiques qui sont fonctions des statistiques exhaustives et le th. 6.4.2 nous
permet de choisir parmi toutes ces statistiques non biaisées celle qui a une variance mini-
male. Elle est fonction d’une statistique exhaustive et complete.

Dans la suite nous appellerons une telle statistique non biaisée, de variance mini-
male, uniforme (car la variance est minimale pour tout 6 € © ).
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En conclusion si on dispose d’un estimateur sans biais fonction d’une statistique

exhaustive complete c’est le meilleur estimateur possible.

6.5 Eléments pour un choix

La meilleure statistique est celle qui a toutes les propriétés. Elle est tellement meilleure
qu’elle ne peut pas exister. Il faut donc choisir une statistique en fonction des certaines pro-
priétés, en faisant des compromis. La description des stratégies du choix ne fait pas partie
de I'inférence statistique mais plutot de la décision. Il appartient donc, a ce domaine que
d’aucuns appellent I’art de 1’ingénieur.
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Dans le cas ol une v.a. X a une fonction de densité f(-, 0) qui dépend d’un para-
metre 6 €® C R’, alors il faut estimer les valeurs de 0 si on veut connaitre les valeurs
des probabilités associées a X. En général on ne procede pas directement a I’estimation
de 6 mais on construit plutdt une fonction de 6, g(0), réelle et mesurable. Pour estimer
g(0) on utilise une statistique U = U (X; ...,X,) qui est I'estimateur de g(8) . La valeur
U (x1,...,x,) de U pour les valeurs observées de X1, ..., X, est appelée I’estimée de g(0) .

Un estimateur 0 doit étre :

— non biaisé, i.e. Eg [U (X1,...,X,)] = g(0); V0 €R",

— de variance minimale, dans la mesure ol, d’apres 1’inégalité de Chebychev :

S(U)
€2

Pof|U=g(8) |<€] > 1—

la variance peut étre vue comme une mesure de la concentration des valeurs de
I’estimateur autour de la moyenne.

La recherche d’un estimateur non biaisé€, de variance minimale (e.n-b.v.m.) s’effec-
tue de deux facons différentes, selon que 1’on dispose d’une statistique complete et exhaus-
tive ou non. Une autre voie de recherche pour un estimateur est la méthode du maximum
de vraisemblance. Notons, enfin, que nous pouvons appliquer pour 1’élaboration d’une esti-
mation d’autres techniques fondées e.g. sur la théorie de la décision, le théoreme de Bayes
ou I’optimisation minimax. Ces méthodes étant en dehors du cadre de ce cours, ne seront
pas présentées ici.
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7.1 Estimation avec statistique compléete et exhaustive

Considérons une suite de v.a. Xi,...,X, i.i.d. avec fonction de densité f(-,0) ,

6 c® C R’. Supposons que V = (V; (X,...,X,),... Vi (X1,...,X,)) " est une statistique
exhaustive pour 6 €@ et que la famille ¥ (®) = {f(-,0) | 6 €O} est compléte. Sous ces
hypotheses, nous avons le :

THEOREME 7.1.1 Soit g(0) une fonction réelle et mesurable et supposons que U =U (X, ...

une statistique non biaisée pour g(0) avec variance bornée. Posons @(V) = Eg[U | V] .

Alors ©(V) est un e.n-b.v.m. pour g(0) et il est unique & un ensemble de mesure nulle pres.

7.2 Estimation en absence de statistique compléte et exhaustive

Dans ce cas on fait les hypotheses suivantes :

(1) f(x,0) > 0Vx e Sou S ensemble indépendant de 6® C R.

(2) O est un intervalle ouvert de R .

3) %f(x,ﬂ) existe VOE® et Vx € S .

@ Y - Y f(x1,0) - f(x,,0) est différentiable.

x1€S X1 €S

(5) Linformation de Fisher pour 0, définie par la relation

1(8) = Eo [a% log f(x, 9)} 2

est positive pour tout 0€0 .
(6) SiU =U (Xi,...,X,) une statistique non biaisée pour g(0) alors
Y - Y UXy,....X) f(x1,0) - f(xn,0) est différentiable.

x1€S  x €8

Sous ces conditions, nous avons le :

THEOREME 7.2.1 ( Inégalité de Cramér — Rao ).- Pour tout estimateur non biaisé U =

U (Xi,...,X,) nous avons :

[4¢(6)]

W) = X5
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Nous avons aussi le :

THEOREME 7.2.2 Nous avons I’égalité a la relation du th.7.2.1 si et seulement si il existe

une fonction réelle h(0) de 0 telle que U = g(0)+h(0)Ve ; VOEO® avec Vo =Vp (X1,...,Xn) =
n

L gylogf(x,6).

J=

DEFINITION 7.2.1 On dit qu’un estimateur sans biais U de © ou ( de 0.(0)) est efficace

si il atteint la borne de Cramer-Rao. C’est a dire si :

[42(0)]”

7.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

Cet estimateur, dii a R. A. Fisher, n’a pas une justification mathématique rigou-
reuse. Le principe est le suivant : Lors d’une série de n expériences qui met en jeu les
v.a. Xi,...,X, , ayant comme fonction de densité f(-,0), 0 €0, nous avons observé les
valeurs X; = x1,...,X, = x,, avec probabilité P(X; = x1,...,X, = x,;0). Il y a certaines
valeurs de 8 €® pour lesquelles cette probabilité est élevée et d’autres pour lesquelles elle
est faible, c’est-a-dire pour lesquelles I’événement observé est improbable. Il parait rai-
sonnable, cherchant a estimer 6 , de privilégier la valeur de © qui maximise la probabilité
P(Xi=x1,...,X, =x,50) .

En général il y a une seule valeur de 6 qui maximise P (X; = x1,...,X, = x,;0).
Pour cette valeur on utilise la notation 6 = §(x1 ,-.-,X,) et ’on appelle I’estimée du maxi-

mum de vraisemblance. L’estimateur 8 (Xi,...,X,) est appelé ’estimateur du maximum
de vraisemblance (e.m.v.) pour 6 .

Parfois pour établir la valeur maximale de la probabilité on utilise la fonction
LO|x1,..x0) =h(x1,...,%0) - P(X1 = x1,..., Xy = X,50)

ol h(xy,...,x,)>0; ¥V (x1,...,x,) € R" est une fonction qui ne dépend pas de 0. L (0 |xi,...,x,)
est la fonction du maximum de vraisemblance de 8 et nous allons estimer 8 a I’aide de
cette fonction en posant éventuellement / (xi,...,x,) = 1, car la valeur de ® qui maximise

P(X; =x1,...,X, = x,;60) maximise aussi L(0 |xp,...,x,) et maximise encore la fonction
1(O|x1,...,x,) =InL(0 |x1,...,x,)

qui est le logarithme du maximum de vraisemblance. Cette forme de la fonction du maxi-
mum de vraisemblance est utile quand la densité de probabilité a une forme exponentielle,
comme e.g. la loi normale.

Le théoréme suivant relie 1’estimateur du maximum de vraisemblance avec un esti-
mateur exhaustif.

THEOREME 7.3.1 Soit une suite X1,...,X, de v.a.i.i.d. avec fonction de densité de proba-

bilité f(.,0) ;0 € ® CR". Considérons une statistique V= (Vi (X1,..., %) ..., Ve (x1,... ,xn))T
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7.3.1

7. ESTIMATION

~

o~ e T
exhaustive pour 6 = (61,...,9r)T. Si 0= (91, . ,6,) est l'unique estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 0, alors 0 est une fonction de V .

Le théoréme suivant montre que 1’estimateur du maximum de vraisemblance est

invariant par rapport a une transformation bijective.

THEOREME 7.3.2 Soit une suite Xi,...,X, de v.a.i.i.d. avec fonction de densité de pro-
babilité f(.,0); 8 €@ CR’". Considérons la transformation bijective @ : @ — @' C R™. Si

~

0 est lestimateur du maximum de vraisemblance de 0, alors ¢ (6 ) est I’estimateur du

maximum de vraisemblance de ¢ ().

Cas ou 0 est scalaire

Le calcul de la valeur 6 de 6 =(0,... ,Gr)T qui maximise la fonction du maximum
de vraisemblance est un probleme de maximisation d’une fonction, sous la contrainte a; <
0; <b;;Vi=1,...,r,et, de ce fait, complexe. Dans le cas particulier ou 6 est un scalaire,

nous pouvons utiliser le logarithme du maximum de vraisemblance. Si les dérivées

() |x1,...,xn):%l(9 X1, ...y Xn)
" (8 xy,... xn):il(e X1, .00y Xn)
) ) aez Y )

existent pour tout 6 € ® , alors I’estimateur du maximum de vraisemblance est une des

racines de 1’équation
U (0x1,...,x,) =0
Une racine £ de cette équation pour laquelle nous avons
" (Elxy,...,x,) <0

est un maximum local. Par conséquent nous avons :

0 =arg max {{(&|x1,...,%) / ' (€| x1,.rix0) =0, 1" (& | %100, %) <0}



INTERVALLE DE CONFIANCE

000
to—
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L’estimateur du maximum de vraisemblance fournit la valeur la plus probable du
parametre sous test, en se fondant sur un ensemble d’observations X; = x1,...,X; = X,
effectuées en utilisant un échantillon de taille n. Néanmoins on ne peut pas affirmer que
cette valeur coincide toujours avec la vraie valeur. Plutét que de chercher a savoir si la
valeur estimée est proche ou eloignée de la vraie valeur (ce qui aurait exiger d’avoir une
métrique ad hoc dans I’espace des parametres), on cherche a déterminer un intervalle dans
lequel il est probable de supposer que se trouve la vraie valeur avec une probabilité de se
tromper fixée par I'utilisateur. Cet intervalle s’appelle intervalle de confiance.

Pour fixer les idées on prend comme exemple un ensemble de n observations X; =
X1,...,X, = x, qui suivent la loi normale A/(u,6%) ol u et 6> sont inconnues. Supposons
qu’on cherche a trouver un intervalle qui contient i avec une probabilité de 1 — o , ou &
représente la probabilité de se tromper et qui est fixée par I’ utilisateur. Soit 6 = u et posons

e n l n

¥
u(x,u) =+/n avee X = Y xi: 52 = ) (x; —%)*

i=1 i=1

La distribution de u(x, ) est la distribution de Student & n — 1 degrés de liberté. Ainsi, sans

connaitre 6, on peut trouver une valeur u, telle que :

Py|—ug <u(x,u) <ug)=1—0 aveco€|0,1]
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8.1

8.2

8. INTERVALLE DE CONFIANCE

d’ol
Py |X S<<*+ s 1—a
X— Ug——= X+tug——|=1—
(] (xn_ll_ “\/ﬁ

et, finalement

S S
Pe{,ue |:X—M(x\/ﬁ7 x—|—ua\/ﬁ} } =1-q
L’intervalle [f —Ug, %, X+ ug ﬁ} est I’intervalle de confiance pour la valeur de la moyenne

112100 % (1—o)%.

Définition d’un intervalle de confiance

Soit ’espace probabilisé (Q, 4, p) et soit la variable aléatoire X : Q x ® — B , out
® ensemble de variation du paramétre 8. Notons par F(®) = {f(.,0) | 6 € ®} la famille de
densités des probabilités définies avec 6 € ©.

Considérons une famille I(®) = {I(0) | x € B} d’intervalles de ® qui ont la pro-

priété suivante :
V0eO : Pylx|0€(0)]=1—0a;ac]0]l]

ou o est la probabilité que I’intervalle ne contient pas la vraie valeur du parametre 6.
Notons que nous pouvons avoir
Pylx |0l (0)]>1—0 ;ac01]
i.e. un intervalle de confiance avec coefficient minimal de confiance 1 — a.
La détermination des bornes de I’intervalle de confiance dépend du partage de o en
o) et ap. Nous pouvons avoir deux cas de figure :
— Recherche d’un intervalle bilatéral [a, b], correspondant & ot # 0, oy # 0. Dans le
cas ou la loi est symétrique (e.g. loi normale) nous avons 0] = 0l = % etb=—a.
— Recherche d’un intervalle unilatéral. Deux cas :

— [a,+oo[ associé a a; = o et oy = 0. Cet intervalle est a utiliser dans le cas
de recherche d’un intervalle du parametre 6 de la forme 6 > a (durée de vie,
résistance a la rupture, etc.).

— ]—o0,b] associé a a; = 0 et 0y = . Cet intervalle est a utiliser dans le cas de
recherche d’un intervalle du parametre 8 de la forme 0 < b (nombre de pieces

défectueuses, temps d’attente, etc.).

Construction des intervalles de confiance

Afin de construire un intervalle de confiance, on détermine un estimateur u(x, 0) qui
pour chaque x € By est une fonction monotone de 6 € ®. On détermine ensuite deux valeurs

uy,uy telles que :

Pylu; <u(x,0) <wp]=1-—a ; ael0,1]
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et, comme u est monotone, Nous avons :

Po[01(x) <8 <B(x)] =1—0 ; e 0,1]

[01(x),02(x)] est I’intervalle de confiance.
Nous présentons dans la suite quelques exemples des fonctions monotones qui peuvent

étre utilisées comme des estimateurs pour le calcul des intervalles de confiance.

— Supposons que Xi,..., X, ~ N\ (u,6%).
(1) La variance est connue. On pose 6 = u et on construit la fonction

X-6
c

t(le-naXn;e):\/ﬁ Ng\[:(()’l)

qui est une fonction monotone par rapport a 6.

n
. . e e e \2
(2) La variance est inconnue. On utilise I’estimation s* = ﬁ ) (X i—X ) .On
j=1

pose 6 = u et on construit la fonction

X-6

1(X1,...,X;0) =+/n ~t(n—1)

qui est une fonction monotone par rapport a 6.

(3) La moyenne est connue. On pose 6 = G2 et on construit la fonction
I ¢ 2 2
t(Xl7"'7Xn;e) = 6 Z (Xj _lu) NXn
Jj=1

qui est une fonction monotone par rapport a 6.

(4) La moyenne est inconnue. On pose 8 = 62 et on construit la fonction

1
t(X1,...,X;0) = 6(11— 1) e NX%fl
. . N 22 1 < -\ 2
qui est une fonction monotone par rapport a 0. Nous avons noté s~ = 1 Z (X i—X ) .
n— :
J=1

— Supposons que X ~ B (n, p). On pose 0 = p. Dans ce cas on construit une fonction

monotone en considérant la limite

X —nb
1(X;0) = lim ———%__ < A((0,1
(X:8) n—e .\ /n@(1—0) AO.1)
— Supposons que X ~ P (A). On pose 6 = A. Dans ce cas on construit une fonction

monotone en considérant la limite

. ) X—-6
Jim 1(X1,.. X,36) = lim VA=~ ((0,1)
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8.2.1 Intervalles de confiance pour les moyennes

Nous donnons ci-apres quelques exemples de construction d’intervalle de confiance
pour la moyenne d’une suite des variables aléatoires qui suivent la loi normale. La démarche

reste la méme pour les autres lois.

8.2.1.1 Loi normale A (u,6%) avec variance connue

. . X—p . :
On construit la fonction Z, (1) = v/n £ ot X est une statistique exhaustive pour

la moyenne . On cherche deux nombres a et b, avec a < b et tels que :

Pla<N(u,6°) <bl=1-a =

X —
P,,{ag\/ﬁ G”'gb]:l—a =

b—a
Vn

différence b — a soit minimale. Ceci est possible si b = c eta = —c , avec ¢ le o/2 quantile

La longueur de I’intervalle est ©. Pour que cette longueur soit minimale il faut que la

de AL(0,1) qui sera par la suite noté z,/,. Nous avons donc

— c (¢
Pne [F-an o K ] =10

La taille minimale de 1’échantillon afin d’avoir un intervalle de longueur 2¢ est don-
née par la relation

c
22@/2 % =2c
d’ou on obtient
_ [zap2-0 2
o c

8.2.1.2 Loi normale A\ (u,67) avec variance inconnue

1
n—1

n
. L -2 .
On remplace la variance 62 par ’estimateur s? = Z (X i—X ) . On construit
Jj=1

X —
la fonction T, (1) = /n a

. Cette v.a. est distribuée selon la loi de Student a n — 1 degrés

de liberté. Par conséquent nous avons :

Pla<t,_1<bl=1—-a =
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. a - .
Lalongueur de I’intervalle est NG s. Cette longueur est minimale sib =ceta= —c
n

, AVeC ¢ = f,,_1.¢/2- Nous avons donc :

_ s - s
Py {.U € [thl;oc/Z %a X+t 102 \/ﬁ] } =l-a

Si on veut que I’intervalle ait une longueur égale a 2¢ , alors il faut prendre

2
o tnfl;a/2 )
&

8.2.2 Intervalle de confiance pour les variances

Nous donnons ci-apres quelques exemples de construction d’intervalle de confiance

pour la variance d’une suite des variables aléatoires qui suivent la loi normale. La démarche
reste la méme pour les autres lois.

8.2.2.1 Loi normale A’ (u,6?) avec moyenne connue

On pose O = G2 et on construit la fonction

n

1
avec slzl = Z (X;— u)* estimateur exhaustif pour 8 = 62. Nous avons que U (62) ~ 2

e
J=1

On cherche donc a calculer deux nombres a et b tels que :

Pla<yi<bl=1-a =
l’lSIZJ
Py |a< <bh|l=1—-0a =
c
2 2
ns ns
P,|-t<o?< Hl=1-0 =
Ny =0 =T



66 8. INTERVALLE DE CONFIANCE

11
La longueur de I’intervalle est ( — b) nsﬁ. Bien qu’il ne s’agit pas d’un choix
a
optimal, on prend

2 . 2
a= Xn;lf(x/Z ;b= xn;a/2

8.2.2.2 Loi normale A’ (u,6%) avec moyenne inconnue

La démarche est la méme que dans le cas out la moyenne est connue. Pour w on utilise

— 1 & 1 1l —
I’estimateur X = — in. Ainsi la fonction pour 8 = 62 devient 52 = ] Z (Xj —X)Z.
nia n—1:3

. . 1
Dans ce cas nous avons U (62) ~%2_,. Lalongueur de I’intervalle est maintenant ( - b) (n—1)s%
a

et on prend pour les bornes de I’intervalle

_ 2 . w2
a=Yo t1-ap > D=Xp102



TESTS D’HYPOTHESES

oo
P —

9.3

9.4

9.5

Choixd’'untest . . ... ... ... .. ........ 69
Test de la moyenne avec une valeur de référence . . . . 71
9.2.1 Variance 6” de la population connue . . . . . . 72
9.2.1.1 Testsimple . . ... ......... 72
9.2.12 Testdouble. . .. .......... 72
922 Variance 6% inconnue . . . . . ... ...... 73
9.22.1 Testsimple. . ... ......... 73
9222 Testdouble. ... .......... 74
Test de la variance avec une valeur de référence . . . . 75
9.3 Testsimple . . . . ... ....... 75
9.3.04 Testdouble. ... .......... 76
Comparaison entre deux moyennes . . . . . . ... .. 76
9.4.1 Variances 6,2( s G%, des populations connues . . 77
94.1.1 Testsimple . . ... ......... 77
9.4.12 Testdouble. . ., . .......... 77
9.4.2  Variances des populations inconnues mais égales 78
9.4.2.1 Testsimple. ... .......... 78
9422 Testdouble. . .. .......... 79
9.4.3 Variances des populations inconnues et non
égales . . . ... 80
9.43.1 Testsimple. . ............ 80
9432 Testdouble. . .. .......... 80
Comparaison entre deux variances . . . . . ... ... 81
9.5.03 Testsimple. ... .......... 81
9.5.04 Testdouble. ... .......... 82

On considere un échantillon de taille n issu d’une population d’effectif beaucoup

plus grand. On mesure sur cet échantillon une caractéristique et notons par x;,i = 1;...,nles

mesures ainsi obtenues. On consideére que ces mesures sont issues d’une distribution parti-

culiere de I’ensemble de variables aléatoires X;,i = 1;...,n qui sont considérées comme in-

dépendantes et identiquement distribuées avec fonction de densité de probabilité f(.,8); 6 €

®. On suppose que ® = Oyg U B avec @] = O — @y. Selon les valeurs des mesures, nous

pouvons formuler les hypotheses suivantes :
- Hy:0€0
qui est 'hypothése nulle. L’hypothese contraire
- H:0€0;
est appelée hypothese alternative.

Afin d’examiner la validité de ces hypotheses on élabore des tests d’hypotheses. Un
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Réalité Hj vraie H, vraie

Décision

Acceptation a raison | Acceptation a tort
Accepter Hj de ’hypothese nulle | de I’hypothese nulle

Prob. 1 — 0y (0) Prob. 3¢ (0)
Réfus a tort Réfus a raison
Réfuser H, de I’hypothese nulle | de I’hypothese nulle
Prob. 0iy(0) Prob. 1 —4(0)

TAB. 9.2 — Décisions d’un test d’hypotheses

tel test est une application mesurable
[0,1]

{01}

¢o:R"—

Dans la suite on notera par & I’ensemble de ces applications. Si [xi,...x,] est la valeur
obervée de (Xi,...X,), alors @ (xq,...x,) = &. 1l y a deux possibilités :

— soit & € [0,1]. Dans ce cas on procéde a un tirage d’une valeur qui suit la loi
uniforme sur [0,1]. Si la valeur tirée est inférieure ou égale a & , on accepte le
test;

— soit & € {0,1}. Dans ce cas on accepte le test si & = 0.

Lors de la prise d’une décision, a 1’aide du test ¢ , concernant Hy (resp. Hy ) il est

possible de commettre une erreur parmi les deux qui sont possibles :

— Erreur de 1e espéce.- Rejet de 'hypotheése Hy bien qu’elle soit vraie. (Rejet a tort
de I’hypotheése Hy ou, ce qui revient au méme, acceptation a tort de 1’hypothese
H)).

— Erreur de 2e espéce.- Acceptation de I’hypothese Hy bien qu’elle soit fausse.
(Rejet a tort de I’hypothese H; ou, ce qui revient au méme, acceptation a tort de
I’hypothese Hy ).

On suppose que I’erreur de le espéce se réalise avec une probabilité o,y (8) que I’on
appelle risque de 1e espéce. Par conséquent la probabilité d’accepter a raison Hy est égale
a1 — o (0). De méme on suppose que I’erreur de 2e espece se réalise avec une probabilité
By (0) qui est le risque de 2e espéce. Par conséquent la probabilité de réfuser a raison Hy
est égale a 1 — B¢ (). Cette situation est repertoriée au tableau suivant 6.1.

En général les deux erreurs ne conduisent pas a des conséquences de méme nature.
De ce fait nous ne pouvons pas traiter de facon symétrique les deux hypotheses Hy et Hj.
Lors de I’élaboration d’un test on prendra comme hypothese nulle celle dont le rejet a tort

a les conséquences les plus pénalisantes.
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Dans la suite de ce chapitre nous présentons d’une part une méthode qui permet
d’effectuer le choix d’un test et, d’autre part, des algorithmes des tests et quelques applica-

tions.

9.1 Choix d’un test

Nous avons vu que les probabilités o, (6) et By (8) dépendent du test @ et de la
valeur de 0. Pour choisir le test ¢ nous allons examiner les valeurs de ces probabilités.

La fonction 0,y (8) pour 8 € @y est appelée niveau (de signification) du test et la
fonction 1 — B¢ (8) pour 6 € @ est appelée puissance du test.

Considérons un test (application mesurable) ¢ € & . La fonction de niveau de signi-
fication du test est donnée par

Ol (8) = Eo [0 (Xi,...X,)] : 0 € O ©.1.1)

Les objectifs qui permettent de choisir un test sont les suivants :

— minimiser le risque de le espece (probabilté du rejet a tort de I’hypothese nulle)

0p(0),0€00;

— minimiser le risque de 2e espece (probabilité de I’acceptation a tort de I’hypothese

nulle) By (8) , 0 € ;.

On doit donc chercher a choisir un test ¢ € ¢ qui minimise ces deux risques. Ce
probléme n’a pas, en général, de solution car il n’est pas obligatoire qu’une fonction ¢
assure ces deux valeurs minimales en méme temps. On traite donc ces deux risques de
maniere non symétrique. On choisit d’abord un niveau de signification o constant pour
le test et on cherche un test ¢ qui, pour o =constante, maximise la puissance 1 — B¢ () ;
6 € ©; du test. Un tel test est appelé uniformément le plus puissant (test UPP). Formellement
si Py = {(p €D |supog(0) = oc}, alors un test ¢ € ®g est un test UPP si 1 — B (0) =

GIC)

max {1—PB¢(0)}. Sicard(®) = 1, alors le test UPP s’appelle le test le plus puissant (test
PEDy

PP).
Nous pouvons avoir trois types de tests :

(i) Hp et H; simples, c’est-a-dire card (®p) = 1 et card (@) = 1;
(ii) Hy composite et H; simple, c’est-a-dire card (@p) > 1 etcard (®;) =1;
(ii) Ho et H| composites, c’est-a-dire card (@g) > 1 et card (@) > 1.

Dans la suite nous présentons le premier type de test, les deux autres étant des
simples extensions de celui-ci.

Soient les variables aléatoires Xi,...,X, , indépendantes et identiquement distri-
buées avec fonction de densité de probabilité f( . ,8) ; 8 € ©. Supposons que ® = {0, 0, }
Les hypotheses que nous voulons tester sont :

Hy : 6 =6 , hypothese nulle ;

Hj : 6 = 01, hypothese alternative.
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Nous voulons donc tester Hy contre H; en construisant un test au niveau o. Le théo-
réme suivant nous fournit un test UPP.

THEOREME 9.1.1 (Théoréme de Neyman-Pearson) Pour tester Hy contre Hy au niveau Q.

on construit un test ¢ € Oy défini par la relation

1, si ﬁf(xk,91)>c' In]f(xk,eo)
k=1 k=1

Q(x1,...X0) =4 V5 Si kﬁlf(Xk ,01) =C-kfllf(xk ,80) (9.1.2)

0, si kfllf(Xk ,01) <C'kf[lf(xk ,680)

ou les constantes Y € [0,1] et C > 0 sont telles que
Eg, [0 (X1,...X,)] = o (9.1.3)

Alors ce test est le test le plus puissant.

COROLLAIRE 9.1.1 Soit un test ¢ € Oy défini par (9.1.2) et (9.1.3). Alors nous avons
1-By(8) > 9.1.4)

Pour I’application de ces résultats on considere les v.a. Xi,...,X, , i.i.d. avec Xi ~
L£(0), ou L loi a préciser.
L’algorithme pour la création du test ¢ € @y, selon le th. de Neyman-Pearson est le

suivant :
1°.- On fixe les valeurs du niveau de signification du test o et du nombre de v.a. n.

2°,- Détermination de la région critique.

1.1.- Calcul du quotient

1 f(x,01)
R(f(X),00,0)) =1 9.1.5)
kr_llf(xk ,60)

11 faut que nous ayons

R(f(X),80,81) >C 9.1.6)
afin que @ (xy,...x,) = L.
1.2.- Calcul du logarithme
r(f(X),60,61) =InR(f(X),60,61) O.1.7)
1l faut que
r(f(X),80,61) > InC 9.1.8)

pour que @ (x1,...x,) = 1.
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1.3.- Résolution de I'inégalité (9.1.8) par rapport & f (X). Supposons que la solution

s’exprime sous la forme
f(X)>Co(C.80,61) (9.1.9)
La région critique est donc donnée par la relation
W={xeR"| f(x)>Cy(C,00,01)}
3°.- Calcul de la valeur de Cy = Cy (C, 00,0, ). Nous avons d’aprés (9.1.3)
Egy [0 (X1,...X,)] o = Po, (W) = Py, (f(x) > Cp) (9.1.10)

ce qui donne

o = Py, (f(x) > Co) +YPe, (f(x) =Co) (9.1.11)

Comme le facteur de 7y est petit, cette relation permet, en raisonnant uniquement sur
le premier terme, de calculer la valeur de Cp.

4°.- Calcul de la constante y € [0,1] . En utilisant la relation (9.1.11) et la valeur de Cj ,

on évalue la valeur de V.

5°.- Calcul de la puissance 1 — B¢ (8) du test a I’aide de la relation
1By (6) = Po, (f(x) > Co) + P, (f(x) = Co) (9.1.12)

N.B. Cet algorithme est particulierement adapté dans le cas ou la fonction de densité
de probabilité f(x,0) de laloi L (0) se présente sous la forme d’un produit des termes en 6

comme, e.g. la densité de la loi binomiale f(x,0) = C'8*(1—6)"

9.2 Test de la moyenne avec une valeur de référence

Supposons que d’une population, de taille potentiellement infinie, on extrait un

échantillon de taille n. Les résultats des mesures effectuées sur cet échantillon sont re-
présentés par les variables aléatoires Xj,...,X,. Pour ces variables aléatoires nous faisons

I’hypothese qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées avec moyenne arith-
n
métique X = — Z Xi. Le parametre que nous voulons estimer est la moyenne 6 = u de la
k=1

population totale et nous utiliserons comme valeur de référence pour le test 1’estimation X .
On prend comme hypothese nulle
H() 0= 9()
et comme hypothese alternative
H 1. 0 75 9()
Parfois on cherche a détecter si 6 = 0, avec 0 # 69, qui est I’hypothése de détection :
Hp:0=06,
Notons, enfin, que selon les valeurs que 0 puisse prendre, nous avons un test simple ou un
test double.
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9.2.1 Variance ¢ de la population connue

9.2.1.1 Test simple
1°.-
2°.-
3°.-

4°.-

5°.-

9.2.1.2 Testdouble
1°.-
2°.-
3°.-

Hy:0=00;H; :0<06y(oub>06y);Hp:0=06,
On fixe les probabilités o et 3.

Calcul de la taille de 1’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,. Nous avons

p(?/—f’;za):a;zWN(o,l)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z,,.

3.2.- Calcul de la valeur ZB' Nous avons

o/vn

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de ZB'

p(X‘el>zﬁ)=B;zﬁ~N(o,1>

3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

(Za+7p)* &2
nc=-——"5—
(80—01)p

Si n¢ > n, ou n la taille de 1’échantillon, il faut recommencer 1’échantillonnage

avec une valeur de n plus grande.
Calcul de la valeur du critere C :

1 o2 (90+91)D
c_ii(zﬁ—zu) —

On prend le signe “+” si H; : 8 < 09, on prend le signe “-” si H; : 6 > 09
Décision :
Si Hy : 6 > 0g , alors I’hypotheése Hy est acceptée si X < C.

Si Hy : 6 < g , alors I’hypotheése Hy est acceptée si X > C.

H()Zeze();H] Z@#GQ;HDZ‘&—GQ‘:d
On fixe les probabilités o et 3.

Calcul de la taille de I’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Zy . Nous avons

90—? o
P (G/\/ﬁ >Zcx/2) =5 Zayp ~ N(0,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z.
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3.2.- Calcul de la valeur Zg. Nous avons

X6 .
P(G/\/ﬁ >ZB>B,ZBN9\C(O,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.
3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

(Za/z +ZB)2 (52

nc =
(80— 61)p

Si n¢ > n, ou n la taille de 1’échantillon, il faut recommencer 1’échantillonnage

avec une valeur de n plus grande.

4°.- Calcul des valeurs des criteres Cy et Cy :

1 6> (6p+6
CIZE(ZB_ZOLM)\/?‘F(O% ;o Cr=260—-C

5°.- Décision :

Si X € [C1,C] , alors ’hypothése Hy est acceptée.

9.2.2 Variance 62 inconnue

2:

Ly (6-%)

On remplace la variance 62 par son estimation non biaisée s ]
n—
k=1

calculée a partir de 1’échantillon de taille 7.

9.2.2.1 Test simple
1°.- Hy:0=06¢;H;:0>650ub<06y;Hp:0=0
2°.- On fixe les probabilités o et f3.
3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :
3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n—1

3.2.- Calcul de la valeur Tg y. Nous avons

00— X
P (SO/\/E > Ta,v) = ; Toy ~ Student a v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T, y.

3.3.- Calcul de la valeur 7 . Nous avons

X -6 N
P( S/ > TBN) =B Tgy ~ Studentav ddl

Par lecture des tables de la distribution Student on établit la valeur de 7g .

2
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3.4.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

52

(80—01)5

Si nc > n recommencer en prenant un échantillon de taille plus grande.

ne = (Toy + Tliw)2

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

1 52 (90+91)D
C = Zl:i (TBN — T(XN) ; + f

On prend le signe “+” si H; : 8 < 69, on prend le signe ‘- si H; : 6 > 69
5°.- Décision :

Si Hy : © > 09 , alors I’hypothese H est acceptée si X < C
Si Hy : 0 < 0 , alors I’hypothese Hy est acceptée si X > C.

9.2.2.2 Test double
1°.- H()ZGZG();H] ZG#GQ;HDZ ‘91—90 ‘Zd
2°.- On fixe les probabilités o et .

3°.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :
3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté
v=n—1

3.2.- Calcul de la valeur Ty y. Nous avons

6o—X o \
p (s/\/ﬁ > Toc/Z,v) = ) s Tajay ~ Student a v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Ty /2 y .

3.3.- Calcul de la valeur 7 . Nous avons

X -0 \
P( s/ >TB7v> =PB; Tzy ~ Studenta v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Tj .

3.4.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

s2

2
C (90 el)é( o/2,v B,v)

Si nc > n recommencer en prenant un échantillon de taille plus grande.

4°.- Calcul des valeurs des criteres Cy, Cs :

1 2 (8p+06
Ci=5 (TB,V _TOL/2,V) \/:"‘ % ;. C=200—C;

5°.- Décision :

Si X € [C1,C] , alors ’hypothése Hy est acceptée.
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9.3 Test de la variance avec une valeur de référence

On utilise le méme cadre théorique que pour les tests des moyennes. On cherche a

estimer @ = 62 qui est un indicateur de la variabilité de I’échantillon. Pour cette estimation
1 n

on utilise comme valeur de référence la variance s* = p— Z (Xk -X )2 de I’échantillon.
k=1
9.3.0.3 Test simple
1°.- Hy:0=0¢;H;:0>00;Hp:060=0,
2°.- On fixe les probabilités a et .
3°.- Calculer la valeur du rapport des variances : p2 = g—(l).

4°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :
4.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n—1

4.2.- Calcul de la valeur xé’\,. Nous avons

—1)s?
P ((ne)s > xé_v) =03 x4, ~ chideux avddl
0 ; ;
Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de X(ZXN'

4.3.- Calcul de la valeur X%—B,v' Nous avons
—1)s?
P <(")S > ﬁ&v) =1-B: 9} gy~ chideuxavddl

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de x%_ﬁy.

4.4.- Calcul de la taille nécessaire nc de 1’échantillon par ajustement du rapport :

2
Xov o2

X%—B,v

Si nc > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a nc.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

n*l o,V

5°.- Décision :

Si s> < C, alors I’hypothese Hy est acceptée.
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9.3.0.4 Test double
1°.-
2°.-

3°.-

4.

4°.-

5°.-

H()Ze:eo;H] :9#90;HD:9291 Ouezez
On fixe les probabilités o et 3.

0
Calculer la valeur du rapport des variances : p% = 9—] ; p% = g—z.
0

Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :
4.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

v=n—1

4.2.- Calcul de la valeur x(zx v Nous avons

(n—1)s> _ , o . R
P (90 > Xojoy | = R Xé/z,v ~ chi deux a v ddl

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de X%W'

4.3.- Calcul de la valeur x%_ By Nous avons

—1)s2
P <(n6)s > X%B.v) =1-B; X%fﬁ.v ~ chi deux a v ddl
: :

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de X%—B.v'

4.4.- Calcul de la taille n¢ de 1’échantillon par ajustement du rapport :

Xé/lv ~ p?
= P1
X%—BN

Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.

Calcul des valeurs des criteres Cy, C, :

0
G = lei/z,v ;o Gr=200-C

n—
Décision :

Si s> € [C1,C5] , alors I’hypothese Hy est acceptée.

9.4 Comparaison entre deux moyennes

Nous avons deux séries de mesures représentées par les deux séries des v.a. Xi,..., X,

etYy,...,Y,. Ces deux séries de mesures sont issues

— soit de la méme population et, par conséquent, nous voulons tester I’homogénéité
de la population ;

— soit de deux populations différentes et, par conséquent, nous voulons tester 1’équi-
valence de deux populations.
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9.4.1 Variances c% , 67 des populations connues

9.4.1.1 Test simple
1°.-
2°.-
3°.-

4°.-

5°.-

9.4.1.2 Testdouble
1°.-
2°.-
3°.-

Hy:0x—06y =0;H;:0x —0y >0;Hp:0x—0y =d
On fixe les probabilités o et f.

Calcul de Ia taille de 1’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,. Nous avons

P(x_y_(ex_ey)

>Za>:(x;Za~9\[(O,l)

Ow
avec
2 2
2 _ O Oy
wai —
n m

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z.

3.2.- Calcul de la valeur ZB' Nous avons

Ow

P<(9X_9Y)D_(X_Y) >ZB> =B: Zg~N(0,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.

3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

(Za ZB)2 2 2
= Oy +C
nc (ex—ey %( X Y)

Si nc > n, alors il faut recommencer avec un échantillon plus grand.
Calcul de la valeur du critere C :

6y oy (6x—8
C=3(Za—2p) || X+ ;JJF%

N =

Décision :

SiX —Y < C, alors ’hypothése Hy est acceptée.

H()Zex—ey:();Hl Zex—ﬂy#O;Hpiﬂx—GY:d
On fixe les probabilités o et 3.

Calcul de Ia taille de 1’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Zy ;. Nous avons

Y—?—(ex—ey) o
P( p >Za/2> =51 Zop AC(0,1)

77
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avec
2 2

2 O Oy

oy == +—+

n m

Par lecture des tables de la distribution normale on €établit la valeur de Z,,.

3.2.- Calcul de la valeur ZB' Nous avons

P((ex—ey)D—(X—Y) >ZB> —B; Z5~N(0,1)

Ow

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.

3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de I’échantillon :

(ZG/2+ZB)2 2 2
ne=-——>,(oy+0o
ECEC o+ )

Si nc > n, alors il faut recommencer avec un échantillon plus grand.

4° .- Calcul de la valeur du critere C :
1 62)( Gzy (eX - eY ) D
C= *2 (Z(x/Z _ZB) “ —+—+ 72

SiX —Y € [-C,C], alors ’hypothése Hy est acceptée.

5°.- Décision :

9.4.2 Variances des populations inconnues mais égales
9.4.2.1 Test simple
1°.- Hy:0x—0y=0;H;:0x—0y >0;Hp:0x—0y =d
2°.- On fixe les probabilités o et f3.
3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de I’échantillon :
3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n+m—2

3.2.- Calcul de la valeur Ty y. Nous avons

X-Y
P < p > Ta7v> =0 ; Ty ~ Student av ddl
w

avec

ol =

(n—1)s% +(m—1)s3 <1+1)

n+m-—2 n m

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T, y.
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3.3.- Calcul de la valeur 7j .. Nous avons

P ((eX_eY)D_ (X-Y)

> Tt =B; Tz ~ Student a v ddl
o 13-,\') B By udent a

Par lecture des tables de la distribution de Student on €tablit la valeur de 7 y .

3.4.- Calcul de la taille N de I’échantillon :

2 2
sx + 8y 2
N= o)L (Tow +Tpv)

Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

n+m-—2 n+%+ 2

1 n—1)sy+m—1)s; [1 1 (6x—6y
02<Ta,st,v>\/( Jtn=1)s 1T (6 —by),

5°.- Décision :

Si X —Y < C, alors ’hypothése Hy est acceptée.

9.4.2.2 Test double

1°.- H() . foey:O;Hl :6X79y7é0;HD :foeyzd
2°.- On fixe les probabilités o et f.
3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :

3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

v=n+m—2

3.2.- Calcul de la valeur 75 5 . Nous avons

X-Y o N
P( o > Toc/Z,V) =3 5 Toyavy ~ Studenta v ddl

avec

ofy =

(n— 1)} + (m—1)s} (1+1)

n+m—2 n m
Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Ty y.

3.3.- Calcul de la valeur 7 . Nous avons

P ((ex —68y)p— (X-Y)
Ow

> TB.V) =B; Tgy ~ Studenta v ddl
Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Tj .

3.4.- Calcul de la taille nécessaire N de I’échantillon :

52 +s2 2
N=—X"T_ (T, ,,+T
(eX—ey)ﬁ,( a/2,v BN)
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Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

1 (n—1)s3+(m—1)sz [1 1 (6x—6y)p
= (T —T B A i e 272}
¢ 2(0‘/2’V B’V)\/ n+m-—2 n+m+ 2

5°.- Décision :

Si X —Y € [-C,C], alors I’hypothese Hy est acceptée.

9.4.3 Variances des populations inconnues et non égales
9.4.3.1 Test simple

1°.- Hy:0x —06y =0;H;:0x —6y >0.

2°.- On fixe la probabilité o.

3°.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

2 2\2
(3+%)
2 582 a2

TG ()

+

n+1

Siv > n+m—2, alors il faut recommencer avec des échantillons plus grands.

4°.- Evaluer, en utilisant les tables de la distribution de Student, la valeur de Tov:

Sw
2 2
s s
avec sfv =X, X
m

5°.- Calcul de la valeur du critere C :
C= Toc;v
Ensuite on calcule

(x—-5)

2 2
NN
n m

=

6°.- Décision :
Sit) < Ty, , alors 'hypothese Hy est acceptée.
9.4.3.2 Test double
1°.- H() . ex—ey :O;Hl Zex—ey 7&0

2°.- On fixe la probabilité a.
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3°.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

2 s
T

n

/\
A
N
+
\m
\/

Siv > n+m—2, alors il faut recommencer avec des échantillons plus grands.

4°.- Evaluer, en utilisant les tables de la distribution de Student, la valeur de T}, /2w

X-Y o
P( >TocAv> =5
Sy ’ 2

S
avec s%v =X X
m

5°.- Calcul de la valeur du critere :
C = _T(x/z;v ;G = Toc/2;v
Ensuite on calcule ¢, :

(x—-5)

2 2
WX
n m

=

6°.- Décision :

Sit € [fTa /2vs Lo /27\,] , alors I’hypothese Hy est acceptée.

9.5 Comparaison entre deux variances

Nous allons utiliser le méme cadre théorique que pour la comparaison entre deux
moyennes.On cherche a tester si les variances de deux populations sont identiques. Pour

ce test les Variances sont estimées en utilisant les valeurs des échantillons a I’aide de la

n
formule s> = Z Xi —

9.5.0.3 Test simple

1°.- Holexzey;Hliex>9y;HDZ?=
Y
2°.- On fixe les probabilités a , P.

3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire n¢ de I’échantillon par ajustement de la relation

2
pT = Fa;nfl.mfl 'FB;mfl,nfl

ol Fy.n—1,u—1 la distribution de Fisher.

Sine > min{n,m} , alors il faut recommencer en prenant des échantillons plus grands.
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4°.- Décision :
§2
Si X < Fy—1,m—1 » alors I’hypothese Hy est acceptée.
S
Y

9.5.0.4 Test double

0
1°.- Ho:zeey;leex#ey;HD:e—X:p ou — =
Y

2°.- On fixe les probabilités o , f.

3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire n¢ de 1I’échantillon par ajustement de la relation

2
p-= F(X/Z;nfl,mfl 'Fﬁ;mfl,nfl
ol Fy.n—1,m—1 la distribution de Fisher.
Sinc > min{n,m} , alors il faut recommencer en prenant des échantillons plus grands.

4°.- Décision :
Sk
Si g € [Fl,a/z;n,hm,l ,Fa/z;n,Lm,l] , alors I’hypothese Hy est acceptée.
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Le contrdle de réception est destiné a vérifier la conformité d’une production, livrée
par lots, a un cahier des charges. Ce controle conduit, en général, a la réalisation d’un test
statistique, ce qui implique :

— La définition de 1’hypothese nulle Hy.

L’élaboration de I’hypothese nulle se fait en utilisant les spécifications du cahier
des charges qui peuvent se rapporter

— ala valeur moyenne d’une caractéristique du lot ;

— ala proportion d’un type d’articles dans le lot;

— aladispersion des résultats des mesures d’une caractéristique du lot.

— Le calcul des risques admis o et .

Rappelons que o est le risque de 1e espece. Dans le cadre du contrdle de réception,
il correspond au risque de réfuser le produit quand il est bon, c’est-a-dire o est le
risque du vendeur.

D’autre part [ est le risque de 2e espece. Il représente le risque d’accepter le
produit quand il est mauvais, c’est-a-dire [ est le risque de I’acheteur.

— La détermination de la taille n de 1’échantillon.

Sa valeur est fonction des risques admis o et B et de I’hypothése alternative H;.

— Le choix du test statistique a utiliser.

En fonction du cahier des charges nous pouvons étre amenés a faire comme test :
— la comparaison d’une moyenne ou d’une variance a une valeur de référence ;
— la comparaison d’une proportion a une valeur de référence ;

— la comparaison de deux ou plusieurs proportions.

83
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Nous présentons dans la suite quelques exemples de contrdle de réception qui sont

en complément des tests examinés au chapitre précédent..

10.1 Comparaison d’une proportion a une valeur de référence

Supposons qu’une population (un lot) de taille N, comprend uniquement deux types
d’articles A et B (e.g. pieces mauvaises : A, pieces bonnes : B). On note par p la proportion
d’articles A dans le lot. Comparer p a une proportion de référence p( revient a tester 1’'une
des hypotheses suivantes :

P<po . P=Po 5 P=Po

Nous prélevons du lot un échantillon de taille n. Pour que le tirage soit considéré
comme un tirage avec remise il faut que n < N. Dans la pratique on prend n < 0.1 - N.
On représente par x le nombre d’articles de type A que contient 1’échantillon. La variable
aléatoire correspondante sera notée X.

Pour effectuer I’un de tests ci-apres nous pouvons utiliser trois distributions de pro-

babilité : binomiale, de Poisson et normale.

10.1.1 Loi binomiale

On utilise cette loi quand n est faible (en général n < 50). Si on suppose que p = po
, NOus avons

_ py(1—po)""n!

P(X=x|p=po)= A (n—x)!

Pour évaluer le test, on partage le risque de le espeéce o en deux parties a; et 0. Les
valeurs de a; et o, sont fonction de I’hypothese nulle selon le schéma ci-apres :.

— SiHy:p=pg,alorsa; # 0,00 #0eta; +0p =0

- SiHy:p<po,alors o =0,00 =0

— SiHy:p>po,alors o =o,0p =0.

On cherche a évaluer I'intervalle [xy, , x1—q,| dans lequel se trouve la probabilité p
avec risque o et, de ce fait, sera le critere pour 1’acceptation du test. Nous avons :

— Xq, est le plus grand entier tel que :

X -1

P(X <xq,)= Z PX=x|p=po) <oy
x=0

— X|_q, est le plus petit entier tel que :

X1—0p
PX>xi_q,) = 1— ZO PX=x|p=po) <oy
x=|
Xl—a

7
OP(X:x\p:po)Zl—OLg
=

La décision est aussi fonction de 1I’hypothese nulle et elle prise comme suit :

— Hy:p=po:Six€ [xq , X1-q,) alors I'hypothese Hy est acceptée ;
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— Hy:p>po:Six2>xy alors ’hypothése Hy est acceptée ;

— Hy:p<po:Six< xj_q, alors I’hypothése Hy est acceptée.

Pour calculer le risque B de 2e espece, c’est-a-dire le risque de conclure p = pg
lorsqu’en réalité nous avons p = pj # pg, on utilise la valeur de la probabilité calculée pour
p = p1- Nous avons ainsi selon I’hypothese nulle considérée :

—Hy:p=po:P=Pxa, <X< x1-q,) =P(X <X1_ap) —P(X < xq, )

Xl—ap Yoy -1
=) PX=x|p=pi)- ) PX=x|p=
x=0 x=0
p1)
xalfl

—Hy:p>py:p=1-PX<xq )=1- ZO PX=x|p=p1)
x=

Xl—oy

—Hy:p<py:P=P(X <xi-q,) = ):0 PX=x|p=p1)

x=|

10.1.2 Loi de Poisson

Nous pouvons appliquer cette loi quand p < 0.1 et n > 50. Dans ce cas on suppose
que la v.a. X, qui représente le nombre d’articles de type A dans 1’échantillon de taille n,
suit une loi de Poisson de paramétre Ay = npy. Nous avons donc :

(npo)* _
PX =x|p=po) = "Bl e
x!

Pour les risques o et B nous faisons les mémes calculs que pour la loi binomiale. On

utilise la table de la loi de Poisson avec parametre Ag = npg pour calculer les limites xq, et

xl_(xz.

10.1.3 Loi normale

Nous pouvons appliquer cette loi quand npg > 30. On considere la variable aléatoire
centrée réduite Z dont sa valeur est :

X —npo

1= ——
npo (1—po)

ol x est le nombre d’articles de type A que contient I’échantillon, représentée par la v.a. X.
En utilisant les tables de la loi normale on calcule zo, = z1_¢, , Z1—a,. La décision est prise
comme suit :

— Hy:p=po:Siz€ zq , Z1-a,) alors 'hypothese Hy est acceptée ;

— Hy:p>po:Siz>z alors ’hypotheése Hy est acceptée ;

— Hy:p<po:Siz< z1_q, alors 'hypothése Hy est acceptée.

Pour évaluer le risque B on suppose que la v.a. X suit une loi normale de moyenne

U1 = np; et de variance G% =npi (1 — p1). Dans ce cas Z suit la loi normale de moyenne

n—(p1—po)

"4 9 N _ . .
o et d’écart type 2+ , olt 6o = npo (1 — pp). Si on note par F(z) la fonction de

oo

répartition de la loi normale standarisée, nous avons pour la décision :
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bl

—Ho:p=po:B=F[

G0 21-0, —1(P1 — Po) _F 00 Za, —1(P1— Po)
O 01

Décision Hy acceptée six € {npo + 2o, v/1po (1 —po),npo+ zi—a,/1po (1 —po)}

k]

G J— —
—Ho:pZPO:B—l—F[OZ“‘ n(p po)}

Gl
Décision Hy acceptée si x > npo+ za, v/7po (1 — po).

G0 Z1—ap, —1(P1—Po
—Ho:pépo:BZF[ w1 )]

01
Décision Hyp acceptée six < npo~+ zi—a,/npo (1 —po) .

)

10.2 Comparaison de deux proportions

On considere que nous avons deux populations d’effectifs Ny et N,. Chaque popu-
lation contient deux types d’articles : type A et type B. Supposons que les probabilités
réelles (donc inconnues) des articles de type A sont p; et p, dans les deux populations.
L’hypothese Hy est I’'une de trois suivantes : p; < p2; p1 = p2; p > p2. Afin de tester cette
hypothese on préleve n; et np articles de deux populations respectivement. Soient x; et x, le
nombre d’articles de type A dans les deux populations. On calcule les fréquences f; = z—ll

et fr = n—z qui sont des estimations des probabilités p; et p>. Par convention on affecte
2

I’indice 1 a la population pour laquelle la fréquence des individus A observés est la plus

faible, i.e.

X1 X2

fi=—<—=5

n nz

10.2.1 Loi hypergéométrique

Nous pouvons 1’utiliser quand min {x; ,x2,7] —xj,n2 —x2} < 18.

On transforme le probléme comme suit : On réunit les deux populations. On a donc
une seule population a n = nj 4 ny articles. Cette population contient x = x| + x» articles
de type A. On cherche a évaluer la probabilité que la valeur de la v.a. x; , nombre d’articles
de type A dans la premiere population, soit égale a xj. X; suit une loi hypergéométrique,
car

— nous avons une population totale de n = n| + n, articles ;

— on tire aléatoirement et sans remise n; = n — ny articles ;

— x =x1 +x; articles ont une caractéristique particuliere (ils sont de type A).

On cherche donc a calculer la probabilité d’avoir x1, articles parmi les ny, qui ont
cette caractéristique. On a

cr-ci x! (n—x)!ny ny!
P(X]:xl): X l;’lx =— ' ' =
" xp!(x—x)!(m —x1)! (my—x+x1)n!

Pour la décision on fixe le risque o. Alors on accepte I’hypothese nulle Hy : p1 < p»
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si

P(X; <x1)=) P(X; =k)<a
k=0

X
Sinon on refuse Hy. Pour calculer Y P(X; = k) on utilise les formules
k=0

(n—x)ny!
(ny —x)!n!

(x—x1+1)(n—x;+1)

-P(X; =x1—1
x1 (np —x+x1) % ! )

P(X) =x1)=

10.2.2 Loi normale

Nous pouvons 1'utiliser quand min {x; ,x,n; —x1,n3 —x2} > 18. La v.a. normale

centrée, réduite qui représente le nombre d’articles de type A, est donnée par

n

7= (n2x1 —I’ll)Q) 7}’11712/((717)6)

On fixe le risque o et en utilisant les tables de la loi normale on calcule zg, =
Zl—q, > Z1—a,- La décision est prise comme suit :

— Hy:pi=p2:Siz€ [z, , 21-q,] alors ’hypothése Hy est acceptée ;

— Hy: p1 > py:Siz>zq, alors 'hypothese Hy est acceptée ;

— Hy: p1 < p2:Siz< zi_q, alors I'hypothese Hy est acceptée.
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ANALYSE DE VARIANCE

11.1 Unfacteurcontrdlé . . .. ... ... ......
11.2 Deux facteurs controlés . . . . . . ... ... ..

Les études que nous faisons en Statistique ont comme but de nous fixer une valeur
plausible (valeur estimée) d’une des caractéristiques de la population sous test, a partir des
valeurs mesurées de cette méme caractéristique sur un échantillon issu de la population.
Mais il est évident que la valeur mesurée et, a fortiori, la valeur estimée d’une caracté-
ristique peut subir les influences des autres caractéristiques de la population. L’ objectif de
ce chapitre est de présenter une méthode, I'analyse de variance, qui permet d’étudier ces
influences.

Avant de présenter le cadre général de cette méthode, nous allons établir le vocabu-
laire a utiliser. La caractéristique pour laquelle nous voulons obtenir une estimation est la
caractéristique sous test. ( Rappelons que caractéristique se dit aussi variable ou, encore,
facteur ). La caractéristique (ou les caractéristiques) dont nous voulons mesurer 1’influence
sur les résultats, s’appelle caractéristique ou facteur contrdlé. Les différentes valeurs que le
facteur contr6lé peut prendre s’ appellent modalités.

Pour évaluer I’influence des caractéristiques contr6lés, on effectue des expériences
pendant lesquelles les modalités sont fixées et définies d’avance. (Si ce n’est pas le cas, on
parle de caractéristique contrdlée & modalités aléatoires.) Lors d’une expérience les résultats

obtenus sont diis non seulement aux valeurs des facteurs controlés mais aussi a d’autres
caractéristiques connues ou non, mais, en tout cas, qui ne sont pas pris en compte. L’ objectif

de I’analyse de variance est d’isoler I’influence des caractéristiques non contr6lées et de
caractériser I'influence des caractéristiques controlées en décomposant la variance globale
des résultats obtenus en deux parties :

— variance due aux fluctuations du ou des facteurs contrdlés ;

— variance résiduelle due aux fluctuations des autres facteurs.

Les hypotheses pour 1’application de la méthode sont les suivantes

89
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(H1) Lerreur sur les résultats suit la distribution normale centrée de variance Gy.
(H2) Les facteurs influent sur la moyenne des résultats et pas sur leur variance.
(H3) Les facteurs contr6lés ont des effets additifs.

(H4) Les mesures effectuées suivent, par modalité, la loi normale.

En théorie le nombre de facteurs a contrdler peut étre quelconque. En pratique les
formules sont relativement compliquées pour trois facteurs a contrdler et inextricables pour
quatre facteurs et plus. On préférera dans ce cas 1’utilisation des méthodes d’analyse de
données, comme e.g. I’analyse en composantes principales ou 1’analyse factorielle des cor-

réspondances.

11.1 Un facteur controlé

On note, en général, par A le facteur & contrdler. Supposons que le facteur a contrdler
a p modalités et pour chaque modalité nous avons effectuer n; mesures, i = 1,..., p dont les
résultats seront notés x;,k = 1,...,n;. Le but de I’analyse de variance est d’isoler I’influence
de tous les autres facteurs et de caractériser 1’influence du facteur contrdlé en décomposant

la variance globale des résultats expérimentaux en deux parties :
nH sf‘ variance représentative des fluctuations dues au facteur A.
(2) s% variance résiduelle, qui représente les fluctuations dues aux autres facteurs.

Pour obtenir cette décomposition il faut pouvoir exprimer 1’action sur le résultat
du facteur contrdlé par I’intermédiaire d’un modele mathématique. Le plus simple est de
. z N . P p bl .
considérer un modele linéaire. Supposons que les ny = Y, n; mesures peuvent s’exprimer

i=1

par la relation linéaire :
Xk =Mxtaite;i= L...,p,k=1,....m

ou u, la moyenne de la population pour cette mesure. a; représente la fluctuation par rapport
ala moyenne qui est due a I’influence du facteur contr6lé quand il a la valeur représentée par
la i—ieme modalité. Ainsi la moyenne de la mesure pour la i—ieéme modalité est u, + a;. e;
est caractéristique de la i—iéme modalité. Il représente les fluctuations autour de la moyenne
Uy +a; dues a I’influence des autres facteurs.

L’hypothese Hy a tester est 1’absence d’influence du facteur contrdlé sur les mesures.
Avec le modele linéaire ceci revient a faire une comparaison de moyennes.

Pour I’application pratique des calculs nous construisons le tableau des données :

Facteur A
Modalités 1 <i<p
X1 X210 ot Xpl
Mesures X12 X22 ce Xp2

1 S k S n;
Xy X2mp 0 Xpny,
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Posons :

P | | 2 ni
np=Y mii%=—Y xp,i=1l...,pix¥r=—YY x
i=1 M 21 T iZ1k=

On construit le tableau suivant de 1’analyse de variance :

\ Tableau de I’analyse de variance \

Variance Somme des carrés Degrés de liberté

Facteur A SSy=Y? ni(%; —XT)2 va=p—1

i=1

Résiduelle | SSg=Y! | Y00 (xie —%)* | veR=nr —p

Totale SSr=Yr i (xu—%r)?* | vp=nr—1

Pour le calcul on utilise les formules suivantes :

(1) Variance totale

poon 2
pon (}Z )y Xik)
SST:Z inzk_ i=1 k=1
i=1 k=1 nr
n; 2 p o 2
p (k):l Xik) <'Zl kZl xik)
SS4 = — — =
4 E{ nj nr
SSr =SS —SSa
La fonction discriminante est
SS
Fo = A/ Va
SSR /VR

Si F¢ > Fy.v, vz On peut conclure, avec risque de se tromper de 0% , que le facteur contrdlé
ait une influence sur les mesures effectuées. Dans ce cas le risque de 2e espece (i.e. de
conclure a tort que le facteur contrdlé n’ait pas une influence sur les mesures) est d’autant

plus grand que SSk est grand devant SSy.
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11.2 Deux facteurs controlés

On considere deux facteurs a contrdler : le facteur A avec avec p modalités et le
facteur B avec g modalités. On suppose que pour chaque couple de modalités (i, j) avec
i=1,...,pet j=1,...,q on effectue n;; mesures qui seront notées X;jx,k = 1,...,n;;.
Ainsi nous avons ny = npq mesures au total. Comme précédement nous utilisons pour

étudier I’influence de deux facteurs un modele linéaire des mesures :
Xijk :,uera,'erj+(ab)ij+eij si=1,....p,j=1,....q, k=1,....n

dont la signification est analogue a celle du paragraphe précédent. Bien slir ce modele n’est
valable que si les effets de deux facteurs contr6lés a et B sont additifs.

Afin d’effectuer les calculs nous construisons le tableau des données est le suivant :

Facteur A
Modalités 1 <i<p
i
Facteur B cXijl
1<j<gq
k “ e ‘xljk
Xijn

Le tableau de I’analyse de variance est le suivant :

Tableau de I’analyse de variance

Variance Somme des carrés Degrés de liberté
_ P (= w2 —p_
Facteur A SSa =ng¥;_,(Xi. —Xr) va=p—1
— 9 (v._7%.)2 —
Facteur B SSp=np¥;_,(X;—Xr) vp=¢qg—1

Interaction AB | SSap =nY!_, ):?:1 (Xij—%. —%.+%r)* | vap=(p—1)(g—1)

Résiduelle SSr = X0 XA Yy (vije — Xij)? Ve =pq(n—1)

Totale SSr =Y~ ):?:1 Yo, (xijk —xr)? vy =npq—1

Pour le calcul des différentes quantités de ce tableau on utilise les formules sui-
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vantes :
2
LRI 1 P i
Ssr=3 Y. ) xi IIDIIET
i=1 j=1k=1 npq \i=1 j=1i=1
2
q n
g5y £ %)
= -— X
A i=1 ng npq \i=1 j=1i=1 e

P q n 2
j=1 np ~npg z; j;kzl ot
P 4q n 5 12 4 1 2
D D 3T 30 3 D3R
i=1 j=lk=1 i=1 j=1 [k=1

SSap =SSt — S84 — SSp — SSr

La premiere fonction discriminante qu’on examine est

Fun — SSaB/Vag
AB SSR/VR
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Si Fap > Fo.v,p,vx > alors on considere, avec risque de se tromper de 0% , que I’in-

teraction entre les facteurs A et B ait une influence sur les mesures.
Dans ce cas on pose

— pour le facteur A :
FA _ SSA /VA
SSap [ Vap

et si Fy > Fy.y, v,y alors le facteur A a une influence sur les mesures.
— pour le facteur B :

SSp /VB
Fg= o 2L2P
SSaB/VaB

et si Fg > Fy.y,z.v4p alors le facteur B a une influence sur les mesures.

Si Fyp < Fav,p.vg OUu si les modalités B sont fixes, on utilise pour le facteur A la

fonction discriminante suivante :

_ SSA/VA

Fy =
A SSR/VR

et si Fy > Fo,y, vy > alors on considere, avec risque de se tromper de 0% , que le facteur A

ait une influence sur les mesures.
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De méme si Fpp < Fy;v,5,vx OU Si les modalités A sont fixes, on utilise pour le facteur

B la fonction discriminante suivante :

_ SSB/VB

Fr=
B SSR/VR

et si Fg > Fo.y,.vy > alors on considere, avec risque de se tromper de 0% , que le facteur B

ait une influence sur les mesures.
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MODELE LINEAIRE
A m VARIABLES EXPLICATIVES

Notations . . . ... .. .. ..............
Modele lindaire . . . . .. ... ... ... ... ..
3 Propriétés de I’estimation . . . . . .. ... ... ...
12.4 Coefficient de corrélation multiple
12.5 Tests de signification
12.5.1 TestssurR® . . ... .. P
12.5.2 Comparaison d’un coefficient a une valeur de
référence . . .. ... ...
12.5.3 Test sur un ensemble des variables explicatives

HHH
SIS
[STRS T

La méthode de régression a pour objet I’étude d’une laison linéaire entre, d’une part,
une variable Y et, d’autre part, un ensemble de variables X, ...,X,,. Le modele mathéma-

tique de la liaison est donc de la forme :
Y=aXi+aXo+ - +anXnm+b+e

olte ~ N (O, (52). Pour réaliser la régression il nous faut une série de n mesures (n>>m ) :
XilyXidy o5 Xim , ¥i 3 i=1,2,...n

De plus on fait ’hypothese selon laquelle les valeurs des variables X; sont mesurées sans
erreur.

12.1 Notations

Dans la suite nous noterons :

al
X11 X120 X 1 i el @
X21 X2+ Xom | 2 e
= s y = y e = s a—=
dap
Xnl Xp2 = Xpm 1 Yn €n b
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X11 X1m

X21 X2m
X1 = y 0ty Xm =

Xnl Xnm

1 & 1 &
my: 72)}[7 mx1 = 7in1 y oy My, = *inm
ni3 niZ

X11 — My X12 — My, =0 X — My,
- X1 — My X022 — My, =+ X2 — My,
X =
Xnl =My Xp2 — My, -+ Xpp — My,
Vi —my ai my,
| emy | a My,
Y= , 4= , My =
Yn *my am mxm

12.2 Modeéle linéaire

Le modele linéaire sur I’ensemble des observations [y X] s’exprime par la relation :
y=X-a+e

(resp. §=X-a+e)
Le probléme de la regression est I’estimation des valeurs des composantes du vecteur a
(resp. @) de sorte que e’ e = il €? soit minimal.
i=
Solution :

(resp. a=(XTX)"'XTy; b= my —al’'my)

Organisation des calculs :

On construit la matrice des variances-covariances :

Vyr Viy
V=
Vxy Vxx
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Rappelons que pour deux variables aléatoires x; et x, mises dans le vecteur X =

[x1 x2], la matrice des variances-covariances est donnée par :

o2, E{[xi —E(x1)]xa—E(x2)]"}
V=E{X-EX)]X-EX)]"} =
E{[x) —E(x1)][x2 — E(x2)]" 53,
et, par conséquent :
Vyx = -X'X; Vyy = %XTY

Nous pouvons aussi calculer I’estimation a 1’aide de la formule suivante :

= —1
a:::VXX'VXy

12.3 Propriétés de I'estimation

On peut démonter que & est un estimateur sans biais, i.e. E(4) = a.

La variance de a est :
V() =s*(XTX)"!

avec

2 1 i 2 n V( )
N [ (3
n-m—145" n-m—1
ou V(e) est la variance de e.
Pour le terme constant nous avons :
s? T y-1
V(b) = w [1+my Vyy my]
Nous avons aussia —a = (X7 X)~! XTe.

12.4 Coefficient de corrélation multiple

C’est le rapport

variance expliquée par la regression

variance totale
2 _
R =
variance totale - variance résiduelle

variance totale

Nous avons :
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_ Vv Vax Vxr

R?
Vyy
D’aprés la définition de R?, nous avons que
g2 Ve
V(y)
et, par conséquent :
2 n 2
= V() (1-R)

12.5 Tests de signification

12.5.1 Tests sur R?
Si

n—m—1 R?
m 1—R2

> F(x;m,nfmfl
alors il existe au moins un coefficient de regression qui est significatif.
12.5.2 Comparaison d’un coefficient a une valeur de référence

Si

ﬁ,‘ — QG . d,- — O < 1
—Q ~ = ton—m—
S\/Vxx(l,l) \/V(a,-)

alors a; est proche de la valeur de référence o.;.

12.5.3 Test sur un ensemble des variables explicatives

Considérons les q premieres variables xq, ---, x, et soit X, la matrice correspon-

dante des données. Si

n—m—1 y' X(XTX) X" *Xq(Xqu)_lxg] y
m—q+1 yr I-X(XTX)~'XT]y

Z Foc;quJrl,nfmfl

alors toutes les variables (et pas seulement les g premieres) sont significatives.
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13.1

ANALYSE DE DONNEES

13.1 Calcul des facteurs . . . .. ... .
13.2 Visualisation du nuage des observations
13.3 Relationsentre R" et R™ . . . .. ...

Le matériel de base pour I’analyse de données (AdD) est constitué par les mesures
efectuées sur des systemes physiques, donc par les valeurs prises par un certain nombre de
variables et/ou par les valeurs calculées d’un certain nombre de parametres (e.g. a I’aide
d’une identification). Si nous avons un ensemble de n systemes physiques (resp. un en-
semble de n mesures du mméme systeme physique a des dates différentes) qui ont des états
structurels différents, nous pouvons avoir un ensemble de n mesures des variables et/ou
des valeurs des parametres que nous mettrons sous la forme d’une matrice de n lignes et
de m colonnes, ol m est le nombre des variables et/ou parametres. (resp. si nous avons un
seul systeme, le formalisme reste le méme, car chaque fois que nous procédons a un relevé
des mesures nous pouvons considérer que nous avons un nouveau systeme dont son état
structurel peut étre différent de 1’état du systeme pendant le relevé précédent).

Nous obtenons, donc, un tableau X = (x; j) de nombres réels, indicé par les en-
sembles finis I (observations) et J (variables et/ou parametres), avec card I = n et card J =
m. Une ligne x; = [xj1, ... ,X;n| peut étre considérée comme un point dans 1’espace R”.
Par conséquent les n lignes du tableau X (en réalité les n observations) sont des points nous
pouvons envisager deux démarches : le calcul des facteurs et I’approximation du nuage des
observations dans un sous-espace de R™ de dimension réduite. Nous allons présenter ces

deux démarches et nous montrerons qu’elles aboutissent aux mémes résultats.

Calcul des facteurs

Disposant du tableau de données X, il rest possible de vouloir examiner les corré-
lations entre les différentes colonnes, afin de dégager les variables qui sont susceptibles de
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rendre mieux compte des modifications de 1’état structurel des systemes. Dans ce cas nous
avons a examiner (m? -+ 3m)/2paramétres (m moyennes, m variances et (m> —m)/2 co-
variances). Si nous faisons 1’hypothese que les corrélations entre les variables sont nulles,
alors nous n’avons que 2/m paramétres 2 examiner (car les (m”> —m)/2 covariances sont
nulles. Bien slir il n’y a aucune raison de supposer que les données du tableau X sont non
corrélées. 1l s’agit, donc, de faire subir a la matrice X une transformation de sorte que la
matrice résultante soit composée d’ éléments non corrélés. Formellement nous cherchons

une matrice U de format (m x n) telle que, si :

Y=X-U (13.1.1)
alors
uy =0 (13.1.2)
et
I'y = diagonale (13.1.3)

ou I'y la matrice de variance-covariance de Y.

De cette fagon nous remplagons I’ensemble de variables initiales {x 1, ... ,x,,} par
un ensemble de variables {y |, ... ,y,,} non corrélées entre elles et qui sont calculées
comme suit :

Yij X110 Xim ujj
=] . : (13.1.4)
Ynj Xnl = Xnm Umj
ou encore
v, =Xu; (13.1.5)

Nous savons que si X est une matrice des données et que X¢ est la matrice centrée

correspondante (X¢ = X — uy), alors la matrice de variance-covariance de X est donnée
par:

1
Ix, = - X/ Xe (13.1.6)

Dans la suite on fera I’hypotheése que X est centrée. Dans ce cas I'y, a cause de

1
(13.1.1) et (13.1.2) et au coefficient — pres, s’écrit :
n

Iy=U"'X"XU=U"TxU (13.1.7)

On cherche donc a trouver une matrice U telle que la matrice I'y , issue de (13.1.7), soit dia-
gonale. Nous voulons donc, effectuer une orthogonalisation de la matrice I'x de variance-
covariance de X, procédure tres connue en algebre linéaire et pour laquelle il y a une infinité
de solutions. Afin d’aboutir a une solution unique on impose deux contraintes, en rapport

avec le probleme considéré :
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— Selon la premiere contrainte, la variance de chaque facteur doit étre maximale.
La raison de cette contrainte est la suivante : Considérons le premier facteur y j.
Si on se limite pour la description des n observations aux composantes de ce
premier facteur, il est évident que nous représenterons mieux ces observations
quand la variance de ce facteur par rapport aux observations est maximale (étant,
bien entendu, donné que cette variance ne peut pas étre supérieure a la variance
des observations calculée dans I’espace initial). Car la variance du facteur est
égale a la somme des longueurs des projections des vecteurs initiaux sur le sous-
espace engendré par le premier facteur. Et nous savons, d’apres la méthode des
moindres carrés, que 1I’approximation des points de I’espace initial dans le sous-
espace des facteurs, est optimale quand la somme des longueurs des projections

est maximale.
La variance du j—iéme facteur s’écrit :

var(y ;) =y5y; = Xu)" (Xu)) (13.1.8)

var(y ;) = uj (X' X)u; (13.1.9)

— La deuxiéme contrainte découle de la relation (13.1.9). Comme on cherche a
maximiser la quantité var(y ;), il convient d’imposer une valeur a la norme du

vecteur u;. Sans perte de généralité, nous pouvons exiger que u; soit unitaire, i.e.
que

uiui=1;j=1,...,m (13.1.10)

Ainsi, comme nous voulons que les facteurs soient orthogonaux entre eux, i.e.
que :
T ..
; u,=0si jF£k (13.1.11)

nous imposons la contrainte que la matrice U soit orthogonale :
u'u=1 (13.1.12)
Par conséquent le probléme que nous avons a résoudre est le suivant :

Etant donnée la matrice X de format (1 x m), trouver une matrice U de format

(nx m), telle que
I'y=U"IxU (13.1.13)
soit diagonale et satisfasse aux contraintes suivantes :

U' I'x U = max (13.1.14)

u'u=1 (13.1.15)

D’apres le théoréeme 8.2 de ’annexe 1, la solution a ce probleme est donnée par la
matrice U dont les colonnes sont les vecteurs propres orthonormés de la matrice symétrique

I'x=C'X.
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13.2 Visualisation du nuage des observations

Il est possible de vouloir effectuer un travail de synthese sur les observations afin
de dégager des regroupements entre systemes ayant des vecteurs d’observation voisins. Ce
qui donne la possibilité de juger sur la capacité des variables mesurées et des parametres
calculés a répondre aux problemes posés. Ce travail de synthese nécessitte la visualisation
des points correspondants aux observations. Mais comme les observations sont des points
de R™ , il est évident que tout travail de synthese dévient difficile, voire impossible, dés que
m dépasse 3. D’ou la nécessité d’effectuer une approximation du nuage des observations
dans un sous-espace de R” , de dimension aussi faible que possible. De fagon formelle,

nous supposons que nous voulons approximer le nuage des points de R™ par un sous-espace

a p dimensions (p < m). Il faut, alors, calculer p vecteurs R”, uy, ... ,u, , tels que :
X=XU (13.2.1)
ou encore
X1, X,
= |[w ] (13.2.2)
/)Zm. Xm

ou X;_est la projection de x; € R™ dans R” , a I’aide de la transformation U.
Pour calculer les vecteurs up, ... ,u, , nous appliquons la méthode des moindres
carrés. Nous esayons donc, de rendre minimale la somme des écarts entre les valeurs exactes

et les valeurs approximées, i.e.

mine?=Y [x >} % | (13.2.3)
i=1 i=1

n
Comme Z | x;. || est une quantité qui dépend du nuage des observations et elle est fixe
i=1

pour un nuage donné de points, il suffit de maximiser la quantité
- 2
aX) =Y I | (13.2.4)
i=1

Résolvons le probleme d’approximation pas a pas. Soit p = 1 . Alors nous avons :
X, =x;up;i=1,...,m (13.2.5)

Nous avons donc a maximiser la quantité :

m
o) =Y [xw [*= Xuw)" (Xu) (13.2.6)
i=1
d’ol
aX)=u/ X' Xu (13.2.7)

Nous imposons la condition supplémentaire que le vecteur u; soit unitaire, i.e :

u u =1 (13.2.8)
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Nous avons ainsi a résoudre le probléme suivant :

Calculer le vecteur u; € R™ tel que
u/ X' Xu; = max (13.2.9)
sous la contrainte
u u =1 (13.2.10)

D’apres des résultats de 1’algebre linéaire, u; est le vecteur propre orthonormé de la
matrice symétrique X' X, correspondant a la plus grande valeur propre.

Supposons maintenant que p = 2. Alors les deux vecteurs u; et up que nous cher-
chons a calculer, sont les vecteurs propres orthonormaux correspondants aux deux plus
grandes valeurs propres.

Nous pouvons ainsi obtenir les résultats pour p = 1,2, ... ;m. Cette solution est
identique a la solution obtenue au paragraphe précédent.

13.3 Relations entre R" et R”

Pour calculer les coordonnées des observations {X; , ... ,X, } dans I’espace facto-
riel, il suffit d’effectuer la multiplication matricielle :

Y=XU (13.3.1)

De méme il est possible de calculer les facteurs correspondant aux variables {x., ... ,x}.
En effectuant la méme démarche qu’auparavant pour les observations, nous trouvons que
la matrice & diagonaliser est maintenant X X', qui a les mémes valeurs propres que X' X
et dont les vecteurs propres orthonormés forment les colonnes de la matrice V. Ainsi les
coordonnées des variables dans 1’espace factoriel sont données par la relation :

Z=X'V (13.3.2)
Remarquons que si nous avons calculé U, il n’est pas nécessaire de calculer V. En effet
nous avons :
dansR™: X' Xu;=\;ju; (13.3.3)
dansR": X X' v;=\jv; (13.3.4)
avec Aq, ... , A, valeurs propres de X' X.

De (13.3.3) nous obtenons :
X X' (Xu;) =4;(Xu,) (13.3.5)
(13.3.4) et (13.3.5) permettent d’écrire :
vi=Xu; (13.3.6)
Néanmoins le vecteur v; donné par (13.3.6) n’est pas unitaire. En effet nous avons :

V/T V= ujT XTXuj:Xj (13.3.7)
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I1 faut donc normaliser (13.3.6) en divisant par /A ;. Nous obtenons :

vi= —=Xu;; v; j—iéme facteur dans R" (13.3.8)

VA

De fagon symétrique nous avons aussi :

1
U= —
J
VA
Considérons maintenant la matrice

1/2

A2 = diag(W?, - ) (13.3.10)

Nous obtenons ainsi la relation :

X=vAl2Uu'" (13.3.11)
car (13.3.8) donne :
_a1/2 1/2 - o A2 uT T_
Xu‘,-fkj V,:>qu k vju; :>X2uj Z viu; = XUU =
J=1 j=1

VA]/ZUT

Cette relation fournit la une formule de reconstitution du tableau X. Si nous utilisons
les m valeurs et vecteurs propres, la reconstitution est exacte. Dans le cas de visualisation

des nuages des observations et des variables, nous devons nous contenter d’un nombre p de

valeurs et vecteurs propres, avec p < m. Nous avons ainsi :

XXU =UA

p
Z M2 viul (13.3.12)
Un critere pour la perte de I’information est la norme de la différence de deux matrices :

m
X=X, ’= ¥ 2, (13.3.13)
J=p+l1

oll nous avons pris comme norme d’une matrice :

| X|2=1r (X" X) (13.3.14)

Pour aboutir a (13.3.13), remarquons que (13.3.3) donne :
X'XU=UA
d’ou
X'XUU'=UAU'
et, a cause de (13.1.15), nous obtenons :

X'"X =UAU"

xT Vi u; j—ieme facteur dans R"™ (13.3.9)
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Par conséquent (13.3.14) s’écrit :
| X [>=Tr(UAU")=Tr(AUU")

d’ou finalement

I X P=Tr(A) = Y0,

Jj=1

Un autre critere pour la qualité de la reconstitution est le rapport :

=
>
~

IX, ||
T, = =
PTIX|

~.

s
>
~

~

qui est le taux d’inertie relatif aux p premiers facteurs.

(13.3.15)

Le choix du nombre p de facteurs a retenir est une opération délicate et il n’existe

pas une méthode générale permettant d’effectuer ce choix.
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14

LES PRINCIPALES METHQDES
DE UANALYSE DE DONNEES

14.1 Analyse en composantes principales . . . . . ... .. 107
14.2 Analyse factorielle des correspondances . . . . . . . . 108

Devant un probleme concret 1’utilisateur est amené a effectuer une série de trans-
formations préliminaires sur ses données. Selon les transformations adoptées, nous abou-
tissons a une méthode particuliere de 1’analyse de données. Dans la suite nous présentons
deux méthodes parmi les plus utilisées. L’analyse en composantes principales et 1’analyse
factorielle des correspondances. Une autre methode, de méme inspiration, 1’analyse facto-

rielle discriminante, sera présentée au chapitre suivant.

141 Analyse en composantes principales

Du tableau (n x m) des observations initiales X = (x;;) , nous passons au tableau des

observations centrées W = (w;;) , a I’aide de la transformation :
1 n
Wij =Xij—— Y Xkj (14.1.1)
=
Notons que cette transformation est dissymétrique par rapport aux observations et aux va-

riables.
— Si nous travaillons avec le tableau W , nous sommes dans le cadre de I’analyse

générale, exposée précédement. Dans ce cas la matrice de variance-covariance

dont on cherchera les valeurs et les vecteurs propres est :
[
I'x=-W W (14.1.2)
n

Par conséquent, d’apres (13.3.8) et (13.3.9), les facteurs sont :
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— dans R™
- 1 W'y = 1 - (14.1.3)
YT R gt 5 B
d’ ol
1 " ~
Y= e (xij = Hj) vij (14.1.4)
=
— dans R”
MR S o (14.1.5)
= = ——— ) Wiyl 1.
G R O ) L R
d’olu
1 L ~
Vj = W ];1 (Xjkfllk) ij (1416)

u; (resp. v;) constituent les composantes principales du nuage des observations
(resp. des variables).

L’inconvenient majeur de I’analyse en composantes principales provient du qu’il
s’agit d’une analyse qui n’est pas hors métrique. En effet, si une variable a des valeurs
numériques de beaucoup différentes par rapport aux autres variables, alors sa part dans
la détermination des composantes principales est particuliere : soit prépondérante si ses
valeurs sont trés grandes par rapport aux valeurs des autres variables, soit négligeable si
ses valeurs sont petites. Pour éviter ces incovénients, plusieurs auteurs (cf. e.g. Lebart,
1975) proposent la méthode en composantes principales normées. Elle consiste a effectuer

la transformation :

wij= L H (14.1.7)
Oj
ol 8? est la variance estimée de la variable j =1, ... ,m.

Dans ce cas la matrice a diagonaliser est la matrice des corrélations de m variables
et la visualisation du nuage des points se fait a I’intérieur d’une sphere centrée a 1’origine,
la distance entre deux points dans la sphere représentant leur corrélation. Néanmoins en
procédant a cette transformation nous avons attribué la méme variance a toutes les variables,

ce qui a comme résultat de faire disparaitre les particularités de la variabilité des variables.

14.2 Analyse factorielle des correspondances

L’analyse factorielle des correspondances (AFC) s’applique a des tableaux de fré-
quence, i.e. des tableau dont chaque élément x est issu d’une loi de probabilités sur 1’en-
semble I x J. Toutefois, moyennant un certain nombre de précautions (cf. Benzécri, 1973),
nous pouvons envisager I’application de cette méthode a des tableaux des mesures. Essen-
tiellement il s’agit de I’appliquer a des tableaux dont toutes les variables sont exprimées

selon la méme unité de mesure. Si ce n’est pas le cas, nous devons vérifier a posteriori que
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les influences des variables sur les facteurs sont du méme ordre. Nous pouvons aussi effec-
tuer un codage logique, c’est-a-dire établir, pour chaque mesure, un intervalle de variation
maximale qu’on partage en classes d’effectifs équivalents. Ensuite on remplace la mesure
de la variable par I’appartenance a une classe, en mettant e.g. 1 a la classe a laquelle ap-
partient la mesure de la variable et 0 aux autres classe. Il faut aussi pour pouvoir appliquer

I’ AFC que toutes les mesures soient positives.

Etant donné le tableau X = (x; ), nous calculons les quantités :

xziixi, (14.2.1)

x,‘/'
pij =4 (14.2.2)
X
l m
pi.=— Y xij (14.2.3)
XS
1 n
pi=- Y xij (14.2.4)

qui nous permettent de passer au tableau des fréquences, a 1’aide des transformations :

— dans R”
=P =, m (14.2.5)
T Pi
Les n points r; appartiennent a un espace a m — 1 dimensions, car nous avons la
relation :
m m p
Zrl.j:Zl:hi:l’...’n (14.2.6)
j=1 j=1 Pi.
— dans R"
Sij:@;,-zl’...,n (14.2.7)
p.j

De méme ces points appartiennent a un espace de dimension n — 1, car nous
avons :

Zs,,fzﬁfl =1, ,m (14.2.8)
i=1 i=1P-J
Nous remarquons que ces deux transformations conduisent a deux tableaux diffé-
rents.
Dans R la distance entre deux observations est donnée par la formule eucli-

dienne :

m 1 m 1 . .
d(r;,r;) = Z ,T (rij — rij)> = . (% _ %)2 (14.2.9)
j=1 j=1 P . .

normalisée par p ; afin d’éviter les variations d’influence des effectifs inégaux.
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Cette distance n’étant pas une somme des carrés, 1’analyse générale ne peut pas

s’appliquer. Cependant si nous faisons la transformation :
pii
Wij = Y
v Pi. P.j

alors nous pouvons utiliser la distance euclidienne entre deux observations :

(14.2.10)

v s WL (p ey
dwi,wi)=) (wij—wij)" =), — () (14.2.11)
! jzz’l ! ’ j:zl Pj \Pi Dk

Nous appliquons donc, 1’analyse générale en utilisant la matrice symétrique :
G=W'W (14.2.12)

dont le terme général est donné par :

S PijPil
gy =Yy —4ot (14.2.13)
! ,; Pi/P.jP.1

La matrice des vecteurs propres orthonormés de G sera de dimension (m x (m —
1)) car nous ne prendrons pas en compte le premier vecteur propre correspondant
a la valeur propre qui est égale a 1, étant donné que la dispersion des projections

des observations sur ce vecteur propre est nulle. En effet si A est une valeur propre

de G correspondant au vecteur propre u, nous avons :

Gu=Au — (14.2.14)
m
gkjuj:kuk; k=1,... ,m (14.2.15)
j=1
Si nous prenons comme vecteur propre
u=[/p1,v/P2 - P (14.2.16)
(14.2.15) donne
m
Y sivpi=AVPx: k=1,....m = (14.2.17)
j=1
- Pik Dij
—————) /P =AVPi: k=1,....m (14.2.18)
j=1 (1:21 Pi/P.j P,k) I
Pik
——— ) pij=Api; k=1,....m = (14.2.19)
i—1PiN Pk j=1
Pik
———— pi=Apx; k=1,....m = (14.2.20)
= pi/ Pk l
1 n
Y b =Avpr: k=1,....m = (14.2.21)
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A=1 (14.2.22)

Les coordonnées de la i-ieme observation dans 1’espace factoriel sont données a
I’aide de la formule :

m Dt
i
yii = 2 (14.2.23)
! =1 Pi. k

S

La projection, donc, de cette observation sur le g-ieme axe factoriel est égale a

L Pik
fo(i) =} i :
/ k; i/ P

2

avec Uiy la k-iéme composante du g-ieme vecteur propre. Si nous appliquons cette
formule au vecteur propre donné par (14.2.16), qui correspond a la valeur propre

A =1, nous avons :

m m
. Pik Pi
fo(i) = v/ Dk = — =1 (14.2.24)
() ,;1 Pin/ Pk k; Pi.

i.e. la dispersion des projections est nulle.
Comme cette analyse s applique aux données initiales (r;;) fournies par la relation
(14.2.5), les facteurs ne sont pas les vecteurs propres uj, ... ,U;,_j, Mais une

transformation des ceux-ci donnée par la formule :

ukj

V Pk

Le calcul des facteurs v; dans R" peut se faire en utilisant la relation (13.3.8) et

en remplacant le tableau X par le tableau W. Nous avons donc :

1
Vi=——Wu;; j=1,...,m—1 (14.2.26)

VA
et comme dans RR" les facteurs appliqués aux données initiales (s;;) fournies par

la relation (14.2.7) sont calculés a I’aide de la relation :

Vij = ;oJj=1....m=1 (14.2.27)

1 & pi . .
= — — @, i=1,....n; j=1,... m—1 (14.2.28)
Vi VA k;pi. Pk
¢ ! i””k k=1,...n—1: j=1,....m—1  (14.2.29)
i=—— Y — k=1,....n—1; j=1,... m— 2.
! VA Pk /

Les contributions absolues, qui nous renseignent sur I’influence des variables, sont
les carrés des composants des vecteurs propres u; et v;.



112 14. LES PRINCIPALES METHODES DE LANALYSE DE DONNEES



15

STRUCTURATION DES DONNEES

15.1 Analyse factorielle discriminante . . . . . . ... ...
15.2 Classification . . . . . .. ... ... ... .. ....
15.2.1 Algorithme de K-moyennes (K-Means) . . . .
15.2.2 Nuées dynamiques . . . . ... ........
153 Classement . . . .. ..................
1 N plus proches voisins . . . ... .......
1532 Classementflou. . . ... ...........

Une question que nous pouvons nous poser a propos d’un ensemble d’observations
concerne la présence (ou I’absence) d’une structure dans cet ensemble. Il y a présence d’une
structure chaque fois qu’un ensemble d’observations se décompose en parties plus ou moins
homogenes. Cette décomposition est caractéristique de la structuration des données et elle
doit, en principe, se retrouver pour chaque nouvelle observation. Trois approches de la

structuration d’un ensemble de données sont possibles :

— Discrimination.- On voudrait mettre en évidence le pouvoir discriminant des va-
riables mesurées, i.e. la capacité des variables de fournir pour les observations une
bonne séparation en classes

— Classification.- On voudrait pouvoir se rendre compte de la possibilité de sépara-
tion en classes distinctes des observations et, dans ce cas, faire apparaitre le mieux
possible ces classes.

— Classement.- On souhaite prendre une décision quant a I’appartenance d’une ob-
servation a une classe, en utilisant les mesures des variables pour cette observa-
tion.

Pour chacun de ces problemes il y a plusieurs méthodes dont quelques-unes sont

présentées ci-apres.

113
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15.1 Analyse factorielle discriminante

Nous faisons 1’hypotheése que les n observations de la population d’apprentissage
appartiennent a g classes différentes : Cy, ... ,C, suivant leur €état structurel et que cette
appartenance nous est connue. Nous voulons visualiser le nuage des observations, et ceci
en tenant compte de 1’appartenance aux classes, de sorte que nous puissions émettre un
jugement concernant la capacité des variables mesurées a reproduire la classification éta-
blie. Nous serons, par exemple, d’autant plus satisfaits des nos données, que la visualisation
fera apparaitre une bonne séparation des classes. Si ce n’est pas le cas, nous chercherons a
trouver les variables dont 1’élimination rendrait meilleure la séparation des classes.

Nous pouvons aussi, en utilisant la méme méthode, de faire I’estimation de 1’état
structurel d’un systeme. En effet ayant procédé a une premiere analyse discriminante, nous
avons calculé les facteurs correspondants. Pour un nouveau syste¢me, dont nous voulons
faire le diagnostic, il suffit de le projeter dans I’espace factoriel en utilisant les facteurs.
L’estimation de son état structurel se fera a I’aide de la classe dans laquelle le systeme se
trouvera projeté.

Soit donc le tableau (n x m) de données X = (x;;). Nous supposons que la classe Cy

a comme effectifs niobservations, avec bien entendu :

g

ng=n (15.1.1)
k=1
Nous notons :
1 n
mi=-Y x; (15.1.2)
i3
la moyenne totale de la variable j (j =1, ... ,m);
N 1
==Y xij (15.1.3)
nX,ECk
la moyenne de la variable j (j =1, ... ;m)pourlaclasse Cy (k=1, ... ,q).

La matrice de variance-covariance a comme terme général :
1 ¢ . DU Q- e
V==Y, Y, (j—hy) (a—ma)+— Y, m (g —#)) (G — ) (15.1.4)
= el =
Cette somme peut se mettre sous forme matricielle :
I'x=W+B (15.1.5)

avec W matrice de covariance intra-classe de terme général :

1 & — ~
wi=— Y Y (xij—H) (xi —H) (15.1.6)

n k=1 x;€Cy
et B matrice de covariance inter-classe, de terme général :
1 4

b=~ Y i (i — 1)) (s — ) (15.1.7)
=1
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D’apres I’analyse générale un facteur u a une variance qui se décompose comme

suit :
T _ T '
ulxu=u Wu+uopBu (15.1.8)

Au vu de cette relation il est naturel de chercher les facteurs qui maximisent la
variance inter-classe u' B u et qui minimisent la variance intra-classe u' W u, car de cette
facon les classes se séparent au mieux et, en méme temps, chaque classe prend la forme la

plus compacte possible. Le probleme posé est donc le suivant :

Etant données les matrices de variance-covariance W et B on cherche a trouver un
vecteur u tel que

m:max (15.1.9)
ce qui revient a chercher un vecteur u tel que
u' Bu=max (15.1.10)
avec la contrainte
u I'xu=1 (15.1.11)

Nous pouvons facilement voir que le vecteur cherché est le vecteur propre de la
matrice 1";1 B correspondant a la plus grande valeur propre.

Remarquons que la matrice 1";1 B n’est pas symétrique, ce qui peut poser des pro-

blemes lors de son diagonalisation. Dans ce cas nous pouvons diagonaliser la matrice :
W=YI}'Y (15.1.12)

avec Y matrice (m X ¢) de terme général

n o~ ~
:bjk:\/;k (bij — 1) (15.1.13)

et ensuite nous calculons le facteur u a I’aide de la transformation :

u=vVy (15.1.14)

ou v le vecteur propre de la matrice symétrique W.

15.2 Classification

Le probleme de classification peur se défibir de la maniére suivante : Soit un en-
semble fini d’observations, caractérisé par un nombre fini de variables. Il s’agit de recher-
cher la partition la partition la plus "typée” relativement a la structure de 1’ensemble des
observations. Par partition la plus typée on entend la partition pour laquelle chaque classe
pourrait étre représentée, sans que la qualité de cette représentation soit affectée, par un "ty-
pe” d’observation. Il existe une multitude de méthodes de classification. Nous présentons
dans la suite deux de ces méthodes.
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Algorithme de K-moyennes (K-Means)

Il s’agit d’une vieille méthode toujours en vogue outre-Atlantique. Nous considérons
que nous avons une population d’apprentissage formée de n observations x; reparties en K
classes. Cette repartition nous est inconnue et la tiche de la méthode est de nous en fournir
une qui sera optimale par rapport a un critere qui reste a préciser. Par contre le nombre
K de classes est connu. Pour démarrer 1’algorithme on forme K classes en utilisant les n
observations, notées C;(0), ... ,Ck(0) , ot 0 indique le numéro d’itération. Les étapes de

I’algorithme sont les suivants :

1.- On calcule les moyennes m; (0), ... ,mg(0) des classes C;(0), ... ,Ck(0).
On pose [ = 0.
2 le—1+1.
3.- Affectation des observations aux classes :
L’observation x; ,i =1, ... ,n est affectée a la classe C;(I) si ||x; —m;(I —1)|| <

i —my (=1 Vj' =1, ....n. ] #J.

4.- On calcule les nouveaux centres pour chaque classe :

1
m;()=— Y x:j=1,..K
j xeC;(1)

avec nj = card(Cj(l)).

5.- Sim;(l)=m;(l—-1)Vj=1, ... ,K,alors I’algorithme a convergé. Sinon on retourne

en 2.

Nous voyons ainsi que le critere pour le calcul de la partition optimale est le mini-
mum de la distance entre les observations et leurs classes.

Le comportement de cet algorithme dépend :

— du nombre de classes spécifié par 1'utilisateur ;

— du choix des centres initiaux ;

— de I’ordre selon lequel se présentent les observations ;

15.2.2 Nuées dynamiques

Afin d’atténuer les inconvénients de 1’utilisation d’une métrique euclidienne pour la
classification, Diday a proposé I’utilisation de trois métriques :
— Une métrique entre deux observations x et y qui peut étre soit euclidienne, soit
euclidienne réduite, soit encore la métrique du Xz ..
— une métrique entre une observation x et une classe C. Nous avons le choix entre

trois métriques :

— métrique du > :

1 Xij 1

D(x:.C) = Y

Xij
j:1 'x-j Xi. ZXkEC XkEC
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— métrique euclidienne :
4 2
D(Xi,C) = Z [)Cl‘j —mkj]
j=1
— métrique de Mahalanobis :
D(X,‘,C) = (X,’ —mc) r! (X,’ —Illc)T

ou I matrice de variance-covariance des classes Cy, ... ,Ck et m¢ le centre de
gravité de la classe C.
— une métrique de 1’agrégation-écartement des classes :

D(x,C)
K

R(x,C) = V%x € C

Z D(X7CJ)
j=1

Dans la suite on suppose que les observations X appartiennent a ’ensemble X. Les
étapes de 1’algorithme sont les suivantes :

K
1.- On tire au hasard Z ng élément et on forme les K noyaux Ey, ... ,Eg des classes. On
k=1

initialise S; a une tres grande valeur.

2.- calcul du centre de gravité m; = [myy,...,my,) pour chaque noyau E; : m;; = Z Xij
card (Ey) ek

3.- Calcul des distances D(x,C;) Vx€X; VI=1,
4.- Formation des classes

Ci={xeX/Dx,C) } = lz{nin p D(x,C))

ey

5.- Calcul de la mesure d’agrégation-écartement R(x,C;) pour chaque classe C;; [ =
1, ... , KVXeX.

6.- Calcul de
K
-¥ LR
I=1 xeC;
S =S
si [S1=%21

S

Sinon S} «+— S».

< seuil alors convergence de 1’algorithme.

8.- Calcul des nouveaux noyaux : E; ensemble ayant n; éléments qui réalisent les plus
petites valeurs R(x,C;); /=1, ... ,K.
Retour a 1étape 2.

Il est a remarquer que le choix des noyaux initiaux (amorgage de I’algorithme) n’est
pas toujours évident.
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15.3 Classement

L’objectif du classement est d’affecter une observation a une classe. Il faut donc
avoir, au préalable, effectuer une classification, afin de séparer I’ensemble des observations
d’apprentissage en classes.Le critere généralement utilisé pour le classement est une mesure

de similitude entre I’observation et les classes.
Comme pour la classification, il y a pléthore des méthodes de classement. Nous

avons une pésentation détaillée dans [6]. Ces méthodes affectent une observation a une
et une seule classe. Cette démarche n’est pas toujours trés appropriée et ceci pour deux
raisons :

— Les classes ne sont pas nécessairement mutuellement exclusives. Une observation
sera affectée a une classe, bien qu’elle puisse faire partie des plusieurs classes.

— Toutes les classes ne sont pas bien représentées (ou méme pas du tout) dans la
population d’apprentissage. Une observation qui appartient a une de ces classes
qui sont insuffisamment représentées, risque d’étre affectée a une autre classe,
plus ou moins similaire.

Il est, donc, préférable dans pareilles situations d’avoir une méthode qui, étant don-
née une observation a classer, fournit pour chaque classe de la population d’apprentissage,
une “note” de 1’appartenance de cette observation a la classe. La valeur de cette note me-
sure, en quelque sorte, le degré de vraisemblance de 1’appartenance de I’observation a la
clase. Pour une telle méthode de classement le cadre théorique peut €tre constitué par les
ensembles flous. Parmi plusieurs méthodes de classement qui utilisent les ensembles flous,

nous présentons dans la suite deux méthodes.

15.3.1 N plus proches voisins

C’est une méthode de classement qui évalue le degré d’appartenance d’une obser-
vation a une classe en utilisant les N plus proches éléments de cette classe avec I’élément a
classer (cf. [54]).

Soient q classes C, ... ,C,. Laclasse C; any éléments notés xXeR",i=1, ... ,m.
Soit une nouvelle observation y € R". Chaque classe est partagée en deux sous-classes :

— CY(y) de cardinal N ;

— CP(y) de cardinal ny — N ;

et telles que :

Vxke G six* € Ci(y) alors d(y,x") < min {d(y,zk)}
zk GC,’() (y)

En utilisant la sous-classe C;cq (y) nous pouvons calculer un indice de distance entre y et la

classe Cy :

1

D(xk,Ck):N Y d(y.x) (15.3.1)

xkEC;f (y)

Afin de calculer le degré d’appartenance u(y,Cy) nous imposons les contraintes suivantes :
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— u(y,Cy) est inversement proportionnel a I’indice de distance D (y,Cy) :

:u<Y7Ck) _ ,u(y,C;) .
D(y,Cx) D(y,G)’

— Les degrés d’appartenance sont normalisées :

ki=1,...,q; k#I (15.3.2)

kZ:,U(YaCk) =1 (15.3.3)
(15.3.2) s*écrit :
u(y,Cr) = m u(y,Ce) (15.3.4)
et (15.3.3) devient
i‘, ((3;23 uly.Co) =1 (15.3.5)

d’ ot nous obtenons pour le degré d’appartenance de y a la classe Cy, la formule suivante :

q
[1 D(y,G)
=11k

u(y,Cr) = s k=1,....q (15.3.6)
q
=1

m=

e

D(y,Cn)

—_

Jm#k

Les parametres de réglage sont au nombre de deux : le nombre de classes a retenir
pour le calcul du degré d’appartenance et le nombre N de plus proches éléments a considérer
dans chaque classe.

Notons que cette méthode peut s’appliquer avec succés quand les classes ont, a peu

pres, la méme dispersion.

15.3.2 Classement flou

Si dans la population d’apprentissage les classes sont fixées a priori selon 1’état
structurel des systemes observés, il n’est pas rare qu’elles aient des formes et des disper-
sions qui different. (Pour une discussion de ces concepts cf. [7]). Dans ce cas le classement
doit tenir compte de ces différences. Nous allons présenter une méthode qui calcule le de-
gré d’appartenance d’un élément a une classe en se fondant sur la disposition spatiale e la
classe et dont les détails se trouvent dans [4].

Soit une population d’apprentissage composée de q classes Cy, ... ,C, et dont les
éléments appartiennent a I’espace R”. Pour chaque élémnt z € R” on définit un indice de
distance avec la classe C; comme suit :

d(z,Cy) = Z d(z,x) =1,...,q (15.3.7)

ZECk

card Ck

Soit maintenant y € R” un élément a classer. Chaque classe est partagée, par rapport

a'y, en deux sous-classes, a savoir :

~ G(y) ={z€ G /d(xy) <d(z.C)}
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- CP(y)={z€C /d(x,y) >d(z.Ci)}
En utilisant ces deux sous-classes, nous pouvons calculer :

— Un indice de distance de similarit¢ entre yetC,; k=1, ... ,q:

% d(y,x) . S
@i ) L ey G ) #0

S(y,Cr) = 26C5 (y) (15.3.8)
1 siCo(y) =0
— Un indice de distance de dissimilarit€¢ entreyetC,; k=1, ... ,q:
1 dxCy) ;D
)y siCY(y) #0
D(y.Ci) = @O pecpiy WY (15.3.9)
1 siCP(y)=0

Nous remarquons que S(y,Cy) € [0, 1] et D(y,Cy) € [0,1].
Le degré d’appartenance u(y,Cy) de y a une classe C; doit étre fonction de ses re-
lations de proximité avec tous les éléments de la classe. Il convient donc de considérer le

degré d’appartenance comme une somme pondérée de deux quantités suivantes :
— Degré d’appartenance u(y,C;(y)) qui sera fonction de la similarité entre y et

C{(y) et de ce fait nous devons avoir :

u(y,CE(y)) > 1-S(y,Cr) (15.3.10)

— Degré d’appartenance u(y,CP(y)) qui sera fonction de la disssimilarité entre y et

CP(y) et de ce fait nous devons avoir :

u(y,CP(y)) < D(y,Cx) (15.3.11)

Nous avons donc que le degré d’appartenance de y & Cy s’exprime comme suit :
u(y,Cr) = A1 —aS(y,Ce)] + (1 = A)BD(y, C) (15.3.12)

avec o, B, A €[0,1].
o et B sont des facteurs de pondération afin que les relations (15.3.10) et (15.3.11)
soient vérifiées. Leur valeur détermine la forme du degré d’appartenance. Deux valeurs sont

particulierement utiles :

_ card(CP(y) o _ card(CGX(y)

; = 15.3.13
card(Cy) card(Cy) ( )

D’autre part dans la majorité de cas nous pouvons prendre A = 0.5 ce qui revient a consi-

dérer le degré d’appartenance comme une moyenne entre u(y,Ci (y)) et u(y,CP(y)).
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LES NOTIONS FONDAMENTALES
DES PROBABILITES

A.1 Définition de la probabilité

Nous pouvons constater facilement que la notion de probabilité semble étre assez
intuitive. Par exemple les phrases :

— la probabilité d’avoir « pile » dans le jeu de « pile ou face» est de 50%

— la probabilité d’avoir un six quand on jette un dé est de 1/6

font partie de la vie courante et elles sont compréhensibles par tous. Il est intéres-
sant d’examiner la démarche qui permet de comprendre ces phrases. Elle nous fournira la

définition la plus ancienne, dite classique, de la probabilité.

A.1.1 Définition selon le modéle uniforme

Quatre étapes sont nécessaires pour arriver a la définition de la probabilité. Ce sont

les suivantes :

(1) Détermination du phénomeéne a étudier et des conditions de son déroulement.- On
détermine, d’abord, 1’objet de nos calculs, qu’on appelle en Théorie des Probabilités
expérience aléatoireou épreuve que 1I’on note E. Dans notre cas, 1’expérience aléatoire
est soit le lancement d’une piece de monnaie, soit le lancement d’un dé. En général
une expérience aléatoire est toute expérience dont le résultat de sa réalisation dépend

du hasard comme, par exemple, le lancement d’un dé.

(2) Détermination de tous les résultats du phénomene.- On détermine, ensuite, le nombre
de résultats possibles de 1’expérience. Ces résultats sont appelés événements élémen-
taires ou éventualités. Ici, dans le cas du jeu de « pile ou face » , nous avons deux
événements élémentaires et six dans le cas du dé.

Nous noterons par la suite un événement élémentaire par ®. L’ensemble des évé-
nements élémentaires est appelé espace des événementset sera noté par . Dans un
premier temps, on considere que cet espace a un nombre fini d’événements, e.g. N.

Nous avons ainsi Q = { ®,..., Oy }.

(3) Quantification de la possibilité de réalisation de chaque résultat du phénomene.-
On fait I’hypothese que tous les événements élémentaires ont, d’une part, la méme
vraisemblance (chance) de se réaliser lors d’une expérience et, d’autre part, s’excluent

mutuellement.

(4) Définition de la probabilité d’un résultat du phénomene.- Afin de déterminer la
probabilité d’un événement élémentaire de se réaliser on utilisera la vraisemblance
(chance) avec laquelle peut se réaliser cet événement lors d’une expérience. En fonc-

tion de I’hypothese précédente nous avons :

1 1
nombre d' événtualités N

P()
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Cette définition est historiquement la premiere qui est apparue. On I’appelle modéle
uniforme de probabilité, parce qu’elle attribue la méme valeur de probabilité a tous les
événements élémentaires. Elle est bien adaptée aux jeux du hasard mais, en général, n’est
pas satisfaisante car pour son élaboration nous avons effectué a la 3e étape une hypothese
selon laquelle tous les événements élémentaires ont la méme chance de se réaliser, c’est-a-
dire ils sont équiprobables. Néanmoins il est possible d’envisager des expériences avec des
événtualités non équiprobables, e.g. jeu de « pile ou face » avec une piece de monnaie non
équilibrée. Pour palier a cette faiblesse, nous allons utiliser la définition fréquentielle.

A.1.2 Définition fréquentielle

Pour obtenir cette définition de la probabilité nous allons remplacer les deux der-
nieres étapes ci-dessus par les suivantes :

3’ Quantification de la possibilité de réalisation de chaque résultat du phénomene.-
On introduit la notion de la fréquence de réalisation d’un événement élémentaire. Pour
fixer les idées supposons qu’une expérience aléatoire a comme résultats N événements
élémentaires 1, 0y, ..., Wy. Supposons aussi que nous avons n dispositifs, chacun
permettant de réaliser cette expérience sous les mémes conditions. (Par exemple pour
le jeu de « pile ou face » nous avons n pieces de monnaie.) Nous procédons a ces
n expériences et soit n; le nombre de fois ol I’événement élémentaire oy se réalise,
avecn; €{0, 1, ... ,n}etk=1,2, ..., N.Nous appelons fréquence d’apparitionde

I’événement élémentaire Wy pour les n expériences, le rapport :

fn(wk):%Q VaoreQ; n>1

4’ Définition de la probabilité d’un résultat du phénomene.- On fait I’hypothese que

la limite lim f,(wy) existe pour tout k = 1, 2, ..., N. Dans ce cas nous pouvons
n—oo

définir la probabilité d’un événement élémentaire w; comme la fréquence d’apparition
de cet événement, quand n devient grand, i.e.

P(oy) = lim f, (ag); VapeQ

Cette définition, qui englobe la précédente, est la définition fréquentielle ou statis-
tique. Elle a un caractere empirique car son fondement se trouve au fait que nous pouvons
réaliser I’expérience plusieurs fois et sous des conditions identiques. De plus nous ne pou-
vons calculer la probabilité qu’a condition que la limite de la fréquence existe. Bien que
plusieurs expériences remplissent ces conditions, nous pouvons imaginer des cas pour les-
quels toutes les conditions ne sont pas remplies, comme, par exemple, quand la limite de
la fréquence n’existe pas. La notion de la limite étant une notion mathématique, il devient
évident qu’il faut, en ce qui concerne la définition de la probabilité, abandonner 1’approche

intuitive ou empirique au profit d’une définition mathématique.
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A.1.3 Définition axiomatique

L’ objectif est de pouvoir traiter toutes les expériences aléatoires et ne pas s’enfermer

a des définitions qui s’adaptent a une partie seulement de ces expériences. C’est-a-dire notre

but est de fournir un modele mathématique général qui peut s’appliquer a toute expérience

aléatoire. Il faut, donc, revenir aux deux dernieres étapes et les modifier de nouveau comme

suit :

3” Quantification de la possibilité de réalisation pour chaque résultat du phénomene.

47

Etant donné que toute quantification particuliere, applicable 2 une classe de phéno-
menes, pourrait ne pas s appliquer a la totalité des phénomenes, nous allons quanti-
fier la possibilité de réalisation d’un résultat de facon trés vague : Nous dirons que
pour chaque événement élémentaire w; € £ , nous sommes capables de déterminer
un poids w(wy) € R, . Ce poids représente la chance qu’il a I’événement @y de se
réaliser lors d’une expérience et nous faisons 1I’hypotheése que nous sommes capables,

pour chaque phénomene particulier, de I’évaluer.

Définition de la probabilité d’un résultat du phénomene.- De facon évidente, nous
pouvons avoir pour la probabilité :
P((ok):M ; Voy € Q
L w(o)
W EQ
Mais cette défintion n’est pas complete, car elle ne nous permet pas d’évaluer la proba-
bilité des événements qui nous intéressent et qui ne sont pas élémentaires, c’est-a-dire
qui peuvent se décomposer en événements élémentaires et qu’on appelle événements.
Il faut donc, créer d’abord une famille de sous-ensembles de Q, composée d’évé-
nements et d’événements élémentaires, et établir ensuite la probabilité comme une

application de cette famille.

— Famille de sous-ensembles de Q.- Cette famille, que 1’on notera par A4, doit étre un
sous-ensemble de I’ensemble des parties P(Q) de Q. En régle générale, les événe-
ments élementaires font partie de cette famille, mais non pas en tant qu’éléments
de Q, mais en tant que sous-enembles de Q ; i.e. si @y € Q alors {w;} € 4. Cette
substitution de la notion de I’événement par celle de I’ensemble permet d’appliquer
aux événements les opérations entre ensembles (union, intersection, complément,
...) et les relations d’ordre et d’égalité (C, =). Plus précisement la définition for-

melle de 4 est la suivante :

DEFINITION A.1.1 Soit Q I’espace des événements associé a une expérience ‘E.
On appelle algébre (d’événements)sur Q toute famille A de parties de Q telle que :
-Qeca

— SiA,Be Aalors AUB € 4;

— SiAe€Aalors A € A.

11 est aisé de voir que :
-0ca
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n
_SiA€a,i=1,2,...nalors JA €A
i=1

n
-SiAeAa,i=12,...,nalors NA €A
i=1
Si Q est un ensemble dénombrable, la notion de I’algébre n’est pas suffisante pour

les réunions ou les intersections infinies. On la remplace par celle de c-algebre :

DEFINITION A.1.2 Soit Q I’espace (dénombrable ou continu) des événements as-
socié a une expérience ‘E. On appelle G-algébre ou tribu(d’événements) sur Q toute
famille A de parties de Q telle que :

-QeAq

-S8SiAeA,i=172,... alors U2 A;cA

- Si A€ A4 alors A€ A.

Dans la pratique, pour constituer la tribu d’événements on y place d’abord les évé-
nements, élémentaires ou non, qui nous intéressent. On complete ensuite la tribu par
d’autres événements afin que les propriétés ci-dessus de 1’algebre (ou de la tribu)
soient vérifiées.

Nous avons, donc, constitué un couple (Q, 4) qui s’appelle espace probabilisable.

Nous allons maintenant définir la probabilité sur cet espace.

— Mesure de probabilité sur 4.- En utilisant 1’équivalence entre événements et en-
sembles, nous définissons la probabilité sur Q comme une mesure sur 4. La me-

sure est une application ayant la propriété de I’additivité. Formellement, nous
avons :

DEFINITION A.1.3 Soit A tribu sur Q. On appelle mesure (positive)sur 4 toute
application u: A — R qui a les propriétés suivantes :
— (additivité simple). Pour tout A|,Ay € A4 tels que A|{NA;=0ona:

u(A1 UAz) = u(Ar) +p(Az)

— (O-additivité ). Pour toute suite (A;)i=12,.d éléments de A, deux a deux dis-

joints, on a:
u(UiA;) = Z.U(Ai)
i
La probabilité peut, a son tour, se définir comme suit :

DEFINITION A.1.4 On appelle probabilitésur I’espace (2, 4) toute mesure P :

A — Ry qui satisfait a I’axiome de normalisation :
P(Q)=1

On voit ainsi que la probabilité, selon cette approche, est une mesure normée. Cette
troisiéme définition de la probabilité est la définition axiomatique donnée par A. Kolmogo-
rov en 1933. Elle est aujourd’hui le fondement de la théorie mathématique des probabilités

et elle contient, comme cas particuliers, les deux définitions précédentes.
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La donnée de la mesure de probabilité P permet de passer du couple (Q,4), qui
forme I’espace probabilisable, au triplet (Q,4,P), qui est I’espace probabilisé. D’ autre
part le couple (A4,P) s’appelle champ de probabilité. 1l est évident que nous pouvons
avoir, pour le méme espace d’événements Q , plusieurs champs de probabilité, en fonction
de nos objectifs de traitement des données.

Dans la suite nous noterons la mesure de la probabilité de I’événement A, considérée
comme une application dans [0, 1], par P(A). Par contre une valeur calculée de la probabilité

de I’événement A sera notée par p4. Bien évidemment py € [0, 1].

A.2 Des événements aux ensembles

Nous avons vu que pour pouvoir combiner les événements entre eux et calculer
la probabilité d’un événement qui se décompose en événements élémentaires, nous avons
utilisé le langage de la théorie des ensembles. Ainsi, si nous avons deux événements A, B
relatifs a I’experience aléatoire £, nous avons ipso—facto deux ensembles A, B € P(Q) ot
Q est I’espace d’événements associé a ‘E. Pour que cette correspondance soit compleéte, il
faut pouvoir nommer, en langage d’événements, les résultats des opérations ensemblistes,
comme e.g. AUB ou AN B. Nous donnons a la table A.1 une liste avec les principales

opérations ensemblistes et leurs équivalents en événements.

A.3 Propriétés de la probabilité

Nous allons présenter dans ce paragraphe, quelques propriétés de la probabilité qui
sont treés utiles pour les calculs.
On considére un espace probabilisé (Q, 4, P) relatif a une expérience aléatoire E.

PROPRIETE A.3.1 .— P estune fonction croissante, i.e.

VA,BEA : ACB=> P(A) < P(B)
PROPRIETE A.3.2 .—VAe A4 : P(A) <1
PROPRIETE A.3.3 .— Probabilité de I’événement impossible : P(0) =0

PROPRIETE A.3.4 .- Probabilité de I’événement contraire
P(A°)=1-P(A)
PROPRIETE A.3.5 .- Sous-additivité
— pour deux événements :
VA,B€ 4 : P(AUB) =P(A)+P(B)— P(ANB)
— pour trois événements YA,B,C € 4 :

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
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C =AUB (noté aussi C = A+ B)

ANB=0

C=A NB (noté aussi C=A-B)

C=A—-B=ANKB*

C=AAB=(A—B)U(B—A)

U?:l (A,) =Q,A; ﬁAj =0

C estlaréunion de A, B

A, B ensembles disjoints
C est la partie commune
de A,B

Différence

Différence symétrique

Partition de Q

NOTATIONS ENSEMBLES EVENEMENTS

AcAa A est un élément de 4 A est un ’événement

A=0 A ensemble vide A est I’événement impossible

A=Q Espace entier A est I’événement certain

Aeq A€ ensemble complémen- | A€ événement contraire de A
taire de A

ACB A estinclu dans B A implique B

C se réalise lorsqu’au moins un
de A, B est réalisé

A, B événements incompatibles

C se réalise lorsque
A et B se réalisent

C se réalise lorsque A se réalise
et B ne se réalise pas

C se réalise lorsque ou bien A ou
bien B est réalisé (ou exclusif)

Systéme exhaustif ou systéme
complet d’événements

TAB. A.3 — Correspondance ensembles - événements

PROPRIETE A.3.6 .- Inégalité de B

— pour deux événements :

oole :

VA,BE€VA,B€ A4 : P(AUB) < P(A)+ P(B)

— pour une suite d’événements :

n
YV (A)i<i<navec A;€ 4 : P (UA,-) <

i=1

i}P(Ai)

PROPRIETE A.3.7 Sous-G-additivité : Pour une suite d’événements (A;) de A nous

avons !
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PROPRIETE A.3.8 Additivité des événements disjoints :

— Pour deux événements
VA,B€ AavecANB=0: P(AUB) = P(A)+ P(B)

— Pour une suite d’événements (A;)i<i<n , Ai € A, deux a deux disjoints, nous
avons :

P (OA,») = iP(Ai)

i=1

PROPRIETE A.3.9 Soit une partition de Q : Ay,...,A, avec A; € ANVi=1,... n. Alors

pour tout événement B € 4 nous avons :

-

P(B) =Y P(BNA))

i=1

PROPRIETE A.3.10 Pour une suite d’événements (A;)i=1,.. de A nous avons :

P (ﬁA,) > 1—iP(Af)

i=1

A4 Continuité des mesures de probabilité

Considérons 1’espace probabilisé (2,4,P) et une suite dénombrable (A, ),—1,...
d’événements A, € A Vi=1,...,n. Il est parfois utile de pouvoir évaluer la probabilité

a la limite, i.e. lim P(A,). Cette evaluation n’est possible que pour des suites soit décrois-
Nn—oo

santes, soit croissantes.

DEFINITION A.4.1  La suite d’ensembles (Ay)n—1,.. est dite décroissante (resp. crois-
sante) si A, D Ap41 (resp. A, C Apq1) pour tout n > 1.

Pour une telle suite nous avons :

n—o0

lim A, = m A, (resp. '}iﬂniAn = U Ay)

C’est précisement la possibilité de définir lim,_.. A, qui permet le calcul des proba-
bilités a la limite pour ce type des suites. Nous avons :

PROPRIETE A.4.1 Limite d’une suite croissante.- Pour une suite croissante d’événements
(An)n=1,.. de A nous avons :

lim P (4,) = P <U A,,) —p (nm A,,)

n—oo
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PROPRIETE A.4.2 Continuité monotone d’une mesure de probabilité.- Pour une suite

décroissante d’événements (A, )y—1.. de A nous avons :

lim P(A,) =P () Ay | =P (1imA,,)

n—oo Nn—o0
n

La notion de la continuité monotone, qui est, pour une mesure de probabilité, I’équi-

valent de la notion de continuité pour une fonction, permet de définir d’une autre fagon,

équivalente, la probabilité. En effet nous avons le :

THEOREME A.4.1  Soit I’espace probabilisable (Q,4). Considérons une mesure P : 4

— IR, telle que P(Q) = 1. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) P est une mesure de probabilité sur (Q, 4).

(ii) P ala propriéré de I’additivité finie et de la continuité monotone.

A.5 Construction d’espaces probabilisés

Dans un espace proabilisé (Q, 4, P), I’espace d’événements Q peut &tre

— discret, si Q est un ensemble fini ou infini dénombrable ;

— continu, si © est un ensemble infini non dénombrable.

Dans le cas d’un espace Q discret pour construire 1’espace probabilisé, il faut :

(i) Attribuer une valeur de probabilité¢ P({®}) > 0 a tout événement élémentaire 0 € Q et

telle que Y P({o})=1.
weQ

(ii) Identifier la tribu d’événements 4 a I’ensemble des parties P(Q) de Q.

(iii) Pour tout événement A € A4 évaluer la valeur de probabilité selon la formule :

P(A)= Y, P({o})
0eQ

De plus dans le cas d’un espace d’événements infini dénombrable, il faut s’assurer
que la famille des événements sur lesquels nous allons travailler est soit croissante, soit
décroissante, afin de pouvoir lui appliquer les résultats du paragraphe précédent.

Si Q est continu, alors on ne peut pas se contenter de donner une valeur de pro-
babilité aux événements élémentaires car il y a des événements A € 4 qui sont continus
et de ce fait ne peuvent pas étre représentés par une réunion dénombrable d’événements
élémentaires. Il faut donc pouvoir attribuer une valeur de probabilité a des sous-ensembles
de Q, qui sont aussi continus. Bien qu’en principe  peut étre n’importe quel ensemble
continu, en pratique nous ne travaillons qu’avec la droite des réels R. Ce qui signifie que
nous travaillerons uniquement avec des expériences aléatoires dont les éventualités sont des
intervalles de R. Si ce n’est pas le cas, nous pouvons, par I’intermédiaire d’une application,
obtenir une correspondance entre les éventualités de 1’expérience aléatoire et les intervalles
de R . Dans la suite nous prenons donc Q = R. La tribu sur R sera engedrée par 1’ensemble

de demi-droites |—eo,x], x € R, qui, comme nous pouvons le démontrer, est la plus petite
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tribu qui contient tous les points et tous les intervalles de R. Cette tribu est notée By et est
appelée tribu des boréliens sur R. Si on considére un ensemble continu Q' C R, on peut
construire sa tribu des boréliens Br(Q') qui est la plus petite tribu qui contient tous les
points et tous les intervalles de &'

Afin de définir une probabilité pour tout événement A = |—eo,x] € Bg nous allons

passer par ’intermédiaire d’une autre fonction f : R — R telle que :

(i) f estdiscontinue a un nombre fini de points pour chaque intervalle fini de R.
(ii) f estintégrable.

(i) [, f(x)dx=1.

Alors on peut montrer que 1’application P : Bg — R définie par
P(B) :/f(x)dx; B e By
R

est une mesure de probabilité sur ’espace probabilisable ( R, Bg).

L’intégrale est considérée au sens de Lebesgue, afin de tenir compte de n’importe
quelle type de tribu. Néanmoins pour les calculs on peut utiliser I’intégrale au sens de
Riemann, car, comme nous verrons plus tard, pour Bg l'intégrale de f(-) sur B définie
au sens de Lebesgue a la méme valeur avec I’intégrale de f(-) sur B définie au sens de
Riemann, a condition bien sfir que les deux intégrales existent.

Notons aussi qu’une fonction qui a ces propriétés s’appelle densité de probabilité.

CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Les notions de conditionnement et de 1’indépendance des événements sont des no-
tions trés importantes en probabilité. La premiere renvoie a la possibilité de modifier la
probabilité d’un événement apres avoir obtenu des informations sur le résultat de 1’expé-
rience aléatoire. La seconde facilite les calculs concernant la probabilité de la réalisation

simultanée des plusieurs événements.

A.6 Probabilités conditionnelles

Etant donné que B s’est réalisé, la probabilité pour que A se réalise est égale 2 P(AN
B). Cette définition est exacte si on considere I’espace des événements Q' = B. Mais comme
on cherche P(A) sur Q , il faut normaliser P(A N B) par la probabilité de B donnée par

I’espace probabilisé (Q, 4, P). Nous avons ainsi :

DEFINITION A.6.1  Soit I'espace probabilisé (Q, 4, P) et un événement B € 4, avec
P(B) # 0. On appelle probabilité conditionnellede A € A4 relative a B, I’application Py :
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A — R, définie par

P(ANB)

A5A — Py(A) = 28]

R,

On note souvent par P (A /B) la probabilité conditionnelle Pz(A) et on I’appelle
aussi probabilité de A si B.

Il faut bien entendu s’assurer que la définition de 1’application Py constitue bien une
probabilité au sens de la définition A.1.4

La probabilité conditionnelle a les propriétés suivantes :
PROPRIETE A.6.1 SiANB=0alors P(A/B)=0.
PROPRIETE A.6.2 SiBCAalors P(A/B)=1.

PROPRIETE A.6.3  Probabilités composées (Forme multiplicative de la formule des

probabilités conditionnelles) :
VA, Be A:P(ANB)=P(B)P(A/B)=P(A)P(B/A)
Extension de la formule.- Si A1,A,...,A, événements de I’algebre A, alors :

P(Al ﬂAzﬂ“'ﬂAn) :P(Al) P(Az/Al) P(An/Al ﬁ“'ﬁAn,l)

A.7 Théoréeme de Bayes

Soit un espace probabilisé (Q, 4, P) et (B;);= ... un systeéme complet d’événements,
i.e. (Bi)i=1,... est une partition de Q :
BiNB;j=0Vi#j et Y PB)=1

i=1

On considere que P(B;) >0 Vi=1,2,.... Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE A.7.1 (Probabilités totales).- Pout tout événement A € A nous avons :

PA)= Y P(B)P(A/B)

i=1

et le théoreme :

THEOREME A.7.1 Formule de Bayes :

P(Bi/A) = — =
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Cette formule fournit la probabilité de réalisation de I’événement B; ;i = 1,2,... si
A est déja réalisé. La formule de Bayes est aussi appelée formule de probabilités des causes
car elle peut étre vue comme une formule qui fournit la probabilité de la réalisation de
I’événement A est due a la cause B;. Cette formule permet donc le calcul de la probabilité
des causes ou hypotheses B; qui est une probabilité a posteriori, ¢’est-a-dire apres la réa-
lisation de 1’événement A et trouver ainsi celle qui - le plus probablement - a conduit a la
réalisation de A. La difficulté ici est de connaitre les probabilités P(B;) que nous pouvons,
dans ce contexte, appeler probabilités a priori. Une autre difficulté provient du fait qu’en
général on néglige de préciser bien 1’espace Q. Une telle négligence peut parfois conduire

a des résultats extravagants.

A.8 Evénements indépendants
On se place dans le cadre d’un espace probabilisé (Q, 4, P).

DEFINITION A.8.1 Deux événements A,B € 4 avec P(B) > 0 sont (stochastiquement)

indépendants si la réalisation de 'un n’influe pas sur la réalisation de I’autre, i.e. si
P(A/B)=P(A)

Nous avons comme conséquence la formule symétrique :

P(B/A)=P(B)

De cette définition on obtient aussi la propriété suivante :

PROPRIETE A.8.1 Soient A,B € A deux événements. Alors les deux propositions sui-
vantes :

(i) A et B sont indépendants ;
(ii) P(ANB)=P(A)-P(B)

sont équivalentes.

Nous pouvons aussi utiliser cette propriété comme définition de 1’indépendance
entre deux événements. A fortiori nous dirons que deux événements A, B € A4 ne sont pas
indépendants, c’est-a-dire ils sont liés, si P (A N B) # P(A) - P(B).

Il convient ici de faire la différence entre la notion d’événements indépendants et
celle d’événements incompatibles. En effet deux événements A, B € A4 incompatibles, i.e.
tels que ANB = 0, sont indépendants si P(A) - P(B) =0, c’est-a-dire si ’un au moins des
événements A, B a une probabilité nulle ou, encore, si au moins ’un des A, B est I’évé-
nement impossible. Dans tous les autres cas deux événements incompatibles ne sont pas
indépendants.

Une autre propriété utile est la suivante :

PROPRIETE A.8.2  Si deux événements A,B € A sont indépendants, alors les couples

(A,B%), (A, B) et (A°, B®) sont constitués d’événements indépendants.
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Cette notion de I’'indépendance peut étre appliquée a n événements A1,As,...,A,
avecA; € 4,i=1, ... ,n. Nous disons que ces événements sont mutuellement indépen-

dants si

P(ﬂAz) :HP(Ai) ;o Lk {1,2,...,n}

i€l i€l

PROPRIETE A.8.3  Soit la famille (A;)i=1
avecA; € A,i=1, ... ,n. Alors la famille (A})i=

n d’événements mutuellement indépendants,

n est aussi une famille d’événements

mutuellement indépendants, oit par A} on a désigné soit I’événement A;, soit son contraire.

Nous pouvons, enfin, considérer le cas des tribus d’événements indépendantes.

DEFINITION A.8.2 Soient A et ‘B deux tribus d’événements sur le méme espace Q. d’évé-
nements élémentaires. On dit qu’elles sont indépendantes, si VA € 4 et VB € ‘B, A et B sont

indépendants.
Plus généralement, soient n tribus Ay, 4,--- ,4,. On dit qu’elles sont indépen-
dantes si tout ensemble de n événements A| € Ay, Ay € A, -, A, € A, est indépendant,

n n
i.e. satisfait a la relation : P ( N A;) = [T P(A)).
i=1 i=1

Nous avons le :

THEOREME A.8.1 Soit ’espace probabilisé (Q, 4, P). La famille des événements (A;)

i=1,...,n

avecA; € 4,i=1,... ,nestindépendante si et seulement si la famille (4; = {A,-,Af,Q,Q)})i:1

est une famille des tribus indépendante, c’est-a-dire si et seulement si
P(BiNByN---NB,)=P(By)-P(By) - P(B,)

avec B; € 4; = {A;,A{,Q,0} ,i=1,...,n.

A.9 Espace produit. Expériences aléatoires répétées

Considérons n espaces probabilisés discrets (Q;, 4;,P;) , i =1,...,n. Formons I’es-
pace probabilisable produit (,.4) défini par
- Q=114%,
i=1
— A4 tribu des parties de Q.
Si on pose

n
P(o,...,0,) =[[P(@): @€Q,i=1,....n

i=1

alors P est une mesure de probabilité sur (Q, 4), car

P(0)17...,(Dn) >0
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et

Y Pon...0)= Y Plo)Po)= Y Piw) Y Pi(o,)=1

(®f,...,0,)€EQ (07,...,00,)€Q 0 €Q 0, €Q,

Ainsi nous avons formé 1’espace probabilisé (€, 4, P) qui est le produit de la famille
(4, 4;, P;)i=1....n d’espaces probabilisés discrets.

Une application importante du produit d’une famille d’espaces probabilisés ce sont
les expériences indépendantes répétées.

Considérons une expérience aléatoire et soit (Q, 4, P") I’espace probabilisé asso-
cié. Si on répete, dans des conditions identiques, n fois cette expérience, nous obtiendrons
comme résultat un n-tuple (®g,...,®,) € Q" qui décrit les résultats successifs des n expé-
riences aléatoires. Dans la mesure ol ces expériences répétées sont indépendantes, c’est-a-

dire le résultat d’une quelconque expérience n’a pas d’influence sur les résultats des autres,
nous avons :

P(oy,...,0,) = IEIP/((Di)
=1

Par conséquent I’espace probabilisé associé a une expérience aléatoire répétée n fois, de

facon indépendante et dans des conditions identiques, est (Q", P(Q"), P) avec

P(®,...,0,) =[P (), €Q,i=1,...,n.
i=1

VARIABLES ALEATOIRES

Jusqu’a maintenant la probabilité d’un événement a été examinée en rapport avec
une algebre d’événements. Mais dans la plupart des applications nous avons besoin d’ef-
fectuer des calculs et I’algebre des événements ne s’y préte pas toujours. La notion de la
variable aléatoire est liée a ce besoin de pouvoir attribuer une valeur numérique aux événe-
ments d’une expérience aléatoire. Ce paragraphe est consacré a la présentation de la notion

de la variable aléatoire et aux techniques utilisées pour son traitement.

A.10 La notion de la variable aléatoire discréte

Les événements d’une expérience aléatoire étant de nature quelconque, ne prétent
pas forcement a un calcul numérique. Une solution consiste a associer a chaque événe-
ment une valeur numérique, le calcul sur des événements devenant ainsi un calcul sur des

nombres. Nous avons les définitions suivantes :

DEFINITION A.10.1 Soient (Q, 4) espace probabilisable et E C R ensemble. L’applica-
tionX :Q—FE
est mesurable siVx € E: X! (x) € 4.
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DEFINITION A.10.2 Soient (Q, 4, P) espace probabilisé et E C R ensemble discret. On

appelle variable aléatoire (v.a.) discréte définie sur (Q,A), toute application mesurable
X:Q—E.

Nous voyons ainsi qu’en partant de 1’espace probabilisé (Q2, 4, P) et de I’ensemble
E, nous avons pu, a I’aide de la v.a. X, construire un autre espace probabilisé (E, By, Px) ,

engendré par X.

DEFINITION A.10.3  Soient (Q,4,P) espace probabilisé, E C R ensemble discret et X
v.a. sur (Q, A4). La probabilité Px induite par X est appelée loi de probabilité de la v.a. X.

Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE A.10.1 . Si X, Y deux v.a. sur (Q,4,P), alors X +Y et X -Y sont aussi des
va..

PROPRIETE A.10.2 Soient (Q, 4, P) espace probabilisé, E C IR ensemble discret et X :
Q — E variable aléatoire. Si h est une fonction de X, i.e. sih: E — E' CR, alors h(X) est

aussi une variable aléatoire.

Dans la suite nous noterons par des lettres majuscules X, Y, . .. les variables aléatoires

et par des lettres minuscules x,y, ... leurs valeurs.

A.11 Espérance mathématique et variance d’une v.a.

Considérons une expérience aléatoire £ et son espace probabilisé discret (Q, 4, P)
et soit X une v.a. sur (2, 4) . Pour fixer les idées, supposons que Q est fini Q = {1,2,...,n}.
Notons par py la probabilité P(y); k=1,...,n,avec Y._, px = 1 et par x; la valeur de la
v.a. X (). Supposons maintenant qu’on répete N fois I’expérience E. Si I’événement ®,
apparait n; fois pendant les N répétitions, I’événement m, , n; fois, ..., ’événement ®, ,
ny, fois, alors la v.a. X prendra n; fois la valeur xy, n; fois la valeur x», ... , n, fois la valeur

X, et la somme de ses valeurs sera nyx; +nyx; + - - - +n,x, . La valeur moyenne de n valeurs
est:

ni nz Np
my = le +Nxz+---+ﬁxn

Quand N devient assez grand les fréquences d’apparition "ﬁk des événements wy approchent

les probabilités p; de réalisation de wy et par conséquent :
Jim my = p1xy+paxy - + X

DEFINITION A.11.1 La limite de my quand N — o s’appelle moyenne ou espérance ma-

thématique de la v.a. X et sera notée par E(X). Nous avons donc :

EX)=Y pix (A.11.1)
k=1
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Supposons maintenant que Q est un ensemble dénombrable. Dans ce cas la détermi-

nation de E(X) pose deux problemes :

(1) 1l faut que la série my = Y, pyxx soit convergente quand N — oo.
k=1

(2) Méme dans le cas ou la série est convergente, on ne peut pas démontrer de fagon

simple que Al/im my exprime la moyenne des valeurs qu’elle prend la v.a. X. Il faut
pour cela utiliser le théoreme de Khintchine que nous verrons plus loin.

Pour I’instant on admet donc que, si Q dénombrable, I’espérance mathématique
d’une v.a. X est donnée par

EX)=Y pix (A.11.2)
k=1

a condition que la série converge.

L’espérance mathématique a les propriétés suivantes :

PROPRIETE A.11.1 . Si A, u € R deux constantes, alors :

E(AX 4u) = AE(X) +u (A.11.3)

PROPRIETE A.11.2 (Linéarité de I’opérateur E ). Soient nv.a. Xi,...,X, telles que E(X)

n
existe pour toutk = 1,... ,n Alors E('Y, X) existe aussi et nous avons
k=i

E <Zxk> = iE(Xk) (A.11.4)
k=i k=i

En plus, en vertu de la propriété précédente, nous avons aussi :

VM,...,MGIR:E( xkxk> =Y ME(Xy) (A.11.5)
= ~

=i k=i

PROPRIETE A.11.3 . Etant donné la v.a. X, nous pouvons définir une v.a.,dérivée de X,

X, =X — E(X) qui est la v.a. centrée, car
E(X.)=E(X —E(X)) =0 A.11.6)

qui exprime le fait que la valeur moyenne des écarts des valeurs de la v.a. X de sa valeur

moyenne est nulle quand le nombre de répétitions devient assez grand.

Cette derniere propriété nous conduit a la notion de la variance. Si une v.a. X prend
comme valeurs xj,x,---, X, lorsqu’on répéte une expérience aléatoire et si E(X) est la
moyenne de la v.a., alors on dit que la v.a. présente une grande dispersion quand elle prend
souvent des valeurs qui sont eloignées de sa moyenne. Au contraire quand elle prend sou-
vent des valeurs qui sont proches de la moyenne, on dit qu’elle a une petite dispersion.
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DEFINITION A.11.2 Soit X v.a. sur (Q,4). Une mesure de la dispersion de la v.a. X par
rapport a son espérance mathématique est la variance, qui est la moyenne des carrées des

écarts entre les différentes valeurs de la v.a. et sa valeur moyenne :
V(X)=(x1 —EX))?*p1+ (2 —EX))* p2+ -+ (32 — E(X))* pn (A.11.7)
ou, de facon condensée :
V(X)=E((X —E(X))? (A.11.8)
La racine carrée \/m de la variance s’appelle I’écart-type.
La variance a les propriétés suivantes :
PROPRIETE A.11.4 . La variance s’écrit aussi :

V(X)=EX?) - E(X)* (A.11.9)

PROPRIETE A.11.5 (Invariance par rapport a la translation). Si X est une v.a.et A € IR une
constante, nous avons :
V(X)=AV(X)

Par conséquent la variance d’une v.a. X caractérise la loi de X et non ses valeurs.

PROPRIETE A.11.6 (Variance d’une somme de v.a.). Considérons les v.a. X1, ..., X, deux

a deux indépendantes. Nous avons la relation :

1% (anxk> :znlv (Xe) (A.11.10)
k=i k=i

Comme conséquence nous avons pour Aj,...,A, € R , constantes :

V<Zn:xkxk> :ik,%V(Xk) (A.11.11)
k=i k=i

et si X,Y v.a. indépendantes, alors :
VIX-Y)=V(X)4+V(Y) (A.11.12)

PROPRIETE A.11.7 . Pour une constante b € R ; A # E(X), nous pouvons exprimer la

dispersion des valeurs de la v.a. X autour de A par la formule :
E((X -2 =V(X)+(EX)-A)? (A.11.13)
Soit la v.a. X définie sur (Q,.4). On peut définir une nouvelle v ;a.

X—-EX
ZX:A (A.11.14)

V(X)
qui est de moyenne nulle et de variance unité. Cette v.a., qui joue un grand rdle en Statis-
tique, s’appelle v.a. centrée réduite (v.a.c.r). Elle fait partie d’une catégorie plus générale de

v.a., a savoir les v.a. de méme type.



138 ANNEXE A. RAPPELS DES PROBABILITES

DEFINITION A.11.3 Deux v.a. X et Y sur (Q,4) sont de méme type s’il existe deux
constantes A, u € R telles que la v.a. \Y + u admette la méme loi de probabilité que X.

Nous pouvons vérifier que la v.a.c.r. Zx est de méme type que X.

N.B.- Dans la suite nous utiliserons la notation E(X) pour indiquer I’opérateur
espérance mathématique appliqué a la v.a. X. Nous utiliserons la notation ux (ou p) pour
indiquer la valeur de cette espérance mathématique calculée sur les valeurs prises par la

v.a. X " De méme V(X)) indiquera I’opérateur de variance appliqué a la v.a. X , tandis que

la notation 6)2( (ou 6?%) indiquera la valeur de la variance pour un ensemble de valeurs de

lava. X.

A.12 Moments

Soit une v.a. X sur (Q, 4, P) pouvant prendre les valeurs x;,xp, - , X, avec probabi-

lités p1,pa,---, pn

n
respectivement et ), p; = 1. On considere, comme précédement, un systeme de masses
i=

ponctuelles (nuage des points) p1,pa2,-- -, pn placées aux points xi,x3,- - ,X,. Nous avons

vu que E ((X — 7&)2), ol A € R constante, est le moment d’inertie Iy par rapport a un axe A,

qui est distant de A du centre de gravité E (X ) du nuage des points. Nous pouvons généraliser

et avoir

DEFINITION A.12.1 Soient k € NI nombre naturel et une constante A € R. On appelle

moment d’ordre k autour de A la quantité

n

mM) =E (X =14 = Y (=1 pi (A.12.1)

i=1

si la série converge.

Si A = E(X), alors nous avons le moment centré d’ordre k :
w=E ((X—E(X))k) (A.12.2)
Si A = 0 alors nous avons le moment d’ordre k non centré (initial) :

= E(X%) (A.12.3)

On peut aussi avoir les moments absolus :

Mi(L) :E(\X—Mk) (A.12.4)
Mk:E(\X—E(X) |’<> (A.12.5)

M, :E(|X \k) (A.12.6)



A.13 La notion de la variable aléatoire continue 139

On voit que I’espérance mathématique et la variance sont des moments, car E(X) =

,ull et V(X) = u;. En dehors de ces moments, on définit aussi, afin de faciliter les calculs, le
moment factoriel.
DEFINITION A.12.2 . On appelle moment factoriel d’ordre k la quantité

,u[k]:E(X~(X—1)~...-(X—k+l)) (A.12.7)
Nous avons les relations :

M = M

/
Hay = Ha=H A.12.8
Hp) = s =3+ 2 ( )

La notion de la variable aléatoire continue

Les variables aléatoires continues sont utilisées en tant que telles dans les cas des
probabilités géométriques. Dans la pratique nous n’avons pas des variables continues car les
mesures sont toujours discretes, a cause de leur précision finie. Néanmoins les v.a. continues
sont utiles pour les calculs car elles peuvent étre considérées comme des limites des v.a.

discretes.
Nous allons travailler uniquement avec des v.a. continues réelles. Donc X sera une

application dans R (ou R"). Nous avons déja vu que dans ce cas la tribu utilisée c’est la
tribu Bg des boréliens, c’est-a-dire la plus petite tribu qui contient tous les points et aussi
tous les intervalles de R. Ce dernier point est important car s’agissant d’une v.a. X continue
on ne s’intéresse pas a calculer la probabilité pour que X prenne une valeur donnée x € R ,

mais plutdt a connaitre la probabilité que X se trouve dans un intervalle [a,b] € R donné.

DEFINITION A.13.1 On appelle variable aléatoire réelle, continue sur [’espace probabi-
lisé (Q, A4, P) toute application mesurable X : (Q,4) — (R, Bg).

Du fait que X est mesurable nous avons pour tout intervalle BC R (= B &€ Br ) :

X~!(B) € 4. Par conséquent (R, Bg) est dotée de la probabilité Py induite par la v.a.

X. Nous avons ainsi

DEFINITION A.13.2 On appelle loi de probabilité de la v.a. continue X [’application
Py : Bg — [0,1], définie par

VB € By : Px(B) = P(X'(B)) (A.13.1)

Notons que P(X ! (B)) existe car ona X !(B) € 4.

REMARQUE.- Nous avonsX ~' (B) = {® € Q/X (®) € (—o0,b]} si B= (—eo,b]. Donc
en toute rigueur, on doit noter P ({®w € Q/X(®) € (—0,b]}) ce qui est lourd. Pour alléger
la notation, on écrit X! (B) = {X < b} et, par conséquent : P(X~!(B)) = P({X < b}).
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A.14 Fonction de répartition

Comme on vient de I'indiquer dans le cas ol la v.a. X est continue, ce qui nous

intéresse est la probabilité que la valeur de X est dans un intervalle | —oo, b[ € Bg.

DEFINITION A.14.1 On appelle fonction de répartition de la v.a. X la fonction Fx : R —
R définie par R 5 b — Fy(b) = Px (]—e0,b]) = P({X < b})

Nous pouvons démontrer le

THEOREME A.14.1 Soient (Q, A, P) un espace probabilisé et X v.a. sur (Q, A). La fonc-
tion Py : Bg — [0,1] définie par Px(B) = P(X~'(B)) est une mesure de probabilité sur
(R, Br).

Nous avons les propriétés suivantes pour la fonction de répartition :

PROPRIETE A.14.1 Fx(—o0) =0; Fx(4o)=1.

PROPRIETE A.14.2 Probabilité d’un intervalle :
P(a <X <b)=Fx(b)—Fx(a)
P(X>b)=1—Fx(b)
PROPRIETE A.14.3  Fx est une fonction non décroissante, i.e.
Va,b €R t.q.a<b:Fx(a) < Fx(b)

En vertu des propriétés 5.2.1 et 5.2.3 nous avons que Fx(x) € [0,1] Vx € R.

PROPRIETE A.14.4  Fx est continue a gauche, i.e. si (x,),_, une suite de points x, €

R avec lim x, =xetx, <xVn=1,...alors lil’_}’} Fx (xp) = Fx (x).
n— oo

n— oo

PROPRIETE A.14.5 Pour tout a € R tel que Fx est continue, nous avons P(X = a) =0
Si, par contre, Fx est discontinue pour a € R alors P(X = a) > 0. De plus le nombre de

points a € R pour lesquels Fx est discontinue est au plus infini dénombrable.

PROPRIETE A.14.6 Calcul des probabilités induites a I’aide de la fonction de réparti-

tion :

Px(a <X < b)=Fx(b)—Fx(a)

Px(a <X <b)=Fx(b)—Fx(a)+Px(X =)

Px(a<X <b)=Fx(b)—Fx(a)—Px(X=a

Px(a<X <b)=Fx(b)—Fx(a)—Px(X =a)+Px(X =b) - Px(a <X < 4o0) =
1 —Fx(a)

Px(a <X < 4e0) =1—Fx(a)—Px(X =a)
Py(—o0 < X < b) = Fx(b)
Px(—oo <X <b)=Fx(b)+Px(X =D)
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Cette propriété montre que la fonction de répartition Fy caractérise completement la
loi Py delav.a. X.

PROPRIETE A.14.7  Si (x,) une suite de points x, € R avec liIJIrl X, =xet
. n— oo

n=1,..

Xp>xVn=1,...alors lirf Fx(xy) = Fx(x) + Px (X =x).

Parfois il est utile de pouvoir tester si une application Fx : R — R est une fonction

de répartition. Le théoréme suivant précise les conditions.

THEOREME A.14.2 Soit la fonction Fx : R — R telle que :

(1) F n’est pas décroissante,
(2) F est continue a gauche,

(3) lim F(x)=0et lim F(x)=1.

X— o0

Alors F peut étre considérée comme une fonction de répartition d’une v.a. X dont la
loi de probabilité Px sur (R, Br) est définie par la relation Py (]—eo,x]) = F(x).

0six<O
EXERCICE A.1  Soit la fonction F(x) =< x si 0 <x <1 .Onremarque que F est non
1six>1

décroissante, continue a gauche avec lim F(x) =0 et 11111 F(x) = 1. Donc on peut la
X——00 X—r100

considérer comme une fonction de répartition de la v.a. X dont sa loi est donnée par

0six<O0
Px(|—oox[)=F(x)=¢ x si 0<x<1
1six>1

A.15 Fonctions de densité

Ayant défini la v.a. continue, il est normal d’essayer de calculer ses grandeurs statis-
tiques importantes, a savoir 1’espérance mathématique et la variance.

Considérons, donc, un espace probabilisé (Q, 4, P) et soit X une v.a. continue de
(2,4) dans (R, Bg).L’espérance mathématique de X s’exprime, en s’inspirant de la for-
mule correspondante du cas discret, par I’intégrale

E(X):/QX((D) dPX(Bm):/QX(co) dP(o) (A4.15.1)

ol on anoté B, = {B € Br | X “1(B) = o}. Cette intégrale pose un probléme car ¢’est une
intégrale au sens de Lebesgue. Or en regle générale on ne peut faire des calculs qu’avec
des intégrales au sens de Riemann. Pour contourner cette difficulté nous allons renoncer
a utiliser la mesure de probabilité P(®) et nous allons utiliser, a sa place, la fonction de
répartition qui, comme nous 1’avons vu, caractérise completement la loi Py. Rappelons que
Fx est une fonction de R dans R. Nous pouvons donc définir I’intégrale au sens de Stiltjes :
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Jg xdfn(x) . Cen’est pas encore une intégrale au sens de Riemann mais on verra qu’avec
une contorsion supplémentaire on peut y arriver. Pour le moment essayons plutot de voir ot

nous en sommes. Le théoréeme suivant le précise.

THEOREME A.15.1 Soit F; fonction de répartition d’une v.a. X sur (Q,4). Alors si es-

pérance mathématique de X existe, elle est égale numériquement a l’intégrale de Stieltjes

E(X):/Rxdfnx(x) (A.15.2)

Donc, bien que nous avons changé de mode de calcul (et, accessoirement, de ma-
niere de voir le monde), I’espérance mathématique est toujours 1a! Il reste maintenant a
passer a une intégrale de Riemann. Nous pouvons le faire, pratiquement sans bouger, si on
s’assure que la fonction de répartition Fxy admet une dérivée continue. Dans ce cas I’inté-
grale de Stiltjes peut se transformer a une intégrale de Riemman et on aura pour 1’espérance
mathématique :

E(X) :/RxF;((x) dx (4.15.3)

N\ ! z .t z
ol Fy est la dérivée de Fx.

Dans la suite on notera par fx la dérivée F;( de F et on I’appellera fonction de

densité. Plus précisement :
DEFINITION A.15.1 Une fonction fx : R — R est appelée fonction de densité si elle sa-
tisfait aux conditions suivantes :

(1) fx(x)>0VxeR,

(2) fx admet au plus un nombre fini de discontinuités dans chaque intervalle fini de R ,

(3) Jg fx(x)dx=1

La relation entre fonction de répartition et fonction de densité est évidemment :

Fr(x) = / 1 (&) dE (A.15.4)

l—e ™ six>0

. " La fonction
0 si x<0

EXERCICE A.2 Soit la fonction de répartition Fx (x) = {

. _ ke ™ 5i x>0
de densité est fx(x) = { 0 G0
A.16 Espérance mathématique - Variance

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions concernant 1’espé-

rance mathématique et la variance d’une v.a. continue X : (Q,4) — (R, Bg).
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DEFINITION A.16.1 L’espérance mathématique de la v.a. continue X sur (Q, 4) est don-

née par
E(X) :/ X f(x) dx (4.16.1)
R

ou fy fonction de densité de la v.a. X.

L’intégration étant un opérateur linéaire, les propriétés de 1’espérance mathématique
qu’on avait déja examiné au chapitre précédent, sont valables ici aussi. En particulier si

h(X) est une fonction de la v.a. X, alors 2(X) est aussi une v.a. avec espérance mathématique

E[h(X)] = /R h(x) fi(x) dx (4.16.2)

DEFINITION A.16.2 La variance de la v.a. continue X est donnée par
V(X) :/ (x— E(X))? fx(x) dx (4.16.3)
R
De méme si h(X) fonction de X, alors sa variance est

VIRO)] = [ () —EBCOIP fi(x) d (A.16.4)

La variance par rapport a une constante A € R est donnée par la formule
/R =P fi(x) dx = V(X) + (E(X) = 1) (4.16.5)

qui est I’équivalent de la formule (4.13) pour le cas discret.

A.17 Moments - Médiane - Quantiles

Nous pouvons, pour les moments, que nous avons déja examiné au chapitre précé-
dent, établir facilement leur équivalent en v.a. continues. Nous avons donc pour les moments
d’ordre k.

— moment d’ordre k autourde A € R :

pk(x)z/ - A dfnx(x):/ A f(x) dx (A17.1)
R R
— moment centré d’ordre k :
,uk:/ x—EX)* dfnx(x):/ x—EX)]* fx(x) dx (A.17.2)
R R
— moment d’ordre k non centré (initial) :
y;:/R Y dfnx(x):/ka fx(x) dx (A.17.3)

Pour des études statistiques on utilise aussi les trois notions suivantes :
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DEFINITION A.17.1 On appelle médiane d’une v.a. X tout nombre m € R tel que
Px(X<m)>05 et Px(X>m)>0.5.

La médiane est donc un nombre m € R qui a autant de chances d’étre dépassé par
une valeur de la v.a. X, que de ne pas étre dépassé.

Nous avons, concernant la médiane, les propriétés suivantes :
PROPRIETE A.17.1 Fx(m)=0.5
PROPRIETE A.17.2 ™ fx(x)dx=1—["_ fx(x)dx=0.5

PROPRIETE A.17.3 o(X)>|E(X)—m|

Etant donnée une v.a. X et sa loi de probabilité Py , la valeur médiane existe toujours
et parfois il y en a plusieurs. En effet considérons le jeu « pile ou face » et associons a ce
jeu la v.a. X de sorte que X prend la valeur O si le résultat est « pile » et la valeur 1 si le
résultat est « face ». Alors pour tout nombre m € [0, 1] nous avons Px(X < m) > 0.5 et
Px(X > m) > 0.5. Donc tout nombre dans I’intervalle [0, 1] convient pour médiane de la
va. X.

DEFINITION A.17.2 Soit une v.a. X avec fonction de répartition Fx. On appelle p-ieme
quantile de X , avec p € |0,1[, un nombre noté x, et tel que Px(X < x,) > p et Px(X >
xp) >1—p.

Cette définition conduit a la définition équivalente :

DEFINITION A.17.3  On appelle quantiles d’ordre k , les k — 1 nombres q1,q2,...,qk—1

tels que :

k—1
et Px(X>q)>—— ;1=12,....k—1 (A.17.4)

Px(X <6][) > X

1~

La relation des quantiles avec la fonction de répartition est donnée par la propriété

suivante :

PROPRIETE A.17.4 . Si la fonction de répartition Fx est continue et strictement crois-

sante, alors

!
(g =4+ 1=1.2... k1 (A.17.5)

D’habitude, parmi les quantiles, on utilise

— les quartiles, qu’on obtient des quantiles pour k =4, i.e. Px (X < ¢q;) > % et Py (X >
q) > %;l: 1,2,3;

— les centiles, qu’on obtient des quantiles pour k = 100, i.e.Px(X < ¢;) > ﬁ et

PX(XZqz)Z% ; 1=1,2,...,99.
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DEFINITION A.17.4 On appelle mode d’une v.a. X avec fonction de densité fx la valeur

xp € R pour laquelle fx est maximale, c’est-a-dire :

xy =—()"max fx(x) (A.17.6)
x€R
Pour une v.a. discrete X qui prend les valeurs xi,xz, ... avec probabilités p, pa,...
respectivement, le mode est défini de fagon analogue :

xy =—()" max Py(X =x)=-()" max pi (A.17.7)

=12,.. =12,..

REMARQUES.- (i) Le mode n’est pas forcement unique. Dans ce cas la fonction de

densité de X est dite multimodale.
(i1) Si la fonction de répartition admet un seul axe de symétrie et cet axe passe par

son maximum, alors ce maximum représente a la fois I’espérance mathématique, la médiane

et le mode.

A.18 Fonctions des variables aléatoires

Considérons une v.a. continue X : (Q, 4) — (R, Br).La propriété suivante établit les

conditions pour qu’une fonction de X soit aussi une v.a.

PROPRIETE A.18.1 Soient Fx la fonction de répartition et fx la fonction de densité de
la v.a. continue X. Considérons I’application mesurable h : R — R. Notons Y la fonction
h(X). Alors Y est une v.a. si h est inversible et continiiment différentiable. Dans ce cas la

fonction de répartition de Y est
Fr(n)=P (X<h™'(y) =Fx (h"'()

Pour la fonction de densité nous avons bien siir fy (y) = d%Fy (y), mais aussi

!/

o) = (') [ (') |

A.19 Extension au cas des v.a. discretes

Nous allons, avant de terminer ce paragraphe, définir les notions des fonctions de
répartition et de densité pour des v.a. discretes.
Considérons une v.a. discrete X sur (Q,4,P) qui prend les valeurs x;,x3,... avec

probabilités p;, ps,.... On note par E 1’ensemble des valeurs xj .

DEFINITION A.19.1 La fonction de répartition Fx de la v.a. discréte X est une application
de E définie pour tout x € E par Fx (x) = Px (X <x), avec Px(X <x)=P (X' ({xx €E | xx <x})) =
P({on € Q| X(0g) = x4 < x})

La fonction de répartition pour une v.a. discrete est une fonction en escalier et elle

présente des discontinuités aux points x1,x2,... .
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DEFINITION A.19.2 La fonction de densité de la v.a. discréte X est une application de E
définie par fx(xi) = Px(X = x¢) pour tout x, € E

Pour la fonction de densité nous avons

Y =1

xp€E

La relation entre fonction de répartition et fonction de densité est donnée par la

PROPRIETE A.19.1 Si Fx et fx sont fonctions de répartition et de densité respectivement,

de lav.a. X, alors

Fx)=Px(X <x)= Z Ix (xx)

xx€E
X <X

Si h est une fonction mesurable de la v.a. X alors Y = h(X) est aussi une v.a. avec
fonction de densité

=Y fitw)

x€E
h(x)=y

Dans le cas particulier ot /2 est bijective, nous avons : fy (y) = fx (h~'(y)).

VECTEURS ALEATOIRES

L’étude d’une expérience aléatoire a I’aide d’une variable aléatoire n’est pas toujours
suffisante. Lorsque e.g. nous voulons examiner le taux de change franc/marc il est manifeste
qu’une seule variable ne suffit pas pour expliquer son évolution. Nous devons prendre en
considération le différentiel de 1’inflation de deux pays, le différentiel des taux d’intéret,
les résultats du commerce extérieur, etc. Nous pouvons donc envisager pour étudier une

expérience aléatoire, I’utilisation simultanée des plusieurs variables aléatoires.

A.20 Variables aléatoires a plusieurs dimensions

Soit une expérience aléatoire dont le résultat est composé d’un systeme de g valeurs
X1,X2,...,X; €t ol x1 est une valeur de la v.a. Xj, xo est une valeur de la va. X, ...,
X4 est une valeur de la v.a. X,. Afin de faciliter les calculs, nous pouvons considérer les
valeurs x1,x2,...,Xq, qui apparaissent a chaque répétition de I’expérience aléatoire, comme
les coordonnées d’un vecteur & g dimensions que I’on notera x. Sous ces conditions la
famille des v.a. X1,X>,...,X, - qui, rappelons-le, sont des fonctions - peut €tre vue comme

un vecteur-colonne de ¢ lignes, appelé vecteur aléatoire et noté X. Plus précisement :
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DEFINITION A.20.1 Soient ( Q, 4, P) espace probabilisé et ( R, B,) espace probabi-

lisable. On appelle vecteur aléatoire réel a g dimensions toute application mesurable X de
(Q,4) dans (R, B,).

Du fait que I’application X est mesurable, nous avons
VxeR:{oeQ|X(w)<x}e 4

Nous pouvons, comme dans le cas de la v.a. , définir la loi de probabilité Px du vecteur

aléatoire X a valeurs dans R? , comme étant la mesure image de P par I’application X.

DEFINITION A.20.2 On appelle loi de probabilité conjointe Px la probabilité induite par

le vecteur aléatoire X :

VBe B,:Px(B)=P[X '(B)]

Nous avons aussi la définition suivante :

DEFINITION A.20.3 On appelle probabilité marginale Px; en X; du vecteur aléatoire X =

[Xl,Xz,...,Xq]T la loi de probabilité de la v.a. X; :
VB e ng:PX,' (B) :PX(XI ER, Xi €B,--- anER) EES 17"'aq

Siles v.a. X1,X;, ..., X, sont continues et la probabilité que le point x € RY se trouve

dans I'hyper-réctangle { [x|, x| +dxi [, ..., [x4, X, +dx,[} estde laforme fx (xi,...,xq)dx; -+
, alors fx est la densité de probabilité du vecteur aléatoire X = [X, Xz, . . . 7Xq]T. Nous avons
évidemment

/~--/RqfX(xl,...,xq)dx1~--dxq:1

L’extension au cas discret est immédiate. Si les v.a. Xi,X,...,X, sont discretes, alors
la probabilité que X = x € R? est donnée par Px(X = x) =/x(x) =fx(x1,...,Xq) , avec
Y« fx(x) =1. La somme ici est considérée par rapport a tous les points x € R? pour lesquels
X l(x)ea.

Pour la fonction de répartition d’un vecteur aléatoire, nous avons la relation

) =P(X<x) = [ [ (G 8 den - dex s x € R

Dans le cas de la probabilité marginale, nous pouvons définir la fonction de réparti-

tion marginale en X; par la relation
FXI ()Ci) :PX[(Xi <xi) :FX(+°°7 7+°°7-xi7+°°7"' 7+°°)

La fonction de densité marginale en X; est donnée par la relation :

fx, (%) :/m//RfH fx(xt,..,xg)dxy - dxi—rdxipy - dxg



148

ANNEXE A. RAPPELS DES PROBABILITES

L’espérance mathématique du vecteur aléatoire X est le vecteur

E(X) =[E(X1), - E(X,)]

Pour une v.a. X la variance est. V(X) = E (X — E(X))* . Si on passe 2 un vecteur

aléatoire nous obtenons, a cause du fait que la variance est le carré de I’espérance ma-
thématique du scalaire [X — E(X)], la matrice E [(X —EX))-(X—E(X))" | , de dimen-

sion (g x g), qui peut étre vu comme le carré de I’espérance mathématique du vecteur
X—-EX)].

DEFINITION A.20.4 On appelle matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire X ,

la matrice
C(X) =E [(X—E(X))- (X—E(X))" |

de terme général
Cij=C(X;,Xj) =E[X;—EX;))- (X; —EXj))] s i, j=1,....q

La quantité C; s’appelle la covariance des v.a. X; et X.

Remarquons que

— la matrice C(X) est symétrique

- Gi = C(X,Xi) = E[(X; —E(X)))- (i —E(X))] = E(X —E(X))* = V(X)) 5 i =
1,...,q c’est-a-dire que les termes diagonaux de la matrice de variance-covariance
sont les variances V(X;) des coordonnées X; du vecteur aléatoire X.

Il est possible aussi, comme dans le cas des v.a., de définir une transformation du
vecteur aléatoire X. Nous allons nous limiter aux transformations linéaires, ¢’est-a-dire aux
transformations qui peuvent s’exprimer a 1’aide d’une matrice. Nous avons ainsi que si X

est un vecteur aléatoire composé€ de g v.a. X1,X3,...,X, , alors Y =A-X est aussi un vecteur
aléatoire, avec A matrice carrée (¢ x ¢) de terme général (a; ;) .L’espérance mathématique
de Yest:

E(Y)=A-E(X)
La matrice de variance-covariance C(Y) a comme terme général :
C(Y,Y)) = E[(Yi—E(Y})) (Y; - E(Y)))]
= Yriawaj E[(X; — E(X;)) - (X; —E(X}))]
= Y aiaj C(Xi, X;)
ou, sous forme matricielle :

C(Y)=A-C(X)-AT
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Couples de variables aléatoires

Soient deux v.a. X et Y définies sur deux espaces probabilisés (pas nécessairement
différents) (Q,4) et (Q',B). Supposons que X prend les valeurs xj,x,- -+ avec probabili-

tés p1,pa,--- respectivement et ) p; = 1 et Y prend les valeurs yi,y,,--- avec probabilités
i

q1,q2,- - respectivement et } g; = 1. En utilisant ces deux v.a. on peut former un couple
i

aléatoire Z = (X,Y) qui est aussi une v.a. qui prend les valeurs (x;,y;);i,j=1,2,.... (On
peut aussi, a propos de Z, parler de vecteur aléatoire, mais cette terminologie et son exten-
sion a plus de deux dimensions sera étudier a un chapitre ultérieur.) La probabilité associée

ala valeur (x;,y;) sera notée p;; et sa valeur est :

pijzp[(xzx,-)ﬂ(yzyj)} A21.1)

Cette probabilité s’appelle loi conjointe du couple de v.a. (X,Y) .Nous pouvons voir que p;;
constitue bien une mesure de probabilité, au sens du chapitre 2, car p;; > 0;i,j=1,2,...
et ZZPU =1.

i

Remarquons que si X et Y sont indépendantes, alors p;; = p; . p;.

Lois marginales

DEFINITION A.21.1 . Etant donné un couple de v.a. (X,Y) , nous appelons probabilité
marginale relative a une v.a. du couple la loi de probabilité de cette v.a., i.e.

— probabilité marginale par rapport a X : p;. =Y. pi;
J

— probabilité marginale par rapportaY : p j =Y pi;
i

En statistique et en analyse de données on construit a partir d’un couple aléatoire le

tableau suivant, qu’on appelle ttableau de contingence :

Y |y Yj
X qi qj
Xt p1|pu o piyj o pL.
Xi pi | pit - Pij o Di.

p1 o py o | LiXjpij=1
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Le plus souvent a la place des probabilités p; ; que le couple (X,Y') prenne les valeurs
(xi,yj) » qui sont inconnues, on utilise les fréquences d’apparition des valeurs (x;,y;) dans

une série de N répétitions de I’expérience aléatoire.

A.21.2 Lois conditionnelles

Etant donné un couple de v.a. (X,Y) et la loi conjointe p; j » on appelle loi condition-
nelle de X sachant que Y =y, la suite (p;|;),_, des probabilités que la v.a. X prenne la

valeur x; sachant que la v.a. Y a pris la valeur y;.

Par application du théoréme des probabilités composées nous avons :

pi =P =12, (A21.2)
pP.j

A.21.3 Moments - Covariance

Pour le couple de v.a. (X,Y) nous pouvons définir les moments d’ordre (k,/) autour

de I’origine, selon la formule :
= E(X*Y (A.21.3)

. ! . . .
Si I’'un de nombres k,/ est nul, le moment g, ; se réduit au moment d’une seules v.a., i.e.
nous obtenons le moment de la loi marginale.

Pour les moments centrés nous avons :
o =E[(X=EC)) (v —E(Y))’ (A21.4)
Le moment centré
uin =cov(X,Y)=E[(X—E(X)) (Y —E(Y))] (A.21.5)
s’appelle covariance. Nous avons la relation :
cov(X,Y)=E(XY) —E(X)-E(Y) (A.21.6)
Il s’ensuit que si les v.a. sont indépendantes (= E (X Y) =E (X)-E(Y) ), alors cov(X,Y) =
0, mais la réciproque n’est pas, en général, vraie.
A.21.4 Coefficient de corrélation

DEFINITION A.21.2 . Soit un couple de v.a. (X,Y)La quantité 6)2(1

E[(X-EX)) (Y -EX))]

50X 7] (A21.7)

Pxy =

s’appelle coefficient de corrélation.

S’il n’y a pas d’ambigiiité, on note simplement par p le coefficient de corrélation.

Nous avons aussi la relation

_ cov(X,Y)
p= W (A.21.8)
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Si X, Y sont indépendantes, alors p = 0 et on appelle les v.a. X, Y non corrélées. Le
contraire, en général, n’est pas vrai, i.e. p = 0 n’implique pas que X, Y soient indépen-

dantes.
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