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Chapitre 1

Introduction

Il n’est pas aisé de manipuler certains outils mathématiques qui nous
seront nécessaires pour la compréhension de la micro-économie. Ils ne vont
pas de soi et nous conduisent quelques fois a de fausse conclusions !

1.1 La probabilitée, pas si simple que ca!

Exemple :

On considere un ensemble de personnes, et on fait passer un test a
chacune d’entre elles pour déterminer qui est malade et qui ne ’est
pas.

La probabilité pour que le test soit positif alors que 1'on n’est pas
malade est de 1%.

La probabilité pour que le test soit négatif alors que 'on est malade
est de 1%.
Soit p = ﬁ la probabilité qu’une personne prudente tombe malade.
Quelle est le probabilité pour que 1’on soit malade si le test est positif ?

Notations :
— Les test negatifs = Testo
— Les test positifs = Test®

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



1.2 Le choix du pannier 5

P[Test & |Malade] x P[Malade]

P[Malade|Testo] =

P[Testd]
0.99x 0,001 9.9-10~% ~ 10~
~ P[Testo] P[Testo]

P[Testo] = P[Testo|Malade]x P[Malade]+P[Testo|Sain] x P[Sain]
=0.99 x 0.001 +0.01 x 0.99 ~ 10~

1073
=101

P[Malade|TestS)] ~ 02 =

1.2 Le choix du pannier

La micro-économie est la mise en évidence des interactions entre des
agents (producteur et consommateur). On étudie les réactions des consom-
mateurs vis-a-vis d’un "panier garnis ”, sachant que chaque consommateur a
le choix entre plusieurs paniers.

Un panier est un vecteur = de R%. La relation d’ordre dans R% n’est pas
totale.

Définition : Relation de préférence

Soit x,y de Ri, alors :

— x >y signifie que x est préférable a y ;
— y > x signifie que y est préférable a x ;
— x ~y signifie que x est équivalent a y ;
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Chapitre 2

Fonction d’utilité

2.1 Fonction d’utilité ordinale

On fait deux hypotheses :
— Hy : Les préférences sont asymétriques. On ne peut donc pas avoir x
et y tel que y = x et z > y.
— H, : Les préférences sont négativement transitives.
® soit x > z;
® Soit 2 > y;
e soit x > zet 2 > y.

Théoreme :
Si Hy et Hy sont vraies alors :
— la préférence ¢ est antiréflexive : il n’existe pas de x tel que x > x ;
— ¢ est transitive : x =y ety >z = T > 2 ;
— il y a acyclicité : st xy = X9 > ... = Tp_1 > Tp > Ty alors x1 # .
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2.1 Fonction d’utilité ordinale

Définition :

— x est faiblement préféré a y (x > y)si et seulement si y = x est
faux ;

— x est faiblement préféré a y si et seulement si x est au moins aussi
bon que y ;

— x ~y si et seulement sty > x et x >y sont fauz.

Propriété :
Si la préférence stricte a les deux propriétés citées alors la préférence
faible est compléte : Vx,y soit y = x, soit x =y
— la préférence faible est transitive ;
— la relation d’indifférence (~) est transitive, symétrique et réflexive
(six>=yety>z alorsx = z);
Soit x,y,w,t ERF, siw~x,y~t, etsiz>yalorsw =1y et x > t.

Définition : Fonction d’tilité
Une fonction d’utilité décrivant un pré-ordre de préférence est une
fonction U : RE — R tel que :
—x=yssiU(z) >U(y);
—xr~yssiU(z)=Uly);

Hypothese : de continuité

Soit Y est le sous-ensemble des vecteurs de Rﬁ qui sont strictement
préférés a x.

Ve e REY = {y e RE |y > z}

Soit Z est le sous-ensemble des vecteurs de ]R’f; tel que z leur soit
strictement préféré.

Ve e RE Z ={zeRV|z > 2}

Y et Z sont deux sous-ensembles ouverts.
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2.1 Fonction d’utilité ordinale 8

Théoreme :
Soit une relation de préférence définie sur RY et respectant les trois
propriétés suivantes. Alors elle peut étre représentée par une fonction

d’utilité continue.

x = yssilU(x) > U(y) }

U : Rk R tel
T q“e{ © ~ yssill(x) = Uly)

Propriété :

1) Monotonie :
V(z,y) € (RE)?, siz >y, alors x = y < U(z) > Ul(y)
2) Stricte convexité :
Yy €01 V(z,y,2) € R, y# 2k =y y+(1-7) 2 -2

3) Stricte quasi-concavitée :

U U
vy €10,1],¥(z,y) € (Ri)2; yFry-z= {ng?34>+((1327)~z)>U(x)

Définition :
Une relation = est dite non localement saturée si Vx € Ri,Ve > 0,
un panier y = (Y1, ..., Yn) vErifiant :

~|zj -yl >  Vjiel.k
Y=

Exemple :

Dans Ri, on a :

Y | X|Z

Vin |10 8 | 9
Biere | 5 | 6 | 8
Scotch | 3 | 2 |1

Onadonc:Y = XetZ>Xavecy=1SiW=~-Y+(1-7)-Z,
9.5

alors W | 6.5 |, donc W > X.
2.0
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2.2 Fonction d’utilité cardinale 9

2.2 Fonction d’utilité cardinale

Soit X une variable aléatoire discrete telle que :

x
T2

X
Tn

Vi € [1,n], z; est un palier avec une probabilité p;, alors :

U(X) = z pil () <= U(X) = B[U(X)]

Définition :
On appelle loterie L la donnée de p,x,y d'un ensemble. On note
L(p,x,y) avec : p probabilité p, d’avoir le panier x et 1-p probabilité
py d’avoir le panier y.

Remarque :

z est I’équivalent certain de la loterie L(p, z,y) si et seulement si :

2~ L(pa,y) & UZ)=pe-Ulz) +p, - Uy)

Propriété : Indépendance forte

(z,y,2) € R} 2 ~y=VpeR, L(p,z,2) ~ L(p,y, 2)

Propriété : Continuité

(z,y,2) € R} x>y = 2= Bp,y = L(p,z,2))

Propriété : Monotinicité

T=y=t
T2zt Y=z<=p1 > P2
x,y,2,t) € (R?)4 :>{
( )€ (R3) y ~ L(p1,,t) Y~z pL=Do
z ~ L(ps, x,t)
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2.2 Fonction d’utilité cardinale 10

Propriété : Valeurs intermédiaires

TmYy=z

(z,y,2) € (R)? }#3@6[0,1],y~a-x+(1—a)-z

Yy oz

Théoreme :
Pour toute relation de préférence qui est définie sur R™ et qui satisfait
les propriétés précédentes, il existe une fonction d’utilitée
U: R} — R telle que :

) U(z) > U(y)
V= { U(E(x)) > B(U(x))

Remarque :
— U est C*;

— U est croissante, U’ > 0;
— U est localement non saturée (c’est-a-dire qu’on préfere toujours
en savoir plus)

Exemple :
Iy a3 types d’'individus :

1. Ceux qui aime le risque :
Leur fonction d’utilitée est convexe. Ils sont pres a acheter un
billet a 10-€ pour la loterie :

+1000,p = L; —1000,p = 1

2. Ceux qui sont indiférent au risque :
Leur fonction d’utilité est une droite. Ils ne jouent pas a la
loterie précédente méme si le billet était a 1€.

3. Ceux qui ont une aversion pour le risque :
Leur fonction d’utilité est concave.

Ona
* a
{ Z?(R) L(R )QL(Rb) }

— Ra"!‘Rb
- 2

=]

On en déduit donc :

E[U(X)] < U[E(X)]

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.2 Fonction d’utilité cardinale 11

Utilon

Uity fr——————
U(R) o= ———
U(R*) - — —

U(Ra) b=
5 . Unit¢ mondtaire

/ Bo me R M

Démonstration : Mesure de ’aversion du risque

Soit : R R
X (=222
22
On a
U()? _ U(fa) + U(fb)
PR =T+
donc,

On en déduit :
U(R) < U(R)_
EU(X)] <U[E(X)]
On dit que :

R* ~ ‘C(%7 Ra; Rb)

R — R* =7 ot 7 est la prime de risque.

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.3 Aversion absolue pour le risque (AAR ou ARA) 12

Remarque :

Calcul de 7 la prime de risque
Soit W la richesse initiale d’un individu et la loterie 7 :

o)

(W, t) avec { Var%t)::

on a les possibilités

g

R )

Gagner t,p, =
Perdre t,p_ =

Ml"‘l\’)l»i

wE=w-—m

Uwe = uw )
= UW) =7 U'(W) +(m)

= U(W +1)
= UW)+1-UW)+Z .- U"(W)+(#)

E(UW +1)) = U(W)+0+%-§2(P)
U”(W)-02
= UW)+ 5

Or UW*) = E[UW +t)] 2
done U(W) — - U'(W) = U(W) + 527

Et enfin 7 = % : (—gl,/((vvg) )

2.3 Aversion absolue pour le risque (AAR ou
ARA)

UII(W

~—

AAR = —

3
=
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2.4 Aversion relative pour le risque (RRA) 13

Remarque :

U est une bonne fonction d’utilité si AAR diminue quand W aug-

[AAR
ke 0.

mente, donc

Propriété :

— 'AAR d’une personne qui a de [’aversion pour le risque est posi-
twve ;

— ARA d’une personne qui a une forte aversion pour le risque est
plus grande que I’ARA d’une personne qui a une faible aversion
pour le risque;

— ’ARA est insensible a toute transformation affine de la fonction
d’utilité.

2.4 Aversion relative pour le risque (RRA)

U//(W)

RRA = -W
u(w)

Remarque :

U est une bonne fonction d’utilité si RRA est constante par rapport
aWw

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.4 Aversion relative pour le risque (RRA) 14

Exemple :

UW)=—a - W2+ bW
UW)=-2aW+1b donc W < L
>0

Il suffit de trouvé a petit pour trouver u seuil a la richesse sachant
que a et b sont positifs.

uw) = —2-a < 0
_ u’(w) _ 2-a
ARA = —Fmm T o
dARA 4-a> > 0
aw (b—2-a~W();V)
_ u” _ 2-a-W
RRA = —W . W - b—2-a-W
dRRA  __ 2-a-b
aw. T BeawE 0

L’ARA augmente quand W augmente donc U n’est pas une bonne

fonction d’utilité.

Exemple :

Soit a > 0

uw) = e—oW

uw) = a—e@W

U'w) = —a®>—e " <0
ARA = -G =2l —q
RRA = a-W

ARA est une constante et RRA augmente quand W augmente donc
U n’est pas une bonne fonction d’utilité.

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.4 Aversion relative pour le risque (RRA) 15

Exemple :
UW) InW
vw) =
uw) = —#
ARA = %
RRA = 1

ARA est décroissante et RRA est constant donc U est une bonne
fonction d’utilité.

Exemple :
u(W) = — 3
uw) = #;U’(W)>O
U'(W) = —Z:U"(W) <0
U (w
ARA - = U/((W)) - %
ﬁ(ARA) = —% <0

Quand W augmente, ARA diminue. RRA = 2 = cte donc U est une
bonne fonction d’utilité.

Définition : Conditions d’INADA
Une bonne fonction d’utilité respecte les conditions d’INADA :

i)hspaceOﬁcmleimoU'(W) — 00

ii)hspace0.5emU"' (W) — 0
W—o0
Remarque :

On constate pour toutes les fonction d’utilité décrite précédement
vérifient les conditions d’Inada

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 16

2.5 Difficulté de construction d’une fonction
d’utilité

Le paradoxe de Allais :
Etape 1

On a le choix entre deux loteries :

(1) 4500008 p=0.8] (2) 300000§ p=1
085 p=0.2

Dans une classe de 80 éleves-ingénieurs, 67 préferent (2) a (1). On
préfere la loterie (2), i.e. (2) = (1).

Etape 2
On a le choix entre deux loteries :

(A) 3000005 p=0.25 | (B) 4500008 p=0.2
0$ p=075 | 0$ p=038

Dans la méme classe de 80 éleves-ingénieurs, 62 préferent (B) a (A).
i.e. (B) > (A).

En fait
(4) = £(3: (2):0)
(B) = £(3: (1):0)

Donc d’apres les propriétée des lotterie : A = B

Paradoxe :
(2) = (1), or 1(2) < 1(1).

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 17

Exercice :

(Our thanks to David Pyle, University of California, Berkley, for pro-
viding this problem.)

Mr. Casadesus’s current wealth consists of this home, which is worth
$50, 000, and $20,000 in savings, which are earning 7$ in a saving
and loan account. His (one-year) homeowner’s insurance is up for re-
newal, and he has the following estimates of the potential losses on
his house owing to fire, storm, etc., during the period covered by the

renewal :
Value of loss,$ | Probability, %
0 0.98
5,000 0.01
10,000 0.005
50,000 0.005

His insurance agent has quoted the following premiums :

Amount of insurance, $ | Premium, $
30, 000! 30+ AV L2
40,000 27+ AV L,
50, 000 24+ AV Lg

Mr. Casadesus expects neither to save nor to dissave during the co-
ming year, and he does not expect his home to change appreciably in
value over this period. His utility for wealth at the end of the period
covered by the renewal is logarithmic, i.e., U(W) = In(W).

1. Given that the insurance company agrees with Mr. Casadesus’s
estimate of his losses, should he renew his policy
— (1) for the full value of his house,
~ (2) for $40, 000, or
— (3) for $30, 000, or
— (4) should he canceled it ?

2. Suppose that Mr. Casadesus had $320,000 in a saving account.
Would this change his insurance decision ?

3. If Mr. Casadesus has $20, 000 in saving, and if his utility function is
U(W) = —200,000WW !, should he renew his home insurance ?
And if so, for what amount of coverage ?

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 18

x Precision :

— Insurance covers the first x dollars of loss. For simply, assume that
all losses occur at the end of the year and that the premium is paid
at the beginning of the year.

— Actuarial value of loss = expected value of the insurer’s loss.

AVL1
E(p) = 0,98 x0+40.001 x 50004 0.005 x 10000+ 0.005 x 30000 = 50+
50+ 150 = 250 S’il s’assure pour $30, 000, il va payer 30+ 250 = 2808.
L’assureur n’a pas peur du risque car il y a mutualisation du risque
(penser au théoreme central limite). 280% est la prime de risque.

AVL2
Pour $40, 000, E(p) = 300, la prime de risque vaut 300 + 27 = 3278.
S’il s’assure pour $40, 000, il va payer 327$.

AVL3

Pour $50, 000, E(p) = 350, la prime de risque vaut 350 + 24 = 3748.
S’il s’assure pour $50, 000, il va payer 374$.

1. On ne s’assure pas. W, richesse.

Di W W; Inw;
0.98 | 5000004-20000(1.07) | 71400 | 11,176
0.01 | 45000420000(1.07) | 66400 | 11,103
0.005 | 40000420000(1.07) | 61400 | 11,025
0.005 0420000(1.07) 21400 | 9,971

4 4
UA) =U(1)=> pU(w) =Y pilnw; = 11.1685
=1

i=1

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 19

2. On s’assure pour $30, 000

Di W; Wy Inw;
0.98 | 500000 + (20000 — 280) x 1.07 | 71100.4 | 11,172
0.01 | 50000 + (20000 — 280) x 1.07 | 71100.4 | 11,172
0.005 | 50000 + (20000 — 280) x 1.07 | 711004 | 11,172
0.005 | 30000 + (20000 — 280) x 1.07 | 51100.4 | 10, 841

La perte se monte a $50, 000. On débourse $20, 000 et il reste $30, 000.

U(As) = U(2) = Xy pill (w;) = 11,1702

3. On s’assure pour $40, 000.

Di w; w; Inw;
0.98 | 500000 + (20000 — 327) x 1.07 | 71050.11 | 11.171
0.01 | 50000 + (20000 — 327) x 1.07 | 71050.11 | 11.171
0.005 | 50000 + (20000 — 327) x 1.07 | 71050.11 | 11.171
0.005 | 30000 + (20000 — 327) x 1.07 | 31050.11 | 10.343
4
U(Ai) =U(3) =Y pU(w;) = 11,17038
i=1
4. On s’assure pour $50, 000.
Di w; w; Inw;
0.98 | 500000 + (20000 — 374) x 1.07 | 70999.82 | 11.170433
0.01 | 50000 + (20000 — 374) x 1.07 | 70999.82 | 11.170433
0.005 | 50000 + (20000 — 374) x 1.07 | 70999.82 | 11.170433
0.005 | 30000 + (20000 — 374) x 1.07 | 70999.82 | 11.170433
4
U(Aso) = U(3) =Y piU(w;) = 11,17043
i=1
U@4)>U@G) Viel, 2,3
donc on doit s’assurer a 100%
Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie




2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 20

5. $320,000 dans un compte d’épargne au lieu de $20, 000.

) = 12.87909818
12.87901144
12.87860686
As)) = 12.87901666

SsS
FrT
(1

Dans ce cas, il vaut mieux qu’il n’assure rien.

6.
Uw) = —200000w"
U(A) = —2.838234138
U(As)) = —2.818428397
U(Ayp) = —2.833046145
U(As) = —2.81690855

dans ce cas, il vaut mieu tout assurer.

Exercice :

A small businesswoman faces a 10% chance of having a fire that will
reduce her net morth to $1.00, a 10% chance that fire will reduce it to
$50,000, and an 80% chance that nothing detrimental will happen,
so that her buisiness will retain its worth of $100,000. What is the
maximum amount she will pay for the insurance if she has a logarith-
mic utility function? In other words, if U(W') = InW, compute the
cost of the gamble*.

x Precision : The insurance pays $99,999 in the first case; $50,000
in the seconde case; and nothing in the third.

10% de chance — $1
10% de chance —  $50,000 U(W;) = InW;

80% de chance — $100, 000
Si la personne n’a pas peur du risque, elle serait préte a avoir en fin

d’année :
1 % 0.14 500000 x 0.1 4 1000000 x 0.8 = 85000 (Si pas d’assurance).

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité 21

On va utiliser II, prime de risque que 'on est prét a payer pour ne
pas jouer a ce jeu :

I=R- R

R = U(G) = 85000 (Gain)

In(R*) = E(U) espérence de l'utilité
= 0.1In1 + 0.11n(50000) + 0.81n(100000)
= 10.292

In(R*) = In(W*) = 10.292.

R = W* = 29505.094 100000 — 29505.094 = 70494, 906
I1 = R — R* = 100000 — 85000 = 15000$ 70494, 906 — 15000 = 55494, 906

Donc la jeune femme est préte a payer 55494, 906% + 15000$ pour
ne pas risquer de tout perdre. Malheureusement il n’y a pas de mo-
nopole... Donc la jeune femme payera au minimum 15000$ puisque
les assurances ne peuvent pas faire payer en dessous (préte a perdre
85000$ sans assurance pas plus ou moins donc 100000 — 85000 =
150009 doivent étres garantis).

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



2.5 Difficulté de construction d’une fonction d’utilité

22

Exercice :

If tou are exposed to a 50/50 chance of gaining or losing $1000 and
insrance that removes the risk cost $500, at what level of wealth will

you be indifferent relative to taking the gamble or paying insurance ?
That is, what is your certainty equivalent wealth ? Assume your utility
function is U(W) = —W~1,

— Une chance sur deux de perdre $1000, on aurait X — 1000 ;
— Une chance sur deux de gagner $1000, on aurait X + 1000 ;
— L’assurance couterait $500.

0.5(X — 1000) x 0.5(X + 1000) = X
R=X

1
O'5X—1000

-0.5

E(U) _22'5X+11000

(X —1000)(X+1000)
-X

(X —1000) (X +1000)

(X2-10002)

1 X?-—10002 1000
o _ 000* _ 1000
E(U) X X
I = X-X+ 8%
_ 10002
X
= 500
= X = 10¢ — 2000

500

Prime qu’on est prét a payer pour étre assuré : $500.

— Si on a plus de $2000, on joue sans assurance.

— Si on a moins de $2000, on paie I’assurance pour ne pas risquer de
perdre $1000.
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Exercice :

Autre cas : w — $20000, méme loterie. Quelle est la prime de risque
qu’on est prét a payer ?

E(@) = 0.5w — 200 + 0.5w + 200 = w = 20000
U (@) = 1U(21000) + 1(19000) = —5.012510
w = 19950.12
Prise de risque = $50

Exercice :
Le paradoxe de Saint pétersbourg
Consider a lottery that pays $2 if n consecutives heads turn up in n+1
tosses of a fair coin (i.e. the sequence of coin flips ends with the first
tail). If you have a logarithmic utility function, U(W) = InW, what
is the utility of the expected payoff 7 What is the expected utility of
th payoft ?

Explication :

On a une piece, on lance. Si Face, on gagne, si Pile on pert et on

remise 2".
nbr de Pile | p; X E(X) U(X) E(U(X))
successif payement | gain
Lancé 1 0 0.5 20=1 0.5 Inl =0
Lancé 2 1 0.25 21 =2 0.5 In2 }l - In2
Lancé 3 2 0125 | 2°=4 | 05 Ind §-2-In2
0.5
n 2,1% 2" 0.5 | n-in2=In2" QH%
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~1+0+1+
1

2 3 4
§+1_6+3_2+"'

]' ]' 1 1 2 3
= —1+Z+§+E+§+...+g+l—6+3—2+...

.

w\>—‘<

1 1
= “l4i+-+—+—=+.+t=+3+..

8 16 32
b
11
= —1+§+5+E+5§+m:0
————
ST+

conclusion :
EUX) =U(X") =Y

1=0

21-% n2" = In2

= R*=2

V] war(X) =400 FE(X)=+00

Les gens ne payerais que $2 pour jouer a ce jeu alors qu’il y a une

espérance de gain oo.

var(X) = np(1l — p) est infinie aussi!!
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Chapitre 3

Choix social et efficacité

On suppose que l'on est dans un marché ou il y a [ individus qui vont
essayer de maximiser leurs fonctions d’utilitées respectives. Comme les biens
ne sont pas infinis, il va y avoir des conflits. Comment partager les ressources

de manieres équitables?
3.1 Modele général

Soient [ individus : 1,2, ...;4, ..., .

Soit V; la fonction d’utilité de I'individus 7. V; est localement non-
saturée.

Soit = (1,2, ..., T4, ..., 1) 'ensemble des paniers choisis par ces

individus.
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X1,
On a Vi,x; = T i avec xy;, la dotation de ’agent 7 en bien £.
TK
11 - T1g o e Z1,1
La matrice suivante donne 'issue : Tpi oo Thy o x(/'c.,' I)
Trki1 -« TKi - TKI

Soit X Tensemble des issues réalisables et X' ’ensemble des issues
efficaces.

Hypothese : Forte

On suppose que V; ne dépend que de z; = V;(x;), c’est a dire que la
fonction d’utilité ne dépend que de ce qu’on consomme. Autrement
dit, il n’y a pas d’externalitée.

Remarque :

Dans la réalitée, les externalités jouent un roles important. Par
exemple, si j’achete un pavillon a 1 000 000 €, I’évolution de la va-
leur de mon pavillon dépendra non seulement des aménagements (ou
dégradations) que j’y réaliserais mais aussi des changements du voi-
sinage.
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P ]
acteur [

Tso-utilité acteur | ———
Tso-utilité acteur 2 — —

Tssues efficaces .

Si mon voisin grincheux remplace ses vieilles haies de tuhias par de

magnifique et odoriférants rosier, ma satisfaction - et donc ma fonc-

tion d’utilité - augmentera sans augmenter mon pannier, c¢’est a dire

le volume de mes biens. Inversement, si la maison de mon voisin est

démolie pour laissée place a un pilone de transport électrique haute

tension, la valeur de mon bien diminuera. Dans I’hypothese de non-

externalitée, aucun évennement hors de mon contréle (de mon panier)

ne peut affecter ma satisfaction (ma fonction d’utilité).

Soit e la dotation initiale, ou ce que la collectivitée possede au départ :

I
Ona: ) x,; <e.
i=1

€1

€k

€K
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Remarque :

I
S’il n’y a pas de gaspillage, on a I'égalité : > x4, = ey.
i=1

3.2 Modeles particuliers

On a deux biens et deux individus. Il s’agit de partager les biens entre
des individus qui ont des intéréts différents.

e
La dotation initiale est ¢ = ( ! )
€2

1 e(er, e2)
- —— Repere relatif au consommateur 1

N

———— Repére relatif au consommateur 2

B e ] R

)

L’ensemble des issues réalisable est formé des points inclus dans
la boite de Edgeworth (Voir schéma corespondant). Il s’agit de toutes
les répartitions possibles de la dotation initiale.

L’ensemble des issues efficace est I’ensemble des points de tan-
geance entre les deux courbes. C’est a dire toute répartition qui, pour
un Vi donné, maximisent V5, et inversement.
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Définition :

L’issue x domine au sens de Pareto lissue ©’ si et seulement si :

Vi Ui(x) > Us(2')

Remarque :

— La dominance est stricte si et seulement si Vi U;(z) > U;(2').
— La dominance au sens de Pareto défini un ordre partiel.

Définition : Pareto efficacité

Etant donné un ensemble X' d’issue réalisable, une issue v € X'
est efficace au sens de Pareto s’il n’existe aucune issue x' € X' qui
domine x au sens de Pareto.

Définition : Enveloppe de Pareto

L’enveloppe de Pareto est 'ensemble des issues efficaces.

3.3 Le dictateur social bienveillant

Si I'on est pas capable de se mettre d’accord, on peut faire intervenir le
dictateur social bienveillant. Le dictateur social bienveillant est un acteur ex-
térieur au jeu qui a un role d’arbitre. Il est rationnel, et a donc des préférences
qui vont donner une fonction d’utilité U* tout a fait convenable, croissante et
concave. L’ordre choisit par cet individus est total car ¢’est un dictateur. Cet
acteur résoud le probleme du choix : entre deux issues x et 2’; il imposera
un choix.

Hypothese :

Les choix du dictateur peuvent étres normalisés au moyen d’une re-
lation de préférence modélisée par la fonction d’utilité : U* : X — R.
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Hypothese : Bienveillance du dictateur

Etant bienveillant, la dictateur ne va pas a l’encontre de 'intéret de
ces sujets.

x domine l'issue 2’ au sens de Pareto = U*(x) > U*(2/)

Hypothese :
Vi Ui(z) = Uy(2') = U*(xz) = U*(2)

Propriété :
Soit (U;) la famille des fonctions d’utilité des I consomateurs. La

préférence du dictateur social bienveillant satisfait aux hypothéses

précédentes si et seulement si :
U(z) = (Uy,....,Us, ... Up)
X R
U* : - avec W :RI - R

v= U (x) - (W(U(:c))) W strictement croissante

W est appelée la fonction de bien social, est une fonction stricte-
ment croissante de chacune des coordonnées du vecteur U(x), dit
imputation d’utilité.

Exemple :

Fonction de bien étre social :

1. Fonction de bien étre social utilitariste :

W(Ul, ceey Ui7 ceey U]) — Z Uz

2. Fonction de bien étre social Bergsonienne :

n

WU, ...U;, ..., Ur) = > ay - U; avec Vi a; > 0

i=1
Propriété :
Supposons que l'issue collective dans l'ensemble X' d’issues réalisable

résulte d’un mazimums de la fonction W strictement croissante, alors
I’état social ainsi obtenu sera toujours efficace au sens de Pareto
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Propriété :
Soient x* € X' une issue pareto-efficace et U(x*) limputation d’uti-
lité associée a x* dans l'enveloppe conveze de U(X').

I
Aay), Vi a; > 0 tel que U*(2*) = max Y a; - Us(x)

z€X’ i1

3.4 Choix social sans dictateur

Théoréme : de Houtchakker

Soit trois individus et trois issues.

x = a =" Pour les deux premiers
e Pour le troisieme

On ne choisira pas x”, ce n’est pas un optimum de Pareto.
x' domine x" au sens de Pareto.

Regle de Pareto
Notons > la préférence de 'individus «¢.

-2 &SVior-a
* i

Cette regle ne définit par un ordre complet. Elle ne permet donc pas

toujours de choisit entre deux issues.
Regle de majorité

Soit P(x,z') le nombre d’individus qui préferent = a z’.

T - v’ < Pz, 2) > L
. Cette regle n’est pas transitive.
Ty -2 Plz,y)=2=xz>y
*

y>z§x — ! Py,2)=2=y>z
2 a =y Plz,z)=1=z>=x

Dans cette situation, la regle de la majorité ne permet de choisir entre
les 3 issues.
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Regle de pluralité
x =2 < P(z,a') > P2/, x)

Cette regle présente les mémes défauts que la regle de la majorité.

Regle de ’alpha-majorité
-2 & Plr,2)>a-Taveca>1

Regle de Borda
On a [ joueurs et N issues. Le joueur ¢ va classer ses préférences
parmis les IV issues.
Si z, est classé en premier alors U;(z,) = N ;
Si z,, est classé dernier alors U;(z,) = 1;
Si x, et x,, sont indifférentes, on leur attribue I'utilité moyenne des
deux positions du classement qu’elles occupent.
On a donc :

U*(z) = ilUi(x)

x> x = U*Za:) > U*(2')

Cette regle ne définit pas un ordre total.

1 1 Ul(‘r) :SaUl(y) :2,U1(2) =1
2 o >2_ r — U2($) = 17 U2(y) = 1a UQ(Z) =3
é x é Y Us(z) = 1,Us(y) = 2,Us(z) =3
= Ur(z) =U*(y) =U"(z) =
Propriété :

Une regle de choix social doit définir une relation d’ordre antisymé-
trique et négativement transitive sur les issues collectives de X

Propriété : Pareto-efficacité

Vix>=a =x-2a
7 *
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Propriété : Indépendance des alternatives non pertinentes

Soient x et x' deur issues de X. Le classement collectif de ces deux
1ssues ne se modifie pas lorsque nous modifions le classement des
consommateurs relatifs a d’autres issues.

Propriété : Abscence de dictateur

Aucun des consommateurs i ne se pose en tant que dictateur dans le
sens ou il ne peut pas imposer se préférence a la collectivité.

{i|z >~ e UN(x) >U )} =0

Propriété : Impossibilité de Arrow
Deés qu’il y a trois individus et trois issues sociales différentes, il est

impossible de trouver une regle sociale satisfaisante simultanément
aux quatres propriétés précédentes.
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Chapitre 4

Consommateur

Mécanisme des prix
Equilibre général

4.1 Position du probleme

— Soit I consommateurs notés : 1,2,...;n, ..., N.
Soit K biens de consommations notés : 1,2, ...k, ..., K.
Chaque joueurs i a une fonction d’utilité U; : R¥ — R

bk L xl) € RY le pannier du joueur n.

SOit Ty, = (T, ey Ty vny Ty

— Les dotation initiales (quantités disponibles totales) sont
(€1, ey €hy ey €F).

— Les échanges sont purs, il n’y a pas de transformation de produit.
La dotation initiales est répartie entre les paniers initiaux (e}) des

joueurs.

N

— n

On a donc e, = > e
n=1

— On note (p, ..., Pk, ---, Pi ) les prix de chaque produit.

el e — el
On a:e = ] e= 1
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Définition : Economie concurrentielle

C’est la donnée de :
— la liste des utilisateurs
leur fonctions d’utilité

la liste des biens

— leurs dotations initiales

2
1 e
- — ] ——— ——— Repére relatif au consommateur 1
eq I
: ———~ Repore relatif au consommateur 2
62: 1

: ————  Boite de Edgeworth
1
¥

Quel est le prix d’équilibre ?
Soit p le vecteur d’équilibre des K biens. On a :p(py, ..., px). Soit Y;
la richesse initiale de l'individus i.

K .
Y_(ples) = >_ prej,
=1

L’individu 7 va chercher a maximiser sa fonction d’utilité U; tout en
sachant qu’il ne peut pas dépenser plus que ce qu’il a. Il a donc une
contrainte. On se retrouve avec le probleme d’optimisation suivant :

maz.exUi(z) avec (plx;) < (ple;)

Remarque :

Tout ceci n’est valable que pour un prix p donné.
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Définition :
On appelle équilibre général ou walrasssien d’une économie d’échange
pur donnée, un vecteur de prix p et un ensemble de paniers x, véri-
fiant :
— x; est solution du probleme pour p donnée :

mazgexU;(z) avee (p|lx) < (ple:)

— les marchés s’équilibrent : > x; <> e;
En fait, nous prendrons l'égalité en faisant [’hypothése de non gas-
pillage.
L’ensemble des vecteurs x; est appelé : allocation finale des consom-
mations d’équilibre.

Propriété : Théorique
Dans la plus part des situations d’échange pur, les consommations
finales résultant des échanges reproduisent les allocations finales d’un
d’un équilibre walrassien, et les priz correspondent au prix d’équilibre
walrassien.

Remarque :

1. Si (p,z;) est un équilibre walrassien alors (Ap, x;) I'est aussi
2. Si VU; est croissante alors p > 0

3. La non saturation locale entraine que les consomateurs épuisent
leurs richesse. Dans ce cas, on a : (p|z) = (p|e;)

4. Il n’est pas possible d’observer un équilibre walrassien avec tous
les prix nuls des qu’il existe un consommateur dont les préfé-
rences sont localement non saturées.

Critique du modele :

— Chaque consommateur connait le prix de l’ensemble des biens et
peut obtenir le bien au prix donné. En réalité, les prix varient selon
les magazins.

— Les consomateurs doivent pouvoir acheter et vendre des quantités
de biens au prix du marché. Ici, les consommateurs sont tous égaux
or en réalité ils ne se comportent pas de facon rationnelle.

— Le cas étudié est un cas d’échange pur, il n’y a pas de production.
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4.2 Efficacité de I’équilibre générale

L’allocation des ressources correspondant a un équilibre walrassien est-
elle une bonne allocation pour cette économie ?

Théoreme :
L’allocation des ressources correspondant a un équilibre walrassien est
toujours une allocation Pareto-efficace de la dotationsociale totale.

Soient des préférences convexes, continues croissantes et localement
non saturées. Soit x' une allocation Pareto-efficace des ressources ini-
tiales, strictement positive, c’est-a-dire ViVk xi, > 0. Alors l’allocation
x! peut étre considérée comme 'allocation de I’équilibre walrassien en
procédant au préalable a une redistribution approprée des dotations

initiales entre les consommateurs.

4.3 Exercice : Economie d’échange

On a deux agents (1,2) et deux biens (¢, ¢). la fonction d’utilité de chaque
agent est :

Ui(t,q) =0.4Int + 0.6Inq avec t; = 10 ¢; = 10
Us(t,q) =0.5Int +0.5Inq avec t =5 gz = 10

Quel est ’équilibre walrassien de cette économie ?
L’agent 1 veut maximiser son bénéfice avec la contrainte qu’il ne peut
pas dépenser plus que sa dotation initiale.

max,(0.4Int +0.61nq)

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



4.3 Exercice : Economie d ’échange 38

On applique le Lagrangien pour I'agent 1.

Ly = 0.41Int +0.61n¢ 4+ A[(10 — t)p, + (10 — ¢)p,])

IL a_‘;:T_qu:
S =10—1)p; + (10 = q)py = 0

On pose p;. On obtient en manipulant les trois équations ci-dessous :

A = 1 _ 1
- 10(pt+pq) T 10(1+Py)

- 1
o = (1+3)

On applique le Lagrangien pour l'agent 2 *

Ly =0.5Int +0.5Inq + A[(5—)p: + (10 — ¢')p,])

oLy _ 0.5
o = ¢ A =0

OLo _ 0.5 _
o = ¢ ~AWg=0

G2 =(5-1)p+ (10 = ¢)py =0

On obtient :
_ 1
Ho= 5(pt+pq)
o= 2,5 (14 2)
Dt
J— . bt
g = 2,5 <2+p:
Or
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En remplacant dans les équations obtennues précédement, on obtient

un systeme de trois équations a résoudre :

g=10+10-A—A-t
q=20—15-A4+A-t

Les solutions sont donc :

_ 18, _ 70 210 4 _ 65 . _
A=phh=3qa=Ftb=% @=

A Tétat initial : U; = 2.30 et Uy = 1.96
Au temps 1 : Uy =233 et Uy =2.01

130
17

Il y a eu des échanges avant d’arriver au point d’équilibre.
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Chapitre 5

La firme Néo-classique

Hypothese :

— Le consommateur maximise son utilité sous la contrainte de son
budget.

— La firme maximise son profit sous des contraintes technologiques.

— Nous supposonsque les firmes ont des capacités de production.

Définition : Netputs
Les inputs et les outputs sont généralisés par les netputs. Les inputs
on un coefficient négatif et les outputs un coefficient positif.
Notation :
— Z l’ensemble des vecteurs netputs réalisables.
— 7' : netputs réalisables a long terme.
— Z° : netputs réalisables a court terme.
— 7¢ C 7' : la marge de manoeuvre est plus grande a long terme qu’a
court terme.

Hypothese : Convexité

L’ensemble des netputs réalisables est un ensemble convexe. Si z et
Z' sont deux vecteurs réalisables pour la firme alors tout vecteur in-
termédiaire ( est réalisable.

V(z,2') € Z* Ya € [0,1]

a-z+(1—a)-2'=CeZ
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Hypothese : Libre disposition

z €L
Z <z

}#z’EZ

Corollaire :

1. Les excédents sont gratuits (ne prend pas en compte les produits

poluants).

2. On a la possibilité de stopper la production : 0 € Z. Cela est
vrai a long terme mais non a court terme.

Soit y = (y1, ..., yar) un vecteur d’outputs donné. Soit x € RY l'en-
semble des inputs nécessaires a la production de y.

V(y) = {x € RY tel que (—x,y,0) € Z}
Pouvons nous trouver le vecteur de netputs z défini par :

z=(—z,9,0) €Z

(—Z1,eee, = TN, Y1y -y Y1, 0, ..., 0) € Z
—_— ——
inputs outputs nonputs

Propriété :

— L’ensemble des V (y) est convere.
- SixeV(y) eta’ >z alors 2’ € V(y).

Cas d’un output unique
cas M = 1. Dans ce cas la firme tente, a pratir d’un niveau d’input
donné (xy, ..., zy), de produire le maximum d’output y possible.
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5.1 Fonction de production

Définition :
La fonction de production f(z) associe ¢ un niveau d’input donné la
quantité maximale d’output que l'on peut produire :

f(z) =maxy:z € V(y)

Propriété :
La fonction de production f est non croissante.
z>1' = f(x) > f(2)
Cette propriété se déduit de la libre disposition de Z .

Propriété :

Z est convexe donc f(x) est quasi-concave. V(y) est convere.

5.2 Fonction de profit

L’entreprise maximise ses profits.

7 — R
52 o e = fme s

Bien évidemment les inputs sont négatifs et les p, sont positifs. Nous fai-
sons ici une hypothese : la firme est price-taker. Si la firme résout le probleme
max(p(z) - yz) sous la contrainte z € Z.

1.
Si la firme est dans un environnement concurrentiel alors le probleme
devient simple :

I?GaZX<p - z) pour p fixé.

Les courbes d’iso-profit sont définies par (p - z) = constante.
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Si la firme peut faire varier les prix alors nous avons des courbes
d’iso-profit convexes.

5.2.1 Fonction analytique

Soit une firme monoproduit avec une fonction de production f.

Firme concurentielle

N
max - f(x) — an - Ty
n=1

p=>0
wy, est le prix des facteurs de production.

of

. _wn
b ox,,

Le prix du marché de chaque facteur est égal a la valeur du produit
marginal de ce facteur.

La firme fixe le prix du produit qu’elle fabrique (Monopole ou
Digopole)

p>0

x

maxp(f(2)) - f(2) = S w2

P(f(@) - F@) + ()] (f—f o

Le prix de chaque facteur doit étre égal a la recette marginale de ce
facteur.

La firme est capable de faire bouger tous les prix
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maxp(f(z)) - f(z) = > wnln) -
. 9f

P'(f(2)) - f(z) +p(f(2))] 9z, Wy (wn) - +wn(zn)

Le cott marginal de chaque facteur doit étre égal a sa recette margi-
nale.

5.2.2 La fonction de profit d’une firme concurentielle

Possibilité de production Z. Le probleme de la firme (PF(p)) est de maxi-
ser [[(p) = (p- 2) sous la contrainte z € Z. Si le probleme admet une solution
nous disons que [[(p) est la fonction de profit de 'entreprise.

PF(p) admet-il une solution ¥p > 07 La réponse est non. Donc quelles sont
les conditions pour que PF'(p) admette une solution ?

1[I =2 pzzez

Propriété :
La fonction de profit [] est :
1. homogéne de degré 1 par rapport au priz p;
2. continue en p;

3. conveze en p.
Propriété :

1. Si z* est une solution de PF(p), alors z* est une solution de

PF(X-p),VA > 0.

2. 81 Z est convexe alors l'ensemble des solutions PF(p) est
convexe Vp.
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5.2.3 Fonction de cout

— Une firme produit M outputs ave N inputs;

— x est le vecteur d’inputs;

— gy est le vecteur d’outputs;

— V(y) 'ensemble des x permettant de produire ¥ ;

— Le marché est concurrentiel ;

— les coiit des N inputs sont (wy, ...,wy) € RY.

Soit PMC'F le probleme de minimisation des cotts de la firme :

PMCF : min(w - ), sous la contrainte z € V (y)

Viy) #0
V(y) est fermé 3 = PMCF a une solution.

Vn w, >0

Démonstration :

Si V(y) n'est pas vide, alors (w - x),x € V(y) est calculable et le
probleme devient :

A={d" e V{y)llw-2) < (w-z);2" =0}

Si l'ensemble V(y) est fermé, alors A est compact et il existe une
solution.

CT(y) = minfw(z) - zly = f(2)}

La fonction C'T'(y) nous donne la combinaison la moins cotiteuse pour
produire y.

PMCEF : myax(p(y)) cy — CT(y)

’ P'(y) - +py) = CT'(y) = Cn, ‘ revenu marginal = colit marginal

Si p est indépendant de y alors :

=G (=T
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5.2.4 Colits fixes et variables, a court et a long terme

Dans de nombreux modeles nous avons certains inputs qui peuvent étre
modifiés a court terme et d’autres a long terme.

Exemple :

(Firme monoproduit en marché concurentiel)

/ /
./L‘l, ...,JIN, (L’N, 7xN
N e e e’

fixé & CT  variable & CT

Le cout fixe ne bouge pas a court terme contrairement aux couts

variables.
N

min

xN/|1“.mN n=N’'+1

CT(y) =CF+CVT(y)
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Chapitre 6

La concurence parfaite

Ici, aucun des individus n’a plus de poids qu’'un autre. Donc tous les
individus ont le méme poids.

6.1 Hypotheses

— Les consommateurs achetent chez I'un ou 'autre des producteurs. Le
produit n’est donc pas différentié. Il n’y a pas de marques. Les consom-
mateurs sont parfaitement informés des prix.

— les vendeurs ne choississent pas les clients et peuvent a tout moment
baisser les prix.

— Il n’y a pas de cotut additionnel de vente ou de revente. Quelquun de
riche ne peut pas avoir le monopole. Le prix unitaire du bien est unique.
C’est le prix du marché. On dit que les entreprises sont price-taker.

6.2 Définition de I’équilibre

Un équilibre dans un marché concurrentiel consiste en la donnée de :

— Un prix p;

— La quantité acquise par chaque consommateur ;

— la quantité fournie par chaque entreprise.

Ces données doivent satisfaire aux contraintes suivantes :

— Chaque consommateur achete exactement la quantité qui maximise son
utilité ;

— Chaque entreprise maximise ses profits ;
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— La somme des marchandises achetées est égale a la somme des mar-
chandises fournies car il y a équilibre. D(p) = S(p).
Il y a J entreprises. Chacune d’elles a une fonction de cout notée : CTj(y).
La fonction cotlit est convexe.
Y;(p) : quantité offerte par l'entreprise j.
p : Clest le prix du marché, ou C,;(Y;(p)) = p est le cout marginal. C,, est
croissante.

La fonction de Doffre est :
N
CT'J :Zwi'xi+Kj
i=1

On suppose que les entreprises disposent d’une dotation initiale de ces inputs,
telle que certains soient ajustables a court terme et d’autre a moyen terme.

Exemple :

Les facteurs ajustables a court terme sont la publicité, les matieres
premieres. Ceux ajustables a moyen terme sont les salariés, l'usine.

Soient les dotations initiales suivantes :

~J po o ~J
XYy ooy Tt T g ooy Ty

Les facteurs de 1 a N’ sont fixés a court terme et variables a long
terme; les facteurs de N’ + 1 a IV sont variables a court terme.

6.2.1 Court terme

Coit total variable a court terme de j : CTV (T
C’est la solution de minimisation :
jmin an = fj(l.f]l, ...,ngL,§§V,+1, ey T

, J TV vV
N/|1..ayy fixé & CT variable & CT

Cout total a court terme : CTCT
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N N
CTCT = Z Wn - Ty + Z wy - Th + K;

n=N’'+1 n=N'+1

Propriété :
Si la fonction de production f est strictement concave alors la fonc-
tion de cout total est strictement convexe.

6.2.2 Moyen terme

Définition : Cout total & moyen terme :CTMT

c’est une solution de la minimisation : CTMT = min > w, - x)

J J o
T =y n=1

Remarque :

Pour les dotations initiales, on considere que ce sont les facteurs de
production a ’état initial.

Remarque :

Vg CTCT(q) > CTMT(q)

6.2.3 Long terme

Il y a J entreprises :

— celles qui sont actives, c’est-a-dire déja dans le marché, et qui pro-
duisent ;

— celles qui sont inactives, c’est-a-dire pas encore entrées sur le marché.

Hypotheése : (Régle du marché)

— Une entreprise reste sur le marché quand son profit est positif;

— Des entreprises entrent sur le marché si et seulement si elles pensent
qu’elles resteront sur le marché;

— Siune entreprise n’est pas sur le marché et que ses profits potentiels
sont nuls alors elle n’entre pas sur le marché.
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Définition :
Un équilibre a long terme dans un marché parfaitement concurrentiel
consiste en la donnée de :

1. Le prixz p d’un bien;

2. Une liste de j = 1,...,J" < J des entreprises qui sont sur le
marché

3. Un plan de production pour chaque entreprise active (dans J*)

telle que :

— (a) Les priz étant donnés, chaque entreprise active mazximise
ses profits lorsqu’elle exécute le plan de production ;

— (b) Chaque entreprise active réalise des profits positifs ou nuls
quand elle exécute ce plan ;

— (¢) Chaque entreprise non active (dans J—J*) réaliserait des
profits négatifs ou nul si elle réalisait le plan de production ;

4. L’offre totale est égale a la demande totale aux priz p.

Hypothese :

Pour chaque entreprise active de la branche, on suppose qu’il existe
un “grand nombre” d’autres entreprises prétes a devenir actives au
besoin, et qui ont la méme fonction de production et les mémes cotits
fixes.

Propriété :
Si Uhypothese est vraie alors les entreprises actives font des profits
nuls a long terme.

Remarque :

En effet, si les profits sont positifs alors son entreprise jumelle qui
n’est pas dans le marché pourrait rentre dans le marché. Donc a long
terme, a I’équilibre, on a :

profit = ( prix —CM LT)- Quantité
profit = 0 = prix = CM LT (cout moyen & long terme)
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Corollaire :

Si I’hypothese est vérifiée alors la quantité produite par les entre-
prises a 1’équilibre a long terme est efficace. C’est donc la quantité
qui minimise les cotits moyens.

En résumé, pour trouver le prix il faut :
1. Minimiser le cotit moyen

2. Considérer ’égalité cout moyen = prix

6.3 Exemple

Soit une branche industrielle qui produit un bien nommé "Pillip”. Toutes
les entreprises de cette branche ont la méme fonction de production notée y.

W=

y:kév

k et v sont deux inputs : Kapitoses et Vegetus. Les Vegetus sont variables a
court terme et les Kapitoses sont variables a moyen terme.
— Le cout fixe de production est :

K=%

=

— Le cout des inputs est :

W,=%1 W;=%

DN —

— Pour le prix p, la fonction de demande est :

D(p) = 400 — 100 - p

Equilibre a long terme du marché

Les entreprises vont minimiser le cotut de production sur v et k.

C= nif)nkn (g —l—v)

(sous la contrainte y = ks - v%)
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6 . 6
On a donc : szwﬁmln(fﬁ—i—v)

On remplace k dans la formule du colit a minimiser et on dérive par
rapport a v le cotut.
On obtient :

%:—Z—g+120:>v:y2:>v:k:y2

Le cott total CT est :

2
y 1 3, 1
C’T(y):§+y2+6:§y2+6

On cherche a calculer le cotit moyen C'M car a 1’équilibre on a

CM=p

L’efficacité de 1’équilibre nous donne :

cr 3 1

CM =
y 27 6y

A T'équilibre, le C'M est minimum car on va produire la quantitée y
qui minimise CM. On a donc :

acM 3 1 1
— = - —=>B8-yP=2=y=-
dy 2 92 Y Y73

o sy — 1 A
Le minimum et y : y = 3, donc : k=5 =0
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Chaque entreprise va produire y = % Le prix du marché est le cott
moyen donc p = $1. On veut calculer le nombre J* d’entreprises qui
sont présentes sur le marché. Il y a équilibre a long terme si 'offre est
égale a la demande. On sait que D(p) = 400 — 100p.

On en déduit que D =300 = J* x % J* =900

Calcul des équilibres a court, moyen et long termes apres une mo-

dification de D
On imagine que la fonction de demande se modifie soudainement et

devient :

D(p) =750 — 150 - p

Equilibre a court terme :

A court terme k est fixé a %. On ne peut donc jouer que sur v. On a :

1\ /¢ 1
y:(§) -v1/3:>§-02:>02:9y6

v =3y°
Le cotit total variable CTV est : CTV =v x 1 =393

D’apres le cours sur la firme néo-classique, le cott marginal est
Cm(y) = 9y* = p, on en déduit : y = 3,/p. A Déquilibre, loffre
est égale a la demande donc 750 — 150p = 900y = 300])%. On a donc
150p—|—300p% — 750 = 0. En posant p = 22, il devient o = 1.449, donc
p=2.1.
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p=21,y=0483, et v =3 x (0.483)"

Le résultat a court terme est :

1 1 1
R:C’A—C’T:yp—<—><——|—v+—)

2 9 6
0.560
CTCT = 0.560 pour y = 0.483 et CMCT = 0483 1.16

R =0.454

Equilibre a moyen terme :

A moyen terme on peut jouer sur k et v. On a :

3 1
CT = ~y*+ =
5Y %

A Téquilibre, 'offre est égale a la demande, donc :
750 =150 -p =900 -y = 300 - p

5 5
=2 1667y ="
P=3 Y79

Done CT = 0.629, CA=y-p= 22 et CMMT = & = $ix % = 1.133.

Le CMMT est plus faible que le CMCT'. On en déduit le résultat a
moyen terme :

Rzﬁ

Remarque :
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%5}

Equilibre a long terme :

On a le méme résultat qu’avant, c’est a dire :

D=750—150-p:6()0=?

Donc :
J* = 1800

Il y a donc 900 entreprises sur le marché qui entrent sur le marché

car la demende augmente.
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Chapitre 7

Le monopole

7.1 Modele

Il n’y a qu'une entreprise et plusieurs clients. Le prix p de la marchan-
dise est fixé pa ’entreprise donc les clients sont price takers. Nous appelons
monopole cette entreprise unique.

D(p) est la fonction de demande.
P(d) est la fonction inverse de D telle que : P[D(p)] = p.

Remarque :

La pente de la fonction de demande est toujours négative. D est
contintiment différentiable.

Vp >0 D(p) >0et D'(p) <0

dpo tel que D(pg) =0 et Vp > py D(p) =0

i.e. a partir d’un certain prix, la demande s’annule.
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7.2 On joue avec la production

Soit x la quantité produite et CT'(x) le cott total de la production.

Le monopole va maximiser son bénéfice total (BT') de sorte que le

cout marginal C,, soit égal a la recette marginale R,,.

max[zP(z) — CT(x)]

T

La recette totale, c’est-a-dire le chiffre d’affaire (C'A) est :

CA=zP(z)

Le bénéfice total est : BT = zP(x) — CT(z)
Pour trouver le cotit marginal, on dérive et on obtient :

Cm(z) = P(x) + 2P'(x) = R

Soit e(x), 'élasticité de la demande :

— Si —g(x) < 1 alors la demande est inélastique; dans ce cas, le

monopole gagne plus quand il produit moins;
— Si —¢(z) > 1 alors la demande est élastique;
— Si —(x) =1 alors la demande est unitaire.

Remarque :

e(x) <0Ocarx >0, P(x) >0et P'(z) <0

La recette marginale R,, est donc :
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7.3 On joue avec les prix

C’est le probleme alternatif. Ici, ¢’est la demande qui va varier en fonction
du prix. A I'équilibre, 1'offre est égale a la demande donc x = D(p).
Le monopole va maximiser son bénéfice total :

m;tx[p -D(p) — CT(D(p))]

Remarque :

Quantité efficace

Comme nous ’avons vuent dans les chapitres précédents, la quantité
efficace est le niveau de production qui minimise le cotit moyen de
production. Il n’y a aucune raison pour que le monopole produise
une quantité efficace.

7.4 Conserver le monopole

— Le législateur peut imposer le monopole ;

— Si vous avez un brevet, vous étes monopolistique sur le marché;

— Si vous n’étes pas dans les deux cas précédents et vous étes sur le
marché en position dominante, alors vous faites en sorte d’empecher les
autres de rentrer sur le marché.

Exemple :

Considérons un marché monopolistique.

Le cout de la production est séparé en cout variable de $1 par unité
et un cout fixe de $2.25. La demande du marché est de la forme 9 — p.
Quel est la production, le prix du marché, et le profit théorique du
monopole ?

N

A Téquilibre on a D(p) = S(p). Donc,

9—-p=D(p) =Sp)=r=p=9-x
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Le monopole va maximiser sont profit en jouant sur la production.

[I(z) = plx)xz—(C,xz+Cf)
(9—2z)xx—(1xx+225)
- —x?2+8-x—225

3
—:—2-$,+3:O:>.CE/:§
9 9 9
|| __Z+§_Z_O

Or, une entreprise dont le profit potentiel est nul n’entre pas sur un
marché. En ne maximisant pas sont profit, le monopole empéche les
concurrents d’entrer sur le marché. Il préserve ainsi son profit sur le

long terme.

Détail de ’exemple vue en cours

Complément de notation en italique.

Rappel : Il y a toujours une fonction de demande :
Dp)=S=x Vp>0 D(p)>0 D(p)<0

Jpo > 0 tel que D(po) =0 Vp>po D(po) =0

Si on pose un prix tel que personne ne puisse se le permettre, la fonction
de demande sera nulle.

Quand une entreprise fixe un prix, sa fonction profit est :

(1) H =zP(x) — CT(x)

Le cout total (CT) = cotit marginal + cott fixes.

Une autre écriture de la fonction de profit peut étre :

20 [I=7 D) -CT(D®)
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Ou la variable est p.

Le monopole choisit la production qui maximise sont profit.

Enoncé de 'exemple :

Soit un marché oi D(p) =9 —p On aici pg =9

Soit une entreprise qui a :

— un cout variable CV = 1€

— un cout fixe CF = 2.25€

On déduit de (1) : I = x(9 —x) — (z x 1 + 2,25)
dll

d—:9—255—1:O:>93:4etp:5Valeurdepetznoptimum.
x

Profit de cette entreprise :4 x 5 — 6,25 = 13,75€
On déduit de (2) : ITT=p(9 —p) — ((9 — p) + 2,25)
dIl
— =9-2p+1=0=p=5
dx
On constate que : 'entreprise produit 5 unités (x = 5) et qu’elle les vend
a un prix de 4 (p = 4).
Fonction de profit : IT =20 — 7,25 = 12,75
Cela est fait pour empecher une nouvelle entreprise d’entrer sur le marché.

Dans le cas de I'arrivée d’une seconde entreprise [E’ sur le marché :

Dip)=9—-p=a+2 =4—-p
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Fonction de profit de E' : IT = (4 — /)2’ — 2’ — 2.25

dIl 3 5
%:4—2:10/—1:O:>x':§d0n0p:§
Avec 2’ le produit de 'entreprise E’'.

5 3 3
Mo =2 x 22,952 =
E 2X2 ,5 5 0

Ceci nous montre que E' n’a aucun intéret a entrer sur le marché.

Cas ou E décide de placer son prix a I'optimum.
Si le monopole : x =4 et p=5

9—p=z+a'=a"=5-p

Oy =2/(5—a') — 2’ — 2,25
dIlg
dz’
Mo —2x2—225=1,75

=5-27'-1=0=2"=2

A 1,75; il y a un intéret a entrer sur le marché.

Si E met sur le marché ses produits en restant a 'optimum :
Mg =4x3—-4—-2,25=05,75

La rentabilité finale est moindre d’ou l'intérét du prix pratiqué.

7.5 Tarification non-linéaire

Le monopole est d’autant plus fort que :

il connait précisément les fonctions d’'utilité de chaque consommateur ;
— il est en mesure de fixer un prix différent pour chaque consommateur ;
— il controle totalement la revente de son produit.
C’est-a-dire que :
— il sait exactement le prix maximum que peut payer chaque consomma-
teur;
— il sait exactement a qui il vend ;
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— il s’assure qu’aucun client ne contourne le systeme en achetant le pro-
duit & un autre client.
Soit I le nombre de consommateurs.
La fonction d’utilié du consommateur 7 est :

Ui(i% yi)

— x; est la quantité consommé par i ;
— y; est la richesse qu’il lui reste pour acheter autre chose.
Au départ, la fonction d’utilité de 7 est :

Le consommateur ¢ va acheter un produit si :
Ui(x,y) — i) > Us(0,4))

z; = px; C’est la prix que le consommateur ¢ a payé pour acheter le produit.
La monopole cherche a maximiser son bénéfice en s’assurant que ses clients
soient contents.

! !
max [Z px; — CT (Z xz>] avec la contrainte Vi U;(x;, y?—pxi) > U;(0, y?)
i=1

Tq
=1

7.6 Exemple de monopole qui vend a un autre

monopole

On suppose qu’il y a I régions. La demande de la région 7 est :

. — D(p;) c’est-a-dire p; = A — B;x;

Le cout de production est constant, égal a C' et on a : A > C. A est le méme
pour toutes les régions. Le monopole fixe un prix de vente par région noté
P;, mais il est linéaire.

Que va essayer de faire le détaillant de la région 7 ?

Il va chercher a maximiser son bénéfice.
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On veut R,, = C,,, donc :

_a-n
YT 9B,
On cherche P; en fonction de p;. On a :
A-p; A-FH
B, 2B
donc
A+ P
pi = 5

Soit m; le profit pour les magasins de la région i :

A+ P (A-P
= - Z( Z)—%Pi

2 2B;
Donc
(A—P)?
= —
4B,

Le probleme n’est pas résolu tant qu’on a pas exprimé P; en fonction de A,
B; et C' qui sont les constantes du probleme. Le monopole va maximiser sont

A—-P A—-P
w2 ()~ (o)

max [(APi — PP~ CA+ CPZ.)L}

bénéfice, donc :

2B;

On dérive et on obtient :

1
(APi—ZPi—i-C)QBA:0:>APZ~—2PZ._|_C:0
On en déduit :
A= _A-cC

R YT TR,
et

A4 _3A+C

= =
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enfin
_(A-opr

Remarque :
Le monopole ne fait pas usage de son pouvoir discriminatoire, c¢’est-
P, = A€ est constante.

a-dire que quelque soit la région :

Remarque :
Si le monopole vend directement on a p; = P;

Benef. p
LN
BN
N
P = M% oo Fonction de demande du monopole
~
~~.
~
P = AtC S~o — ——— Fonction de¢ demande des représentants
i 2 - ~
~
. ~
.. -
. ~
. ~
- ~
. ~
// .
. ~
. ~
~
C \\ '4. ~ ~
. ~
. ~
- ~
. ~
\ . -
Quantité

Ty
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Chapitre 8

Duopole de Cournot

C’est un marché dans lequel il y a deux producteurs et plusieurs consom-
mateurs. Soit D = A — P la fonction de demande. A ’équilibre, on a l'offre
qui est égale a la demande donc D = X. Le cotut marginal est constant :
Cp=ket A>E.

Quels sont les différents types d’équilibre suivant les termes ?

8.1 Equilibre a long terme
(concurence parfaite)

Le prix a long terme est égal au minimum du cotit moyen. Soit P, la prix
de la concurrence pure et parfaite. On a :

P.=k

A long terme, le bénéfice est nul. Soit X, la quantité produite en concurrence
parfaite. Cette quantité produite est égale a l’offre, donc on a :

Xe=A—-k

8.2 Equilibre pour le monopole

On cherche a maximiser les bénéfices. Ici, il n’y a pas de cotit fixe, on ne
s’en préoccupe pas.

Bénéfice = X(A—-X) — kX

Nesim FINTZ 2007 Micro-Economie



8.3 Equilibre du duopole de Cournot 66

On dérive :
A—-2X—-k=0avec R, =A—-2X et C,, =k

On en déduit X, la qualité produite par le monopole :

A—
y, Ak
2
Et P, le prix du monopole :
A
p Atk
2

8.3 Equilibre du duopole de Cournot

Il y a un équilibre concurrentiel.
Le joueur 1 produit x; et le joueur 2 produit xs.
On a:
Pd =A— T — X2

On note BNF; = x1(A — x1 — x3) — kxy. Le joueur 1 veut maximiser son
bénéfice.
On dérive : A — 221 — 29 — k = 0.
On a donc : 1

T = E(A — x9 — k) x1 dépend de x4
Dans le duopole de Cournot, on suppose que les joueurs produisent la méme
chose donc :

1
J?QZE(A—?L‘l—]C)

On résout le systeme et on obtient :

A—k
1 = —— = T2

3

Le prix du duopole est donc :

A4 2k
3

Pd:A—g(A—k) j
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8.4 Conclusion
Du point de vue du consommateur, nous avons :
P. <P, <P,
Du point de vue du producteur, nous avons :

BNF. = kX, — kX,
BNF, = (&%) (&%) — k- (&%)
BNE: = 2[(45%) - (%55) - k- (455)]

BNF.< BNF; < BNF,,

Ces résultats sont conforment a la théorie!!

el )

(A—k)?

(A—k)?
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Chapitre 9

Duopole de Von Stackelberg

C’est un marché ou il y a deux entreprises : un meneur [E; et un suiveur
Es. E; pense que E; va faire un duopole de Cournot donc :

1
.’E2:§(A—]€—.CE1)

Mais [E; ne va pas le faire. Elle va regarder comment elle va maximiser son
bénéfice sachant ce que E, pense.

BNF1 = 1’1'(14—1’1—1'2)—]{7'1‘1
= s(A-m —3(A—k—m))— k- -z
%$1<A—k—$1)

On dérive :
A—Ql’l—]{?:O
x—A_k
T
et 1 A—k
— (A"
1
On calcule P : Ak Ak
P=A-—" = _ =
2 4
P:A+3k
4
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On en déduit le bénéfice de E; :

BNF1 = .TIP — kl‘l

RAY
BNR = AR

Remarque :

Avec Cournot, le bénéfice de E, était : BNF; = (A;k)Q. On remarque

donc qu’avec le duopole de Von Stakelberg, [E; augmente ses bénéfices.
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Chapitre 10

Autres duopoles

10.1 Duopole Von Stackelberg

avec deux meneurs

Si les deux firmes conjectuent (pense que) comme le meneur du para-
graphe pricédent alors les deux vont produire une quantité de % et elles se
rendront conte qu’elles qu’elles se sont trompés donc il n’y aura pas d’équi-
libre. Le seul point, pour lequel les conjectures des 2 firmes par rapport a

I’autre sont cohérentes est le point ou chaque firme produit (A—;k).

10.2 Duopole de Bertrand

Le duopole de Bertrand est un cas ou les deux firmes conjectures que
I’autre ne modifiera pas le prix de vente qu’elle a annoncé. C’est un duopole
embarassant car si I'une des firmes diminue son prix elle rafle le marché.

En résumé, un équilibre de Bertrand consiste en une paire de prix py, ps et
des quantité vendues z; et x5 telle que :

1. Sipi <pgalorszy =A—pret zg =0

2. Sipy>pralorsxzo=A—pretx; =0

3. Sipr=py=palorszi+xzo=A—p
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Chapitre 11

Exercices

11.1 Minimisation du coit de production

Exercice :

Une enseigne possede deux usines A et B dont les fonctions de cott
total de production sont données par :
2

CTA:§'$i—5-$,24+18'$,4CTB:3'IQB_4'XB+1O

Cette entreprise recoit une commande de 200 produits. Trouvez les
quantités a produire par usine (A et B) qui minimisent le cout de
production.

Il s’agit de minimiser CTy + C'T'g sous la contrainte x4 + zg = 200

CT = CTy+ CTp
228 =525 +18 - X4 +3 2% —4-Xp+10
228 =525 +18- X4 +3-(200 — 24)* —4- (200 — z4) + 10
2.2% =524 +18- X4 +3- (2% —400- 24+ ..)> —4- (200 —z4) + 10
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T 2-24 +10 24+ 18+ 6- X4 — 1200 + 4

dx p

= 224 —4-2,4—1178

dCT oy 22 _ 2. 24 —589 =0
dx A A
— x,=+v590+1

La production d’une usine est positive ou nulle, en conséquence :

—1/590 + 1 n’est pas une solution acceptable.

$A:V590+1%251’B:175

11.2 Equilibre de marché

Exercice :

Soit un marché dans lequel vous avez 20 petites entreprises et une

entreprise dominante.
La fonction du marché est : D(p) = 700 — 10 - p

Le cott marginal de I’entreprise dominante est : C,,(zp) = % -xp+10

Le cotit marginal des petites entreprises est : Cy,(zp) = zp + 10

Donnez I’équilibre des valeurs de :

— xp : Production de I'entreprise dominante ;

— xp : Production de chacune des petites entreprises ;
— p : Prix du marché;

— Bp et Bp : Bénéfices des entreprises.

A Déquilibre, D = X.

D=X&T700-10-p=ap+20-2p | p=T0—2-2, — - -ap

L’entreprise dominante maximise son bénéfice.

B = p-xp—CT,

== (70—2~$p—%'$p)'$D—CTwD

D
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0B.
oxzp

== 70—2’17p—%'ID—Cm(l’D)
N——

%ID—FlO
= 60-2-zp—o-xp=0

Les petites entreprises maximisent leur bénéfice.

BXP = p‘Q?P—CT;EP

(70—2'1Ep—1—10'$D)'ZEP—CTzP

OBy p
oxp

= 70—4'.%'13—1—10'XD—Cm(£CP>
N——

zp+10
= 60—5'£Cp—%'13D:0

Chaque entreprise connait la stratégie suivie par les autres entre-
prises. On doit donc calculer 1’équilibre du marché en résolvant un
systeme d’équations.

Celle-ci sont obtenues avec les calculs précédents :

5% (60—2-2p—g5-2p) = 300—10-2p—f-2p=0

—2x(60—5-zp—5-xp) = —120—10-2p — 3% -2p =0

180 — (-2 + &) -ap=0

On peut maintenant calculer 1’équilibre du marché.

180 =2 .zp xp="008 |4, ~ 186,21 |

60—5-2p—18.62=0 ap= 018G
p = 70—2-:Ep—%-35,3 ~ 3132
= 70— 2 x 8.28 — 18.62 p= 2%
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11.3 Fonction d’utilité

Exercice :

Sur un marché, on a 2 produits X et Y tels que :
p(X)=2€ pY)=1€

On a aussi un individu donc la fonction d’utilité est donnée par :
U(z,y) = 2zy.
Son revenu est de 10€.

1. Maximiser sa fonction d’utilité.

2. Suite a l'inflation p(X) = 2€ et p(y) = 2€. Pour garder la
méme fonction d’utilité, quel doit étre son revenu minimum ?

max(U(z,y)) = max(2zy)
Le revenu de l'individu nous donne 1’équation :

Xp(X) + Yp(Y) = 10
2X+Y =10

Y =2-2X

La fonction d’utilité s’écrit alors :

U =20X —4X? — =20—-8X=0
(z,y) e

Finalement :
X =25 Y=5 U(255)=25
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Conserver la méme fonction d’utilité revient a résoudre le systeme

suivant :

{

p(X)X +p(Y)Y =2X +2Y =R

2XY =125

Il devient X = 2 et R = 2 + 2Y (R que I'on souhaite maintenant

minimiser). On en déduit :

Exercice :

dR 25
v 0=
_ 5
NG

_ 5 _
=7 R =10v2

On considere 3 produits x, y, [ (I étant des heures de loisir). p(z) = 4€

et p(y) = 2€. Chaque

heure de travail rapporte 3€ et w + [ = 24.

Maximiser la fonction d’utilité donnée par U(z,y,l) = zyl.

On a:

Cela devient alors :

3w = revenus
3w = xp(z) +yp(y)
3w 4o + 2y

3(24 — 1) = 4 + 2y
Az +2y+3l—72=0

Nesim FINTZ

Micro-Economie



11.4 Fonction de coiit

76

On cherche & maximiser la fonction d’utilité sous cette derniére

contrainte.
On forme :
L =xyl — N4z + 2y + 31 — 72)

Ce qui devient :

oL/0x = yl — 4\ =0
oL/dy = xl — 2\ =0
oL/ol = xyl — 3\ =0
OL/ON = —dx—2y—3l+72 = 0

De ce systeme, on déduit y = 2x et [ = %y.
D’ou I’équation :
20+ 2y +2y—72=0

1.€.

11.4 Fonction de cotut

Exercice :

La fonction de production d’une entreprise est donnée par ¢ = 2vkV/1
avec p(k) = 2€ et p(l) = 1€. Le prix du produit, p, est fixé a 2€.
A court terme, on fixe k£ a 4. Que doit faire I’entreprise pour maximiser

son profit et quel est-il 7

k =4, donc ¢ = 4v/1. On en déduit

I = 4/1-CT
= 4V1— (kp(k) + Ip(1))
— 41—-8—1
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r.e.: y A
adl_ 4+
dl Vi
1=16
11.5 Monopole
Exercice :
Soit la fonction de demande : ¢ = 55 + % et le cotit moyen CM =

0.85¢ — 0.83. Combien ce monopole produit-il 7 A quel prix ?

De la fonction de demande, on déduit :p = 2.34q — 1.34¢q

I = Chiffre d’affaire - cott total
qp — 0.85¢° + 0.83¢
q(2.34 — 1.34q) — 0.85¢* + 0.83¢
—2.19¢% + 3.17

On cherche a maximiser [] i.e. :

d
Al _ 4380 1317=0
dq

g=23=072]

On en déduit :

| p=2.34—1.34(0.72) = 1.38 |

Ce qui devient finalement :

[TI = —2.19(0.72)2 + 3.13(0.72) = .15 |
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Soient deux entreprises qui mettent en bouteille de I’'eau de source.
Les capacités de production journaliere sont :
— 0 < ¢1 <4000 pour la premiere

— 0 < g <3000 pour la seconde

91192
1000

Par souci de simplification, nous considérons que le cotit moyen est

Le prix du marché est donné par : P =8 —

nul.

— Trouver I’équilibre en duopole de Cournot.

— Si les deux entreprises forment un cartel quel sera le resultat ?
— Démontrer que le cartel n’est pas stable.

1.
On a: T, = a1 (8- %) TL = 1 5 %)
Il devient donc :
dl, ¢ 20 o _, dL_g 2 o _
dq, 1000 1000 dgo 1000 1000
doll ¢ = q2 = % = 2667. On a alors :
000 16 16000
1 D)
2.

En situation de cartel, nous avons : () = ¢; + g2 et le profit du cartel
est : HC:Q(S—%). On a donc :

dl] 2Q
R N —4
0 8~ {50g = @ = 4000

Il devient [[, = 4000 x 4 = 16000, donc ¢ = g = 2000 et [[, =
[ I, = 8000, ce qui est plus avantageux pour les entreprises.
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Démontrons que cet équilibre n’est pas stable :
Si Dentreprise produit 1 produit pour (2000 + dg;) quantitées, sont
profit serait :

[ = (2000+dq) (4 - i)
= 8000 — 4dg, — 2dg; — 4

1000

8000 + 2dg; — (44

Pour dg; petit, [, = 8000 + 2dg;, donc I'entreprise aura un intéret a
quitter I'équilibre.
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