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Tests d'hypotheéses

Généralités :

— Avec le calcul des probabilités on construit des modéles mathématiques
pour décrire des phénomeénes aléatoires.

— Avec les méthodes statistiques on essaie 'd'ajuster " les observations a un
modéle probabiliste.

On vu :
1. Probléeme d'échantillonnage

2. Probléme d'estimation

3. On verra le probleme de la décision statistique.
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Décision statistique.

On doit décider lequel parmi les différents modeéles proposés peut convenir,
avec un risque de se tromper o .
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Pb : Décider aprés observation d'un échantillon, de la véracité d'une hypothése
émise sur la loi suivie et les paramétres de la loi.
On se limitera aux test paramétriques.

c.a.d. : On connaft la loi suivie.

L "hypothése concerne une "affirmation” sur la valeur d'un des paramétres de
laloi, = E(X), o2 ou p.
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Exemple :

Une machine fabrique des piéces, en :

— bon fonctionnement elle produit 3% de rebus
— en mauvais fonctionnement 5%.

On observe un échantillon de n = 140 et on trouve 6 piéces défectueuses,
cad fiao = 135 = 4,28%.

Pb : Doit -on décider qu'elle fonctionne toujours bien ou pas”?

c.a.d. : doit-on accepter ou refuser I'hypothése p = 3%
ou |'hypothése p = 5% 7
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1. Décider si un médicament est efficace

2. Décider si un cable est plus résistant qu'un autre.

On doit donc décider si les observations permettent de refuser |'hypothése
émise sur le paramétre inconnu, avec une probabilité faible.
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Risque premiere espece

Definition 1. : On appelle risque premiére espéce a (ou seuil ou niveau de
signification du test),

la probabilité de se tromper sur I'hypothése émise au départ.
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) Construction d'un test
Etapes a suivre :
Un exemple :

1. On définit I'hypothése a tester, appelée hypothése nulle, notée Hy :
H()Z 9:(90:,LL0:4CFT1.

2. On définit une ( ou plusieurs hypothéses alternatives), notée Hy ou H4 (on
note souvent Hp a détecter )

Hy:0=0,=p, =3cm.
3. On fixe @ = 0.05

4. On choisit une fonction (une statistique) dont on conna”la loi,
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5. A l'aide de o et de la statistique on définit la region , dite critique du test , ou
region du refus de I'hypothése nulle, notée souvent C', ou D.

Pr(a <X <b) = P(S58v/n < Syn < boty/m) =1 a

o

6. On observe |'échantillon, c.a.d on calcule T et S?
7. Deécision :

— Sit € C on refuse Hy : 6 = 0y avec «, donc on accepte H;: 6 =0 .
- SiT ¢ C onrefuse H 1. 6 = 01 avec o, donc on accepte Hy : 6 = 0.

" Construire donc un test’ est équivalent a " calculer la region critique du test".
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Les hypotheéses
Definition 2. On note :

— Hy : 6 € Oy, appelée hypothése nulle, I'hypothése supposée vraie au
départ.

— Hy : 0 € ©1, appelée hypothése alternative. (ou Hy ).

On dit qu'on teste Hy contre Hj.

Une hypothése peut étre simple ou composite.
Hy: 0=10y hypsimple o Hy: 60=0g hyp. simple
Hy: 6=101 hypsimple Hy: 0 +#601 hyp. composite

Hy: 60+#6y hyp. composite
H,: 606=060, hyp. simple
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Les risques
Definition 3. On appelle :

1. Risque premiére espéce o . La Probabilité de refuser a tord |'hypothése nulle
Hy ( donc la courbe de Hy)

Donc : "Rejet de Hy, alors qu'elle est vraie”

2. Risque deuxieme espéce 3 : La Probabilité de refuser a tord |'hypothése Hj .

Donc : "Rejet de Hy , alors qu'elle est vraie "

Exemple : On teste 8 =

H()Z 9:90:3
Hli (9:01:5

a=5% p=8%.
Ko < I

RISTI

LA@PI
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Table de décision

Hgq vraie | Hq vraie
Hj décidée | 1 —« I}
H, décidée Q 1—-7

On appelle puissance du test la fonction 1 — 3(6).

Remarques :

— On choisit comme Hy, |I'hypothése dont le rejet a tord, a les conséquences
les plus pénalisantes.

— Les deux erreurs sont traitées toujours d'une facon différentes.

— Le risque 3 est difficilement calculable (sauf dans le cas des hypothéses
simples)
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— Dans tous les cas si la valeur de 3 n'est pas satisfaisante, on calcule 3 et
ensuite on ajuste .
— On a des test bilatéreaux et des tests unilatéraux.
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Choix d'un test

On souhaite construire un test qui a & la fois « petit et § petit,

car on souhaite se tromper avec une petite probabilité sur les deux hypotheéses.
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Définition d'un test

Soit X une v.a. qui suit une loi L.
(X1, Xo, ..., X3,), un échantillon,  (z1,x2, ..., T, ) une réalisation
Résoudre le test signifie - Définir ac et C' la region critique.

Definition 4. On appelle test une (fonction) statistique  définie de la fagon
suivante :
1 si (z1,29,...,2,) €C
O(T1, 22, .0, Ty) =1 0 si (x1,22,...,2,) & C
v si (x1,22,...,x,) se trouve sur la frontiére

C.a.d : On décide Hy avec probabilité égale a v ou on décide Hy avec
probabilité 1 — ~.

Attention Si la loi est continue cette probabilité est nulle.
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Exemple

Une usine fabrique des piles des ler choix et second choix.

Les durées de vie sont respectivement : uy = E(X) =50et ug = E(X) =
47 heures,
avec un écart-type o0 = 4.

Un client veut vérifier que les piles achetées sont de la qualité A.
Il prend 100 piles et il trouve la moyenne expérimentale © = 48 heures.

Question : Doit-il accepter le lot c.a .d accepter que u, = 50 7
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Réponse

1. Il pose les hypotheéses : { Hy: 0=y, =47

2. 1l fixe le risque o« = 0.05

3. |l doit tester p, comme o est connu, il prendra la statistique :

Xt/ ~ N(0,1).

4. Calcul de la region critique : Py (X < C) = PHO(X;MO\/E < C;MO Jn) =

0.05.

Par la table on trouve t = —1.64 = C;MO\/ﬁ = 0250 * 10 = —1.64 =
C =49.34
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5. Calcul de 3 :
X—p

1= f = Pu(X < O) = Pu(=5n < =) =
P, (X517V100 < S547V100) = F(23 % 10) = F(5.85) = 0.9999
donc 8 = 0.00001

6. In observe un échantillon : n = 100 et on trouve T = 48.
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Décision : T = 48 < 49.34 , T dans la region critique (ou zone de refus) .
In refuse Hy :" la durée moyenne des piles est de 50 heures avec o« = 0.05 et |l
accepte |'hypothése alternative.

C.a.d : On n'a pas prouvé que la durée de vie moyenne de ce lot est y = 50,
avec a = 0.05
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Remarques :

— «a = 0.05 signifie " probabilité de refuser a tord Hy : = 50
— 3 = 0.00001est la " probabilité de refuser a tord Hy : p = 47. J'ai des

trés faibles chances de la refuser a tord
— p.e:Si T =49.5, jaccepte Hy : n = 50, mais si Hy : = 47 était vraie

,on a peu des chances d'avoir pris la bonne décision.

LA@>PI ) )
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Résumeé

Dans |la construction d'un test :

— Il 'y a quatre paramétres : «,
L P (u(z;0 ) € C) = «
équations 0 ’

q { Py, (u(z:0) ¢ C)=1-8

— Dans le cas des tests bilatéraux on teste :
Ho: 0= p
Hy: 0 # py

cad: 0= pyoul=p,

g,

n,

C

et deux

LAG@PI
@ THEORIE DE DECISION
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Tests d'Hypotheses
(suite)
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Rappels :

— On choisit comme Hy, |'"hypothése dont le rejet a tord, a les conséquences
les plus pénalisantes.

— « : Clest l'aire de la courbe Hy qui se trouve dans la region critique

— B : Clest |'aire de la courbe Hy qui se trouve dans la region d’'accep-
tation de H,.

— Les deux erreurs sont traitées toujours d'une maniére différentes,

— Le risque 3 est difficilement calculable (sauf dans le cas des hypothéses
simples)

— On appelle puissance du test la fonction 1 — 3(6).
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Exemple

Une usine fabrique des piles des qualité A et B.

Les durées de vie sont respectivement :
s =FE(X)=50et ug = FE(X) =47 heures, o =4.

Un client veut vérifier si les piles achetées sont de la qualité A.
Il a un échantillon de 100 piles.
Question : Doit-il accepter le lot?

c.a .d accepter que 4 =507
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Réponse

Ho: 0= pg =50

. Il pose les hypotheses : { Hy: 0=y, =47

.l fixe le risque o = 0.05

- Il teste p; comme o est connu, il prendra la statistique X

X —

o

Vi~ N(0,1)

. Calcul de Ia region critique :
C —
MO\/ﬁ <

PHO(Y<C):PHO( - -
Par la table - t = —1.64

C—

o)

“o\/ﬁ —C=50 ,10= —1.64 = C = 49.34

= 1

o /m) = 0.05,
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5. Calcul de 3 : B
- = Py(X <C) = P, (52 v < 4 y)

= Py, (X747/100 < S547/100) = F(224 % 10) = F(5.85) = 0.9999

donc 8 = 0.00001

0. Décision :
— || observe un échantillon : n = 100, 7 = 48
- T =48 < 49.34 , T (dans la zone de refus).

Il refuse Hy :: " la durée moyenne des piles est de 50 heures avec a« = 0.05 "

et il accepte I'hypotheése alternative Hq : "La durée de vie est" pu = 47

C.a.d : On n'a pas prouvé que la durée de vie moyenne de ce lot est ;u = 50,
avec a = 0.05
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Remarques :

— «a = 0.05 signifie " probabilité de refuser a tord Hy : u = 50
— (3 =0.00001 estla " probabilité de refuser a tord Hy : u = 47.
J'ai des tres faibles chances de la refuser a tord.
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Dans |la construction d'un test :

— Il y a quatre paramétres : «, g, n, C
et deux équations

P (u(z;0 ) € C) =«

P (u(z;0)eC)=1-0

Donc, il y a deux parameétres parmi les quatres qui sont connus
et deux inconnus
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CHOIX D'UN TEST

THEORIE DE DECISION
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Types des tests

— Tests Bilatéraux.
Ho: 0= p

Hy: 0Fpy 0=ppou 0=p,

— Tests Unilatéraux
Ho: 0= p

Hl: 9:,u1
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Définition d'un test

Soit une via. X ~ L. (X1, Xo,..., X,) un échantillon,  (z1,29,...,2,)
une réalisation.

Définition : On appelle test une (fonction) statistique ¢ définie par

(0 si (1,2, ...,x,) & C' | On décide Hy
1 si (x1,T2,...,T,) € C' | On décide Hy
o(x1, T2y ..., Tp) =1 Y E€]0,1] si (1, T2, ..., Ty) On décide H;
est sur la frontiére avec probabilité ~
\ ou on décide Hy avec probabilité 1 — 7.

C.a.d : On décide Hy ou H; selon une loi de Bernoulli de paramétre p = ~

Attention Si la loi est continue cette probabilité ~ est nulle.

Résoudre le test signifie :  Définir v et C' (la region critique).
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Test de Neyman-Pearson

Rappel : On appelle puissance du test la fonction 1 — 3(0) ;
Probabilité de refuser Hy lorsque H1 est vraie ( refus avec raison)

On souhaite construire un test qui a a la fois «v et § petits car,

on souhaite se tromper avec une petite probabilité sur les deux hypothéses.

Définition : Le test ¢, est meilleur que ¢, lorsque a,, < vy, et

1- 8, >1-8,, (cad B, <8, )

Objectif : Trouver le test qui minimise a la fois a et .

Ce probléme peut étre résolu si on fixe o et on minimise 3
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Définition : On appelle test Uniformement le Plus Puissant , et on note
UPP, le test qui parmi les tests du méme niveau a, minimise 3 (ou maximise

1 - 3)

Neyman et Pearson ont résolu ce probléme seulement dans le cas des
hypothéses simples.
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Théoreme de N-P

Soit le test -

Alors pour Var € 10, 1], il existe v € |0, 1] et C' uniques, tels que :
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E

I1 f(xx;04)
1 S| kzl > C
I1 f(zk;00)
k=1
-
I f(zk;601)
0 sj *=1 <C
mn
SO(ZUl,ZIJQ,...,ZEn) _ f(xk790)
k=1
_n
I1 f(xx;01)
velo,1] s = C
I1 f(xx;00)
k=1
| 7 est la probabilité de tomber sur le point critique.
EISTI
LA@>PI
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ou bien

( L s Ty O
1 i ((xlaxQ, y L l) S C

L(x1,22,...,2n;00)
L(x1,22,...,20;01)

0 Si < (C

O(T1, T2y ey Tyy) =24 L(x1,x3,...,Tp; 00)

. L(x1)x2 ...7xn;01)
0,1 | =¢
v €10,1] ! L(z1,T2,..., Tn; o)

~ est la probabilité de tomber sur le point critique.

\
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Donc : Construire le test de Neyman-Pearson
C'est Calculer C' et v qui sont uniques.

Remarque : Comme L(x1,22...,2n;0) = K [] f(zk;0) , on travaille
k=1

souvent avec la fonction de vraisemblance.

Attention Si la loi est continue cette probabilité ~ est nulle.
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Exemple

Loi Discrete

On teste si une piéce est équilibrée.

Xz'n’\’ B(p)

X = ) X, nb des piles obtenues si on lance n fois.

1=1

Etapes :

2. n =25, a = 0.05, B et C' inconnus
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3. Calcul de la region critique :

n n

- > T n—>y x;
(8) L(wy, w2 ns0) = K [ [ 67 (1—0)'"" = Ko= (1-0) =
k=1
Zn: v ”—i Ly
9@':1 1 . 9 =1
(b) R(xlaxQ,-“axn;Q) — Kl 1n ( 1) > Cl
2. i ”—i Ly

96:1 (1 — (90) i=1
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(c) In R(z1,z2,...,Tn;0) = Zaziln(el) + (n — in)ln(l — 01) —
szln (0y) — n—Zazz ) In(1 — 6p)

_;len e n—Z:CZ ln _90 ) > InCh

1=1

(d) prco;

ATTENTION A : In(g}) et In(

1-6
=4,
(e) Or X = > Xi~ B(n,p)
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4. Test de Neyman-Pearson :
o = PHO(X > C()) + /VPHO(X = Co) = 0.95
5. On doit calculer Cy et ~

(a) a=1— PHO(X < C()) —|—’7PHO(X = Co)

= PHO(XSCO)_W/PHO(X:CO) =1- .
(b) On regarde dans la table de la loi binomiale avec p = 0.5

Py (X <17)=0.97836 ; Py, (X < 16) = 0.94612;
Py, (X < 18) = 0.99268

Donc Cy =17 ; et P (X =17) = 0.0323
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Py, (X < C,) — 095  0.9784 —0.95

On en deduit -y = — 0.8792
(c) On en deduit - v Py (X = 17) 0.0323

Donc Cy =17 ; et v = 0.8792
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6. Calcul de la puissance du test :

(a) 1 =08 =Pp, (X > Co) +7vPu, (X = Co)
— Py, (X > 17) +0.8792 x Py, (X =17) : p=0.75 ,(2)

(b) Or Pyrs(X > 17) = Pyrs(X > 18) = Pyas(Y < 7) = 0.7265
(Y < 7 est I'événement symétrique)

et P0_75(X = 17) = P0_25(Y = 7) =
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(c) On en déduit de la (2) : 1 -7

0.7265 + 0.8792 x 0.1241.

0.8356 =— B=1—0.8356=0.1644

(B étant petit aussi, on peut conclure
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7. Décision :
On observe un échantillon : On lance n = 25 fois la piéce, soit X
des piles obtenues.
— Si X > 17 , on refuse I'hypothése Hy avec o = 0.05
— Si X <17 |, on accepte Hy avec o = 0.05
"piece équilibrée"

— Si X =17 , on refuse I'hypothése H; avec v = 0,8792

le nombre

LAG@PI
@ THEORIE DE DECISION

44



Exemple Loi Continue

Soit  X; ~ exp(A); E(X;) = 6 = %
%e—%xi; A, x> 0; X : durée dde vie d'un composant

On veut tester si A = 2 contre A = 1

Construction du test

1. On pose les hypothéses : {

2. On fixe v et n = 50

f(ilfz';e)
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1. Calcul de la region critique :

n 03
L(xhx% 73:7179) — H f(x’wg) — (9)716 =1
1=1
—01 Zn: T
L ey Ty 0 6:1)" i=1
(a) R($1,$2,...,$n;8) _ (5131,332, y L 1) _ ( 1) € _ > C
L(aj17$27"'7xn;90) —902 €Ty
(Go)me
(b) In R(x1,22,...,x0n;0) =nln(01) — 64 Zmi—nln(Ho)JrHoni > (O
(C) ((90 — 91) XT; > CQ
=1
EISTI
LA@>PI
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n
1(a) On ne conna’pas la loide Y  x;; maisn = 50.
i=1

On utilise le T.C.L. On pose X = > X; ~ N(,u,UQ);
i=1
et 02 = nh-.

(b) @ =P, (O Xi>Co)+7P, (D> Xi=Co) =0.05

1=1 =1
— PHO(’Zleﬁ > %) = 0.05

On calcule Cy etensuitel — G et.c

E(X)=nd
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Rappels :

— On choisit comme Hy, I'hypothése dont le rejet a tord, a les conséquences
les plus pénalisantes.

— Les deux erreurs sont traitées toujours toujours d une maniére différente.

— Le risque 3 est difficilement calculable (sauf dans le cas des hypothéses
simples)

— On souhaite construire un test qui a a la fois « petit et 3 petit,
car on souhaite se tromper avec une petite probabilité sur les deux hypo-
theses.

— On a des test bilatéraux et des tests unilatéraux.
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