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Introduction

Rappel :
Le but de la statistique est de déterminer un modéle probabiliste ou bien certains
paramétres du modéle & partir des observations.

Faire l'inférence sur les paramétres ou la loi suivie par un phénoméne
physique.

Deux types de problemes

— La loi suivie est totalement inconnue = Statistique non - paramé-
trique.

— La loi suivie est connue mais les paramétres de la loi sont inconnus =
Statistique paramétrique.
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Statistique parameétrique.

Exemple : La loi suivie est une loi Normale mais les paramétres o2 et/ou u
sont inconnus.
On note :

0 le paramétre inconnu ou @ les paramétres inconnus.
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Probleme du statisticien :
Connaftre la vraie valeur de 6

Solution || fera des observations sur un échantillon et ensuite il va essayer
de voir par quelle fonction, qui résulte des ces observations, pourra estimer au
mieux les paramétres inconnus.

|| fera donc une inférence .
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Estimation du parameétre 6 = |64, ... ,Qm]T

— L’estimation ponctuelle :
A partir des n v.a. Xq,...,X,, on calcule une seule valeur pour estimer le

paramétre 6.

— Estimation par Intervalle De Confiance : On associe au paramétre
0 un Intervalle, dit de confiance, dans lequel se trouve la vraie valeur de
0 avec une probabilité fixée d'avance.
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Modélisation

Définition : . Soit une v.a. X définie sur (2, A, P) de densité f(x,0)
avec 0 = (04, ... QT)T € © . On définit la famille des fonctions de densité
quand @ varie dans © : F (©) ={f (-,0) | 0 € O}

Définition : . On appelle modéle statistique la donnée d'un espace
(€2, A) probabilisable et d'une famille de densités (Pp),.q quand 0 varie dans ©

Définition : . On appelle échantillon de taille n ou n - échantillon
de la v.a. X, toute suite de v.a. (X1, Xo, ..., X},) indépendantes qui suivent la

méme loi que X
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On note

— 0 =1[01,04,...,0| les paramétres inconnus.
— On notera £(#) la loi connue de paramétre 6
- (X1, Xo, ..., X},) un n- échantillon

- (x1, 3, ..., T,) une réalisation de I'échantillon.
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Définition : . Soit (X7, X, ..., X,;) un n -échantillon.
On appelle statistique toute v.a. U de la forme U = ¢ (X1 Xo, ..., X,,) o0 ¢
est une application mesurable de

R™ — R

qui ne dépend pasde 60
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Pb :

— Comment choisir la "meilleure" statistique pour estimer les paramétres
— Comment déterminer la fonction de perte.
C.a.d. Estimer 'erreur commise par |'estimation ?
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Définition : On appelle estimateur de 6, (ou a (6)), toute statistique U,

notée aussi 6, dont la valeur observée sur I'échantillon (X7, ..., X,,) est utilisée
pour estimer le paramétre inconnu 6 (ou une fonction de 6, « (8)).
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Probleme : Comment choisir un Estimateur?

On doit étudier ses propriétés.
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1. Propriétés a distance finie des estimateurs

On considére un échantillon de la v.a. X qui suit une loi de paramétre 6.
1.1 Estimateur non biaisé

Définition L'estimateur U, (X1,...,X,) est sans biais pour le para-
métre § € ©, (ou pour une fonction de 8, «a (0)) si:

Eo[Un] =0 (ouBEy[Us]=a(f) ¥cOCR

b= FEy|U,] —0; b:estlebiais de |'estimateur.
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Rq :

— Le biais est |'erreur systématique due au fait que U varie autour de E(U)

et pas autour de 6.

— Cette propriété n'est pas invariante par rapport & une transformation.
Si T est sans biais pour 6, h(U) n'est pas en général sans biais pour h(6)
sauf dans le cas d'une transformation linéaire.
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1.2 Risque quadratique d'un estimateur

Définition : On appelle risque quadratique d'un estimateur U,, de 0,

(ou de a(6)) le nombre :
Ro(U) = Ey(U - 0)°
Ry (U) = Eo (U = a(9))°

. On dit que U est préférable a V si :

RQ(U)SRQ(V) VO € 6
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Rq :

- Ry (U) =V (U) + b2
car Bg (U —-0)>=V (U)+[E(U) — 0]

— Le risque quadratique de |'estimateur exprime la variation autour de 6.
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1.3 Efficacité relative des deux estimateurs

Définition : Soient T et U deux estimateurs sans biais de « () .

L 'estimateur 1" est dit plus efficace que U si :

V(T) <V (U) V0 € ©

Rq :

— Cette définition exprime que 1" présente des variations plus petites que U
— Cette notion concerne les estimateurs sans biais
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2. Propriétés asymptotiques des estimateurs

2.1 Définition : L'estimateur U, (X1,...,X,) est un estimateur
asymptotiquement sans biais pour le paramétre § € © (ou . (0)) si :

Ey|Up] —n — o0 (ou E, U,
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2.2 Définition : L'estimateur U, (X1,...,X,) est un estimateur
convergent si :

Un

2.3 Proposition. Si lim Ry (U,) = 0 alors U,, est convergent et

n—aoo

asymptotiquement sans biais.
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2.2 Définition : Un estimateur U de 6 est dit asymptotiquement
normal si

\/E(U —0) ~ N(Ov 02)

ou bien
o2
(U —-0)~N(O0,—)
n
Exemple : X = USSR CRRITE S, G asymptotiquement normal.

n
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Remarques :

— Un estimateur sans biais n'est pas toujours meilleur au sens du risque

quadratique qu'un estimateur avec biais.
— Deux estimateurs ne sont pas toujours comparables.
— Entre deux estimateurs sans biais, le plus précis est celui qui a la plus petite

variance.
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Pb : Comment améliorer un estimateur ?

— Méth.1 : A partir d'un estimateur 1" on essaie de "construire" un autre U
préférable 3 T" en réduisant sa variance.
— Méth.2 : Transformer un estimateur I" pour réduire son biais.
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