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Par « statistique » on entend trois choses différentes :

— La collecte des données concernant un phénomeéne.
— Les données elles-mémes.

— Le fraitement de données.

Bien sdr ces trois notfions ne sont pas indépendantes car, si nous pouvons faire un fraitement de
données, ces données doivent exister et, par conséquent, il faut au préalable procéder & une collecte de
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ces données. On congoit aussi aisément que les résultats du traitement de données sont tributaires des
régles utilisées pour le recueil de données de sorte que le méme fraitement appliqué sur deux ensembles
de données, concernant le méme phénoméne mais collectés selon des régles différentes, peut aboutir &
des résultats non convergents. Pendant ce cours on s’occupera exclusivement du traitement de données.
La collecte de données, les sondages, I'échantillonnage, etc. ont leurs propres régles, dont la présentation
est en dehors des buts du cours.

Bien que la collecte de données, en tant qu’activité humaine, se perd dans la nuit des temps, le
mot statistique est récent. Il fut créé au milieu du 18e siécle et le formalisme de la statistique mathématique
commengca & se développer depuis le début de notre siécle.

La statistique mathématique est la branche de mathématiques qui fournit les méthodes qui perme-
ttent de traiter des données relatives & un phénomeéne et d’obtenir, & I'aide de I'inférence (ou induction)
statistique, des modéeles du comportement du phénomene étudié.

Essentiellement il s’agit d’étudier un phénomeéne par rapport & une ou deux de ses caractéristiques,
qui sont supposées indépendantes. Le fondement théorique de cette étude est la théorie des probabilités,
en particulier les lois de probabilités, les convergences des lois, la loi de grands nombres et le théoréme
central limite. Cette statistique s’appelle statistique classique. Quant & nous nous préférerons I'appeler —
pour des raisons évidentes - statistique & une dimension ou monodimensionnelle.

A partir des années soixante I utilisation de I'ordinateur a permis de traiter, pour un phénoméne
donné, plusieurs de ses caractéristiques a la fois, sans méme étre obligé de faire I'hypothése de leur in-
dépendance. Cette partie de la statistique s’appelle analyse de données. La cohérence nous oblige &
I"appeler statistique & plusieurs dimensions ou multidimensionnelle.

L'objectif du cours de la Statistique Mathématique, donné a I'EISTI pendant la 2e année, est de per-
mettre a I'éléve-ingénieur d’acquérir les éléments théoriques de base et les techniques fondamentales. De
plus, il doit inciter I'éléve & avoir dans sa démarche de résolution des problémes, une approche statistique

afin d’enrichir sa réflexion.
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Ce support de cours est destiné a fournir, sous forme écrite, les principaux résultats et & favoriser
I’étude, chez soi, des certains points qui ne paraissent pas, ou qui ne sont pas, faciles. De plus pour la
présentation des techniques statistiques, nous avons délibérement choisi une forme algorithmique, assez
inhabituelle en statistique. Ainsi, pendant les s€éances des T.D., la consultation de ce polycopié permettra un
travail plus confortable et, espérons-le, plus efficace. Afin que le polycopié soit (relativement) autonome,
nous reprenons en une annexe les résultats fondamentaux de la Théorie des Probabilités, ce quirégle, aussi,
le probléme de I’homogénéité des notations.
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INTRODUCTION

Le but de la statistique mathématique est de développer un formalisme qui permet |'étude des carac-
téristiques d'un ensemble d’éléments en se fondant sur I'étude d’une partie (en général, petite) extraite de

cet ensemble.

L'ensemble dont nous voulons faire I'étude s’appelle population et il est supposé étre potentielle-

ment infini. La partie de cet ensemble que nous utilisons pour faire I'étude s’appelle échantillon. Les carac-
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téristiques (on dit aussi caractéres) étudiées de la population peuvent étre de deux types :

— Caractéristiques quantitatives.- Ce sont des résultats issus de mesures. A une caractéristique quan-
titative on associe une variable contfinue, qui représente toutes les valeurs possibles de la mesure
considérée. Selon la structure de cet ensemble de valeurs de la mesure, on distingue :

- caractéristique quantitative ordinale, quand dans I'ensemble de mesures nous pouvons définir
seulement un ordre (e.g. mesure de temperature).

- caractéristique quantitative normale, quand, en plus de I’ordre, nous pouvons définir, dans I'ensemble
de mesures, des opérations arithmétiques, comme |'addition ou la mulfiplication (e.g. teneur
en nitrates de I'eau potable).

— Caractéristiques qualitatives.- Ce sont des résultats issus d’observations. Une telle caractéristique peut
prendre plusieurs valeurs qui sont mutuellement exclusives et dont le nombre dépend du point de vue
adopté. Ces valeurs, dans le cas des caractéristiques qualitatives, s’appellent des modalités. A une
caractéristique qualitative on associe une variable discréte, qui représente tfoutes les modalités. Selon
la structure de I'ensemble des modalités on distingue :

- caractéristique qualitative ordinale, quand dans I’ensemble des modalités nous pouvons définir
seulement un ordre (e.g. dge).
- caractéristique qualitative nominale, quand dans I'ensemble des modalités nous ne pouvons pas

définir une structure (e.g. lieu d’habitation).

Un échantillon peut étre représenté a I'aide d’'un tableau X & deux dimensions. Les lignes de ce
tableau représentent les éléments de I'échantillon. Chaque colonne du tableau correspond & une carac-

téristique. Le tableau X est appelé le tableau de données. Actuellement il est & la mode de I'appeler corpus,

comme si I'échantillon d’une population pourrait nous donner I'ensemble des ceuvres de la population!
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Une forme particuliére de ce tableau s’appelle tableau de contingence. Si on note par £ |'échantillon, par C

Retour I'ensemble de caractéristiques, avec card(€ ) = n et card(C ) =m , alors un élément du tableau X sera noté
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mesures et observations faites sur cet élément. De la méme fagon la j-ieéme colonne du tableau correspond
4 la j-iéme caractéristique de I'échantilon et sera notée x;. Il s’agit d'un vecteur-colonne & n dimensions
qui contient tous les résultats de la mesure (ou de I'observation) correspondants & cette caractéristique.
Nous pouvons considérer que cette mesure (ou observation) peut étre modélisée par I'intermédiaired’une
variable aléatoire X;, qui prend les valeurs X; = x;; ; i € |n]. C’est la raison pour laquelle dorénavant, & la
place des caractéristiques, nous allons parler des variables, en gardant bien sar la distinction entre variables
quantitatives et variables qualitatives. Distinction qui, soit dit en passant, ne nous servira point, car dans la
suite nous nous occuperons uniquement des variables quantitatives.

Le travail statistique consiste, comme nous I'avons déja dit au début, & imaginer, en utilisant des
résultats expérimentaux obtenus & partir de I’'échantillon, ce qui se passerait pour un nombre infini des
résultats. Deux approches sont possibles :

— L'approche descriptive.- Elle consiste essentiellement & utiliser I’histogramme des effectifs, que nous
pouvons réaliser comme suit :
Considérons une variable (aléatoire) X (i.e. une colonne du tableau X) et supposons qu’on découpe
Iintervalle de variation de cette variable en sous-intervalles de longueur identique [x, , x|, [xp, xc[, -.-
[xx, %[, -... Pour chaque sous-intervalle [x;,x;[ on trace un rectangle dont la base est égale & x; — x;
et la hauteur proportionnelle au nombre ny; d’éléments x;. de I'échantillon dont les valeurs X sont
telles que x; < X < x;.
Si on veut faire des comparaisons entre plusieurs histogrammes, il est d’usage de normaliser, c’est-a-

I . ) N . n
dire de construire des rectangles dont la hauteur est proportionnelle & la fréquence fi; = K
n

Pour le passage des résultats expérimentaux, issus de I'échantillon, aux résultats concernant la popu-
lation, on admet que la fréquence fj; a une limite pour chague sous-intervalle [x; , x| . i.e. on suppose

que Nous avons }5{,‘0 fu= }Eﬂ, "% = fi1 Ol fy est la valeur de la fréquence correspondante dans la

population infinie. Remarquons que la fonction qui fournit la surface des rectangles de I'histogramme
d’effectifs d’une population infinie est la fonction de distribution de la v.a. X.

— L'approche analytique.- On utilise ici aussi la variable X et on cherche & résumer la distribution ex-
périmentale (c’est-a-dire la distribution observée et reportée au tableau de données X) par des
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parameétres qui caractérisent la tendance centrale et la dispersion des valeurs de X. Ensuite on ex-
trapole les résultats obtenus de I'échantillon & la population totale. Cette extrapolation se fait en
utilisant des méthodes de calcul empruntées & I'’Analyse, mais, de plus, en Statistique on fixe au
préalable la valeur des risques encourus par cette opération.

La premiére approche est I'objet de la Statistique Descriptive qui ne rentre pas dans le cadre de
ce cours. Dans la suite nous travaillerons, donc, avec la seconde approche qui nous obligera de passer

continuellement de la population & I’échantillon et vice versa.

En utilisant un échantillon on obtient des mesures expérimentales et tout calcul utilisant ces mesures
est un calcul certain (c-a-d. non probabiliste) tandis que tout extrapolation de ce calcul & la population
totale est de nature probabiliste. Cette extrapolation porte le nom d’inférence statistique.

Bien évidemment cette analyse peut s'étendre & plusieurs caractéristiques et a plusieurs popula-
tions. Nous entrons ainsi dans ce qu’il est convenu d’appeler I’ Analyse de Données et qui est, en réalité,
la Statistique Multidimensionnelle. L' objectif de cette branche de la Statistique est plus général et plus am-
bitieux : étudier I'influence isolée et simultanée des caractéristiques sur une ou plusieurs populations. Et, par
un effet de symétrie parfois délicate & mettre en ceuvre, nous sommes aussi amenés a étudier la structura-
tion des variables telle que les observations nous laissent I'appréhender.

Ce polycopié est divisé en deux parties : statistique monodimensionnelle et statistique multidimen-
sionnelle.

La statistique monodimensionnelle débute avec quelques rappels de la théorie des probabilités
concernant les théorémes limites et les lois des grands nombres. Ensuite nous passons en revue les lois des
probabilités, avant de présenter la méthode de I'inférence statistique. La premiére partie se termine avec
la présentation des techniques statistiques, i.e. |I'estimation ponctuelle et par intervalle de confiance, les
tests d’hypothéses, le contréle de réception et I'analyse de variance.
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Dans la deuxieme partie on introduit la statistique multidimensionnelle par I'intermédiaire de I'analyse
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canonique, ce qui permet par la suite de présenter comme des applications la régression linéaire, I'analyse
et la structuration de données.
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LES THEOREMES LIMITES

Considérons plusieurs v.a. définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P) et & valeurs dans R.

En analyse nous étudions le comportement des fonctions en utilisant le concept de la convergence et

nous savons gue la suite de fonctions {f,}, converge vers f si lim | f, —f | =0 ou nous avons noté
fraees

| £ 1=l [ R ax 2
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Nous pouvons utiliser le méme concept pour I'examen des v.a. voisines, en tenant compte que
nous avons comme élément supplémentaire pour I'étude de la convergence, soit la mesure de probabilité,

soit la fonction de répartition.

2.1. Convergence et mesure de probabilité

Dans ce paragraphe on considére une suite des v.a. Xj,...,Xy,... de (Q, A, P) dans (R,Br) . On

notera cette suite des v.a. par (X,),.

2.1.1. Convergence presque sire

DEFINITION 2.1.1  On dit que la suite des v.a. (X, ), converge vers la v.a. X presque sGrement ou avec probabilité un

et I'on note
lim X, =X
n—oo ps
si
P[lirnX,,:X] =1
n—oo
c’est-a-dire si

P [w: lim Xn(w)=X(w)] =1VweQ—-0Q avec Qg CQ tel que P(Qp) =0
n—oo

Par conséquent la convergence presque sCre est la convergence en moyenne sur tout Q, sauf

éventuellement sur un sous-ensemble Oy de mesure nulle.
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Nous avons les propriétés suivantes :
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AVANT-PROPOS

PROPRIETE 211 §iP[ lim X, =X | =Tet P[ lim X, = X'| =1, alors
PX=X]=1
PROPRIETE 2.1.2  Nous avons P [ r}g{}o X, =X ] =1 si et seulement si
Vs>0:}£rgop<{i1;€|Xm—X|<s}> =1
PROPRIETE 2.1.3 Si P [Y}% X, =X ] =1, alors nous pouvons extraire une sous-suite (X"")nk de la suite (X,) telle que
P[lim X, =X] =1

PROPRIETE 2.1.4  Si E(X,) =0¥n € Net TV(X) < oo, alors P [ lim X, = X ]
x am,

2.1.2. Convergence en probabilité

DEFINITION 2.1.2  On dit que la suite des v.a. (X,,), converge en probabilité vers la v.a. X et I'on note

lim X, =X
n—e
si

Vs>0:'}imP({|X,,—X\<s}):1

Afin de se rendre compte de la différence entre la convergence en probabilité et la convergence
presque sdre, nous allons utiliser le langage de I'analyse. Pour les deux notions nous avons que Ve > 0 et
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¥ >0, il existe un entier N(¢,6) > 0tel que P({| X, — X |<e})=1 Vn > N(¢ ). Mais la convergence presque
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AVANT-PROPOS

sCre établit en plus que cette relation est valable pour chaque w € O — Oy, i.e. lim X, = X signifie que
Nn—00 ps
Ve >0,V6 >0 et Vw € Q — () il existe un entier N(e,6;w) > 0tel que P ({| X,(w) — X(w) |<e}) =1 Vn> N(g,6;w)

Nous avons les propriétés suivantes :

PROPRIETE 2.1.5 Si lim X, = X et lim X, =X’ ,alors P[ X =X'] =1.
n—oo P n—oo P

PROPRIETE 2.1.6 Si lim X, = Xet f: R — R, alors lim f(X,) 7 (X).
n—oo " p 100

PROPRIETE 2.1.7 Si lim X, = X, limY, = Yet P[X=Y]=1,alors
n—oo n—oo

Ye>0:P[| X, — Y, |>¢]=0.

PROPRIETE 2.1.8  Si la suite des v.a. (X,), converge presque siirement vers X dans (Q), A, P), alors (X,), converge en

probabilité vers X.

2.1.3. Convergence en moyenne quadratique

On fait I'hypothése que les moments d’ordre 2 de la suite des v.a.(X,),, et de la v.a. X existent.

DEFINITION 2.1.3  On dit que la suite (X,,), converge en moyenne quadratique vers X et I'on note
lim X, = X
n—oo mq

si

lim E [| Xy = X[ =0

c'est-i-dire que Ve > 0 il existe un entier N(¢) > 0 tel que E [| X, — X |*] Vn > N(e).
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Notons que cette convergence est définie pour tout w € Q.
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AVANT-PROPOS

Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE 2.1.9 Si lim X, = X et lim Y,, =Y, alors lim X,,Y, = XY.
neo | mg n—oo ' mg n—co mq

2.1.4. Convergence en loi

La convergence en loi utilise la notion de la fonction de répartition. Au lieu donc de s’intéresser au
comportement voisin des v.a. on s’intéressera au voisinage des fonctions de répartition des v.a.

DEFINITION 2.1.4  On dit que la suite (X,,),, converge en loi vers X et I'on note

lim X, = X

n—oo 1
si

lim Fx,, (x) = Fx(x) Vx € R pour lequel la fonction Fx est continue
fraee

Nous avons les deux propriétés suivantes :

PROPRIETE 2.1.10 Si lim X, i Xet limY, < Y, alors X et Y suivent la méme loi de probabilité.
n—co n—co

Si lim X, = X , alors pour tout intervalle [a,b[ C R pour lequel la fonction de répartition Fx est con-
n—0co mq

tinue nous avons

y}ijx;oP[aSXn(w)<b]=P[u§X(w)<b]




2.1.5. Relations entre les différentes convergences
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INTRODUCTION Nous avons le schéma d‘implication suivant :

conv. presque stire N
conv. en probabilité — conv. en loi
conv. en moyenne quadratique.

2.2. Quelques inégalités en probabilités

Nous avons le
THEOREME 2.2.1  Soit X une v.a. sur (Q, A, P). Considérons une fonction réelle g(X). Alors g(X) est une v.a. telle que

Pls(x) > < FBOL - ve s @2.1)

Cas particuliers :

(1) Posons g(X) =| X — E(X) |" . Alors

E[[X-EX)[]

PX-EX)["zc]< 5

;¥Ve>0 (Inégalité de Markov) (2.2.2)
) Sig(X)=|X—-E(X)*,alors:

SENX-E®P] V) .y, (22.3)

P [‘ X - E(X) ‘22 CZ] = 2 2
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@) Sic=6+/V(X).alors:

1 .
P [| X—-EX)[>0d,/ V(X)] <5 V>0  (Inégalité de Chebychev) (2.2.4)
LES THEOREMES LIMITES Nous avons aussi la forme équivalentes :
1

p [|X7E(X)|§§\/V(X)] 2176—2 ; Ve>0 (2.2.5)
THEOREME 2.2.2 ( Inégalité de Kolmogorov ).- Si (X,,), suite de v.a. indépendantes, centrées et de variance finie, alors

nous avons :

V(Su
P |max |S¢|>c| < 5 ;Ve>0,n=1,2,... (2.2.6)
1<k<n c

k
oitonaposé: Sy =y X;.
i—1

2.3. Lois des grands nombres

2.3.1. Loiforte des grands nombres

Le théoreme suivant est le critére de Kolmogorov pour la loi forte des grands nombres :

V(X)
kZ

k
THEOREME 2.3.1  Considérons la suite (X, ), de v.a. indépendantes. Si ces v.a. sont centrées et telles que Z converge
i=1

;Vk=1,2,...,n, alors la suite (X,,),, obéit a la loi forte des grands nombres.

Dans le cas ou la suite (X,,), est composée de v.a. indépendantes et identiquement distribuées

(v.ii.d.), alors nous avons le théoréme de Khinchine :
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THEOREME 2.3.2  Considérons la suite (X, ), de v.a.i.i.d. . Si ces v.a. sont telles que E(Xy) =m < oo ;Yk=1,2,...,n, alors
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la suite (X,,),, obéit a la loi forte des grands nombres.

LES THEOREMIES LIMITES

Dans le cas ou les v.a. de la suite (X,), sont dépendantes entre elles, nous avons le théoréeme de
Parzen :

THEOREME 2.3.3  Considérons la suite (X, ), de v.a. dépendantes, telles que

V(Xx) <M <oo;Yk=1,2,...,n,avec M une constante. Alors la suite (X,,),, obéit a la loi forte des grands nombres

sil existe des constantes positives Q et q telles que

1& Q
|E Xk-EZX,v |§k—q;Vk:1,2,...,n (2.3.1)
i=1

2.3.2. Loifaible des grands nombres

Nous avons les résultats suivants :

THEOREME 2.3.4  Soit la suite (X,),, de v.a. indépendantes telles que | E(Xy) |< 00 ; Yk =1,2,.... Posons

n

Sh=YV(X)
k=1
on suppose que
lim S—g =0
n—oco N

alors la suite (X,,),, obéit a la loi faible des grands nombres.
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THEOREME 2.3.5  Soit la suite (X,,),, de v.a. indépendantes telles que | E(Xy) |< co;Vk=1,2,.... S'il existe une constante

6 > 0 telle que

1 n
gy lim — Y E(| X, —E(X,) ') =0
LES THEOREMES LIMITES fim, o L (1%~ E(x) ')

alors la suite (X,,),, obéit a la loi faible des grands nombres.

2.3.3. Conséquences des lois des grands nombres
Nous donnons ci-aprés les principaux résultats concernant les applications des lois des grands nom-
bres.
THEOREME 2.3.6  Soient (X,,), et (Yy),, deux suites de v.a. indépendantes telles que
Y}El;lo Xn7X Et}ijl;y"jy

Alors

() lim (aX, +bY,) = aX +bY
A P

(i) lim (X,-Y,)=X-Y
o ;

i) lim (X / Ya) =X /¥ sip({Yy £0}) =Tet p({Y £0}) =1.

THEOREME 2.3.7  Soient (X,,), et (Yy),, deux suites de v.a. indépendantes telles que

lim X, =X et lim Y, =c
n—e

n—co 1

avec ¢ constante non nulle. Nous avons alors

(i) lim (X, +Y,)=X+c
n—oo 1
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@ Jim (XY, =c- X
n—oo
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i) lim (X, / ) =X/ csip({Ys #0}) =1.

LOIS DE PROBABILITES

2.4. Théoreme central limite (TCL)

n
Les résultats du paragraphe précédent assurent que, sous certaines conditions, % Z Xk converge
k=1
n
vers % Y E(Xt). Mdis, en régle générale, E(Xx) est une v.a., de sorte que ces résultats, bien qu’ils valident
k=1

n
la démarche statistique, n’apportent pas une aide pour le calcul de % ZXk .
k=1

Le théoréme suivant nous fournit plus des précisions dans le cas particulier des v.a.i.i.d.

THEOREME 2.4.1 (Th. central limite ).- Soit la suite (Xy,),, de v.a.i.id. telles que E(Xy) = p avec | p | < oo et V(Xy) =02 <
o ;Vk=1,2,.... Notons par

1 n
Sp=— ZXk
=}
et par
Sy —ny
Zy=——
" o/n

la v.a. centrée réduite de S,, . Alors nous avons

lim Z, ==Z~N(0,1)

n—00 1
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De ce théoréme nous pouvons conclure que
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o2
Jlim SnTS~N(y,;)

LOIS DE PROBABILITES Dans le cas ou les v.a. ne suivent pas la méme loi, nous avons le :

THEOREME 2.4.2 ( Théoreme de Lyapounov ).- Soit la suite (X,),, de v.a. telles que E(Xy) = py avec | py |< o0 ; Vk =

1,2,.... S'il existe une valeur § > 0 telle que

E (\ Xe — \2”) <ooVk=1,2,...

et
. 1 - 246
fm | -ZE(|XFM+) -0
(Z V(Xk)> =1
alors
lim Z,=Z~N(0,1)
P
avec

kéE(X" = 1)
Zn= o 05
(£vow)
k=1

et ot on a noté par N (0,1) la loi normale centrée, réduite (cf. prochain chapitre).

Pour évaluer I'erreur qu’on commet quand on applique le théoréme central limite, nous avons le

théoréme suivant :
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THEOREME 2.4.3  Soit la suite (X,),, de v.a.i.id. telles que E(Xy) = p avec | |< oo et V(Xy) =02 <oo;Vk=12,....
Notons

LE(X—np)

o=
o3
LOIS DE PROBABILITES
Alors pour tout b € R nous avons
P
k—np b
P s % [ e ttaxs 2
n —e




LOIS DE PROBABILITES

LOIS DE PROBABILITES
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APPROXIMATIONS. ...

3.1.

Retour
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L'étude d’une expérience aléatoire consiste au calcul des ses caractéristiques, surtout espérance
mathématique et variance, & I'examen de la forme de sa fonction de densité, éventuellement & d’autres
calculs en fonction de la spécificité du probléme posé. Par conséquent chaque fois que nous avons une
telle expérience & étudier, nous devons la répéter plusieurs fois et, en utilisant les résultats de ces répétitions,
procéder aux calculs et examens. Outre le fait que les répétitions d'une expérience ne sont pas toujours
possibles, il faut prendre en considération leur colt. Il est, donc, naturel de chercher & mettre ensemble
différentes expériences aléatoires, en formant ainsi des classes ayant des carctéristiques statistiques iden-
tiques. Nous pouvons remarquer que cette démarche est possible d partir du moment ol nous mettons
dans une telle classe des expériences qui sont par leur aspect différentes, mais pour lesquelles se dégage
une identité certaine de leur nature. Ainsi, e.g. jouer a « pile ou face » ou tirer une balle d'une urne con-
tenant des balles de deux couleurs distinctes, sont deux expériences différentes mais dont la nature est la
méme : chaque fois il y a un résultat parmi deux possibles.

Les lois de probabilité nous fournissent les moyens pour décrire ces classes d’expériences aléatoires
car, comme nous avons vu, elles permettent de calculer aussi bien les moments que les fonctions de densité
et de répartition. Nous présentons ci-aprés et de fagon relativement détaillée, les principales lois discrétes
et continues. Il est & noter qu’d I'aide de cette présentation nous pouvons aussi faire la typologie des
expériences aléatoires, dans la mesure ol chaque loi correspond & un type d’expérience.

LOIS DISCRETES

Loi de Bernoulli

Une expérience aléatoire qui se produit une seule fois et qu’elle a deux résultats possibles, suit la loi
de Bernoulli.
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APPROXIMATIONS. . .
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

Nombre de résultats de I'expérience : 2, notés A et B avec probabilités p et g =1 — p respectivement.

1 sile résultat est A

Va.: X= { 0 sile résultat est B

Nombre de répétitions de I'expérience : fixé d’avance et égal & 1.

RESULTATS

Probabilité :
Px(X=1)=p et Px(X=0)=gq
Espérance mathématique
E(X)=p
Variance
V(X)=pq=p(1-p)
Fonction caractéristique

ox (x) = (1= p) + pel*

NOTATION

X v.a. quisuit la loi de Bernoulli : X ~ B(p) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
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ECHANTILLONNAGE

Retour

Plein Ecran

Fermer

Quitter

Pile ou face.
Tirage d’une balle dans une urne contenant deux catégories de balles.

Prélévement & partir d'un lot, d’un article pouvant étre soit bon soit défectueux.

3.2. Loi binomiale

La loi binomiale est une extension de la loi de Bernoulli car elle décrit le comportement d’une

expérience qui a deux résultats possibles et qui est répétée plusieurs fois. Ce type d’'expérience aléatoire se

rencontre trés souvent dans les applications.

M
@
(©))
(&)
©®
©)

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

Nombre de résultats de I'expérience : 2, notés A et B avec probabilités petg=1—p
Va.: X = nombre de réalisations de I'événement A, (X =0,1,...,n) .

Nombre de répétitions de I'expérience : fixé d’avance et égal & n.

Nombre de réalisations de I’événement A : variable.

Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)!

Répétitions de I'expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS

!Dans la pratique on considére qu’un tirage est sans remise dés que n/N < 0.1
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(1) Probabilité :
Px(X=x)=Cip*(1—p)"*,x=0,1,...

(2) Espérance mathématique :

E(X)=np
ECHANTILLONNAGE (®) Variance :

V(X)=np(1-p)
(4) Fonction caractéristique
gx(x)=[(1-p)+ pef"]n

(5) Calcul itératif :
=X +1 4

. -H-PX(X:xq)

NOTATION

X v.a. quisuit la loi binomiale : X ~ B(n,p) .

TABLES

Les tables de loi binomiale sont de deux types :

— Tables avec des probabilités simples
b(x;n,p) =Cip*(1—p)"* ., pourx=0,1,....n>x;pe0,1].
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— Tables avec des probabilités cumulées
r

B(r;n,p) = Jrgob(x;n,p) =P(X <r)pourpel0,0.5].

Exemple B(6;10,0.5) = 0.82812 ,

Sip > 0.5, alors nous pouvons utiliser la méme table car :

B(r;n,p) Px(X<r)

ECHANTILLONNAGE

Px(Y>n—r)

=1-Px(Y<n—r—1)

n—r—1
=1- ¥ b(ynl—p)
y=0

=1-Bn—-r—1Lnl-p)

ounous avons noté Y =n — X la v.a. quisuit la loi binomiale avec probabilité 1 — p .

N.B. Parfois dans des livres on trouve des tables des probabilités cumulées P(X > r) au lieu de P(X <r)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Une succession des « pile ou face » .

— Une succession des tirages d’une balle avec remise dans une urne contenant deux catégories de
balles.

— Une succession des prélévements avec remise, a partir d’un lot, d’un artficle pouvant étre bon ou
défectueux.

EXEMPLES
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(1) Partage des ressources. Supposons que par franche horaire il y a n personnes qui peuvent demander
une ressource gquelcongue (e.g. une imprimante, de I'électricité, du pain, les services d'une caissiére,
etc) avec probabilité p connue. En utilisant les tables de la probabilité cumulée de la distribution
binomiale, nous pouvons calculer la probabilité qu’il y ait au plus k < n personnes qui demanderont
effectivement cette ressource.

(2) Test de qualité. Supposons que dans un lot contenant plusieurs articles, il y a des articles défectueux
avec une probabilité p connue. En utilisant les tables de la probabilité cumulée de la distribution

binomiale, nous pouvons calculer la probabilité qu’il y ait soit au plus k articles défectueux, soit ex-

INFERENCE

actement k articles défectueux, dans un échantillon de n articles tirés au hasard d’une population
de taille N.

PROPRIETE

— Sim variables aléatoires indépendantes Xj, ..., X,, sont distribuées selon des lois binomiales indépen-
dantes B(ny,p), -,

m
B(nm,p). alors la somme X = X; + --- + X,, suit la loi binomiale B (n =Y n,-,p).
i=1

REMARQUES

— Lafonction de densité est symétrique si p =g =0.5.
— La variance de la loi binomiale est plus petite que sa moyenne (loi sous-dispersée).

— Laloi de Bernoulli peut étre notée B(1,p) .
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3.3. Loi multinomiale

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

II's’agit d’une généralisation de la loi binomiale dans le cas ol le nombre de résultats de I'expérience
est supérieur & deux.

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

INFERENCE

q
(1) Nombre de résultats de I'expérience : q, notés A, avec probabilités p; :k=1,2,...,q .avec ¥ pr=1.
k=1

(2) Va.: Xy = nombre de réalisations de I'événement A, . k=1,2,...,q9.

(3) Nombre de répétitions de I'expérience : fixé d’avance et égal & n.

(4) Nombre de réalisations de I'événement Ay, : variable.

(5) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. firage avec remise)

(6) Répétitions de I'expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS

(1) Probabilité : Si on note par X = [Xy,...,X,] , nous avons :

n! X X
(Xi=x1,-, X =x,) = mpll cop L xe=01..n;k=1,..9

(2) Espérance mathématique :
E(Xg)=npr; k=1,...q
(3) Variance :

V(Xx)=npe(l—p) ;s k=1,...q
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(4) Covariance
T(Xi, X)) = —npipj; i#j, i,j=1...q

(5) Corrélation

pip;
XX =\ A (]1 )

(6) Fonction caractéristique

ESTIMATION . i \"
Ona ¢y, (x1,...x5) = Y piet, d’oli on obtient ¢x (x1,...x4) = (Zp;e”‘l>
I=1 =1

NOTATION
X v.a. qui suit la loi multinomiale : X ~ B(n;py,...,pg)
EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Une succession des lancements d’un dé.

— Une succession des firages avec remise, d'une balle d’une urne contenant plusieurs catégories de
balles.

— Une succession des prélévements avec remise, & partir d’un lot, d'un article pouvant appartenir a

plusieurs classes.
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3.4. Loi binomiale négative
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Comme dans le cas de la loi binomiale, on répéte plusieurs fois une expérience aléatoire qui a
deux résultats possibles, mais on voudrait en plus que I'un des résultats arrive un nombre de fois fixe, défini
d’avance. La loi suivie dans ce cas est la loi binomiale négative.

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

ESTIMATION

(1) Nombre de résultats de I'expérience : 2, notés A et B avec probabilités petg=1—p

(2) Va.: X =nombre de répétitions de I'expérience nécessaire pour avoir le résultat souhaité.
(3) Nombre de répétitions de I'expérience : variable.

(4) Nombre de réalisations de I’événement A : fixé d'avance et égal d ¢ .

(5) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. tirage avec remise)

(6) Répétitions de I'expérience : Indépendantes entre elles.

RESULTATS

(1) Probabilité :
Px(X=x)=C! . p*(1—p)*, x=0,1,...

c+x—1

(2) Espérance mathématique :

_c(1-p)
E(X) = ,
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(3) Variance :

(4) Fonction caractéristique

= (=)

() Caleul itératif :

ESTIMATION

x—1
PX(X:X):JC—C

“(1-p)-Px(X=x-1)

NOTATION

X v.a. quisuit la loi binomiale négative : X ~ B* (¢, p) .
TABLES
On utilise les tables des probabilités cumulées de la loi binomiale. En effet si on note par

b*(x;6,p) =C P pf(1—p)* ¢ ,c=0,1,..;x > ;p €[0,1]

la probabilité Px (X = x), alors nous avons pour la probabilité cumulée

r c—1
Px(X<r)=B*(ric,p) = Y b"(x;c,p) =1— Y b(x;r,p) =1—B(c—1L,r,p)

x=c x=0
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EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Une succession des « pile ou face » , jusqu’a avoir ¢ fois « pile ».

— Une succession des tirages avec remise, d'une balle d'une urne contenant deux catégories de balles,

jusqu’a avoir ¢ balles d’'une méme couleur.

EXEMPLE

HHIEREALLE DIE O — Test de qualité. Supposons que dans un lot de N articles il y a des articles défectueux avec une
probabilité p connue. En utilisant les tables de la probabilité cumulée de la distribution binomiale,
nous pouvons calculer le nombre n d’articles qu’il faut extraire de ce lot pour avoir, avec une grande
propababilité (e.g. 95%). ¢ articles non défectueux.

REMARQUES

— Sic =1, laloi négative binomiale négative s’appelle loi de Pascal ou loi géométrique de parameétre
p.

— La variance de la loi binomiale négative est plus grande que sa moyenne (loi sur-dispersée).

3.5. Loi hypergéométrique

Retour On considére, comme pour la loi binomiale, le cas d’une expérience aléatoire qui a deux résulats

Plein Ecran possibles mais on suppose que les probabilités de réalisation de ces deux événements varient avec le temps.
Ce type d’expérience est décrit par la loi hypergéométrique.

Fermer

Quitter
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Nombre de résultats de I'expérience : 2, notés A et B avec probabilités p = £ et g= Nk
(2) Va.l X =nombre de réalisations de I'événement A .

(3) Nombre de répétitions de I'expérience : fixé d’avance et égal & n < N.

(4) Nombre de réalisations de I'événement A : variable.

(5) Probabilités des résultats : Modifi€es avec le temps (i.e. tirage sans remise)

(6) Répétitions de I'expérience : Dépendantes entre elles.

INTERVALLE DE CON. ..

RESULTATS

(1) Probabilité :

(2) Espérance mathématique :

(@) Variance :

~nk(N—-k)(N—-n)
e

(4) Calcul itératif :

_(k—x+)(n—x+1)

Px(X=x)— x(N—k—n+x) Px(X=x—1)
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NOTATION
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X v.a. quisuit la loi hypergéométrique : X ~ H(N,n,k) .

TABLES

Les tables de la loi hypergéométrique fournissent les probabilités cumulées : Si on note par p(N, n,k, x),

x=0,1,... la probabilité Px(X = x) , alors la probabilité cumulée est donnée par

INTERVALLE DE CON. ..

T
H(N,n,k,r) = Z p(N,n,k,x) =Px(X <r).
x=max[0,n1—(N—k)]

Pour la lecture des tables de la loi hypergéométrique, il faut utiliser les relations :
p(N,n,k,x) = p(N,k,n,x) ,

H(N,n,k,r)=H(N,k,n,r) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Une succession des tirages sans remise, d’une balle dans une urne contenant deux catégories de
balles en proportion connue.

— Une succession des prélévements sans remise, & partir d’un lot, d'un article pouvant étre soit bon, soit
défectueux.

EXEMPLE
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— Soit un lot contenant N articles, dont k défectueux. On prend au hasard » articles sans remise et on
accepte ce lot si on a trouvé au plus r articles défectueux parmi les n. Les tables de la loi hyper-
géométrique nous permettent d'évaluer la probabilité d’accepter le lot en fonction du nombre k
d’articles défectueux contenus dans le lot.

REMARQUES

— Si N — oo et n reste fini ou si n est trés petit par rapport & N, alors la loi hypergéométrique tend vers la

TESTS D'HYPOTHESES loi binomiale B (1,p) avec p ~ % (. lim Px(X=x)=Cip*(1—p)"™* . Ansilav.a. X, quisuif laloi
hypergéométrique, converge en loi vers une v.a. qui suit la loi binomiale.

— Sin>2,lavariance de la loi hypergéométrique est toujours inférieure a la variance de la loi binomiale,

. k
car si on prend p= N nous avons :

variance de la loi hypergéométrique ~ npq——— < npq = variance de la loi binomiale

N-—-n
N-1

sauf si n est négligeable devant N.

3.6. Loi de Poisson

Retour Lorsque on s’intéresse au nombre de fois qu’un événement se réalise pendant un intervalle de

Plein Ecran tfemps ou au nombre d‘articles de type spécifique qui se frouvent soit dans une région d’un espace soit
dans une portion d’un volume, nous pouvons utiliser, pour effectuer nos calculs, la loi de Poisson.

Fermer

Quitter
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CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
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(1) Nombre de résultats de I'expérience : 1, noté A.

(2) Va.: X =nombre de réalisations de I'évenement A.

(3) Nombre d’expériences : n > 1.

(4) Unité de temps, de I'espace ou de volume relative a I'expérience : connu (par exemple 1sou 1 m? ou 10 cl).
(5) Nombre moyen de résultats A pendant une unité relative a I’expérience : connu, noté A.

(6) Probabilités des résultats : Pas de modification avec le temps (i.e. firage avec remise)

(7) Répétitions de I'expérience : Indépendantes entre elles.

TESTS D’HYPOTHESES

RESULTATS

(1) Probabilité :

—0 pgx
PX(X=x)=ex'9 ;x=0,1,...

avec 6 = An (0 >0 est le nombre moyen de réalisations de I'événement A pendant les n unités
relatives a I'experience).

(2) Espérance mathématique :
(3) Variance :

(4) Fonction caractéristique

¢x (x) =exp [9 (ef" — 1)}
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TESTS D’HYPOTHESES

() Calcul itératif :

NOTATION

X v.a. quisuit la loi de Poisson : X ~ P(6) ou X ~ P(A,n).

TABLES

Les tables de loi de Poisson sont de deux types :

— Tables avec des probabilités élémentaires p(x;A) = e~ 6% /x!, pour .x=0,1,...; p€[0,1] ;6 > 0.

— Tables avec des probabilités cumulées P(r;6) = i p(x;0) =Px(X<r).
x=0

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Nombre de clients arrivant devant un point de vente pendant une durée de temps fixé d’avance.

— Nombre des substances discrétes (e.g. bactéries, poissons, globules rouges, ...) dans un volume de
liquide.

— Nombre d’erreurs de frappe dans une ou plusieurs pages dactylographiées.

— Nombre d’appels téléphoniques pendant une durée de temps fixée.
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CONTROLE DE RECEP. ..
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EXEMPLE

— Dans un lot contenant un grand nombre d’articles, la probabilité pour qu’un article soit défectueux
est faible (< 0.1) et égale & p. Supposons qu’on prend n articles au hasard. Les tables de la loi
de Poisson P(r;0), avec 6 = pn, nous fournissent la probabilité pour qu’il y ait au plus deux articles
défectueux parmiles n.

PROPRIETE

— Sim variables aléatoires indépendantes Xj, ..., X,, sont distribuées selon des lois de Poisson P(61,n),- -,

m
P(6,,,n), alorsla somme X = X; + - -- + X,, suit la loi de Poisson P <9 =Y 9,-,n>.
i=1

REMARQUES

— Silaloi binomiale B(n, p) a une valeur de n modérement élevée (1 > 10) et une valeur de p petite (p <
0.1), avec np <30, alors la loi de Poisson P(n,6) avec 6 = np, est une approximation de la loi binomiale.
(Sinp > 30, on utilise pour I'approximation la loi normale qui sera présentée par la suite.) De méme si
p est grande (p > 0.9), alors la loi de Poisson P(n,0) avec 6 = n(1 — p), est une approximation de la loi
binomiale.

— Du fait que quand la probabilité est petite, la loi de Poisson est une approximation de la loi binomiale,
on I'appelle loi des événements rares.

— Poulaloi de Poisson nous avons E(X) = V(X). Nous pouvons utiliser cette relation pour tester une suite

de valeurs numériques prises par une v.a., afin de reconnai tre si cette v.a. suit la loi de Poisson.
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3.7. Loi uniforme discréte

Une expérience aléatoire qui se produit une seule fois et qu’elle a plusieurs résultats possibles
équiprobables, suit la loi uniforme discréte

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Nombre de résultats de I'expérience : 4, N0tés Ay, A,,..., A, avec probabilités
p=p2=--p=1/4.
(2) Va.?X=ksilerésultatest Ay ; k=1,2,...,q.

CONTROLE DE RE ...

(3) Nombre de répétitions de I'expérience : fixé d'avance et égal a 1.

RESULTATS

(1) Probabilité :

(2) Espérance mathématique

_q+1
E(X)= =
(3) Variance
_7-1
V(X)= 3

NOTATION
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ANALYSE DE VARIANCE

X v.a. quisuit la loi uniforme discréte : X ~ U(q) .

TABLES

Pour simuler le comportement d’une loi uniforme discréte on utilise des tables des nombres aléa-
toires. Ces tables se présentent sous la forme des nombres entiers en cing chiffres. Chaque chiffre est identifié
par les numéros de sa ligne et de sa colonne.

Pour simuler une suite de résultats d’une expérience aléatoire, e.g. 10 résultats du lancement d'un
dé, on commence par un chiffre de la table des nombres aléatoires, dont le numéro de la ligne et celui de
la colonne sont choisis au hasard. Ensuite on prend les neuf chiffres consécutifs et événtuellement plus, si
certains des chiffres considérés sont supérieurs & 6, auquel cas on les élimine.

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Tirage au hasard d’un nombre entre 1 et g .
— Loterie.

— Création d'une suite de nombres aléatoires entre 0 et g — 1.

LOIS CONTINUES
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3.8. Loi uniforme continue

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Une expérience aléatoire qui peut prendre nimporte quelle valeur dans I'intervalle [s,b] de fagon

équiprobable, suit la loi uniforme continue.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Résultats de I'expérience : dans I'intervalle [a,b]

(@) Va. :X€[ab]

ANALYSE DE VARIANCE
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

ANALYSE DE VARIANCE

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

Fe(x) = hlfu ; x€[a,b]

(2) Espérance mathématique :

_a+b
E(X) =12
(@) Variance :
_(b—a)?
VX)) ="

(4) Fonction caractéristique

¢ox (x) = ﬁsin[(b—u)x]exp [ju;bx]

NOTATION

X v.a. quisuit la loi uniforme continue : X ~ U([a,b]) .

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Création d’un bruit blanc.

REMARQUE
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— SiY est une v.a. uniforme, continue sur [a,b] , alors la fransformation X = =2 est une v.a. uniforme,

continue sur [0,1]

3.9. Loi normale centrée, réduite (standarisée)

La loi normale centrée, réduite a une fonction de densité avec un maximum pour la valeur z = 0 et
symétrique par rapport & un axe qui passe parz =0

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

MODELE LINEAIRE A .. (1) Résultats de I'expérience : dans R

) VaiZeR

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

1 2/

e ¥/, zeR
27

fa(2) =

By

(2) Fonction de répartition :

Fz(z) = /; \/% e @ dg =Pz <2)

(3) Espérance mathématique
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(4) Variance

(5) Fonction caractéristique

NOTATION

Z v.a. quisuit la loi normale réduite : Z ~ A(0,1) .

TABLES

MODELE LINEAIRE A. . .

La table de la loi normale centrée, réduite peut étre utilisée de deux fagons :

(1) Comme table des valeurs de la fonction de répartition qui, pour une valeur z > 0 de la v.a. Z, fournit la
valeur de la fonction de répartition Fz(z) = Pz(Z < z). Par exemple, siz =1.96 , alors Fz(z) = Fz(1.96) =
0.975.

En vertu de la relation Fz(—z) =1 — Fz(z), nous pouvons ufiliser la méme table quand z < 0. Par
exemple, siz=—1.96, alors Fz(z) = Fz(—1.96) =1 — Fz(—1.96) =1 — 0.975 = 0.02.

(2) Comme table de pourcentage de la loi normale standarisée qui, pour une valeur de la fonction de
répartition Fz(z) = Pz(Z < z) telle que Fz(z) > 0.5, fournit la valeur de z de la v.a. Z. Par exemple, si
0.975 = Fz(z), alors z = 1.96.

Du fait que si Fz(z) = ¢ ., alors Fz(—z) =1 — ¢ , nous pouvons utiliser la méme table quand Fz(z) < 0.5 .
Par exemple si Fz(z) = 0.025, alors Fz(—z) =1 — 0.025 = 0.975 et d’aprés la table nous avons : —z =1.96,
doncz=-1.96.

Pour calculer la probabilité que Z se trouve dans I'intervalle ]zq,z, [ nous utilisons la relation
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Pz (z1 < Z < zp) = Fz(22) — Fz(z1). Dans le cas particulier ol —z; =z, =z > 0 nous avons

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Pz (—z2<Z<z)=2F;(z) -1

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Création d’un bruit blanc gaussien.

PROPRIETES

— Ladistribution normale centrée réduite AV (0,1) est la limite en loi :

- de la distribution binomiale P (n,p) quand la probabilité p est fixée et n — oo, i.e.
ANALYSE DE DONNEES X—np
i N(0,1).

lim —— =
e y/np(1—p) i

- de la distribution de Poisson P (A,n) quand An — oo, i.e.

. X—An
A SNV,

3.10. Loi normale (loi de Laplace - Gauss)

La loi normale a une fonction de densité avec un maximum pour la valeur x = u et symétrique par

rapport & un axe qui passe par x = .

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE
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(1) Résultats de I'expérience : dans R

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

@ VaiXeR

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

(2) Fonction de répartition :

1

Fx(x) = o2

X 1 w2
/ ez O gr — py (X < x)

ANALYSE DE DONNEES

(3) Espérance mathématique

E(X)=p
(4) Variance

V(X)=0?
(5) Fonction caractéristique

‘PX (x) — ejmxe—azxz/z

NOTATION

X v.a. quisuit la loi normale : X ~ N (p,0?).
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

ANALYSE DE DONNEES

TABLES

La table de la loi normale réduite peut étre utilisée pour le calcule de la loi normale. Pour ce faire

on passe de lav.a. X alav.a. centrée, réduite

qui suit la loi normale réduite, si X suit la loi normale. On répercute sur X les résultats obtenus sur Z en utilisant
la relation

X=0Z+pn

Ainsi pour calculer la probabilité Px(x; < X < x,) hous avons

Px (v < X < x5) = Fy <%> — Fx (g) =Fz(22) — Fz(z2)
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EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

— Variation de la temperature de I'air pendant un mois.
— Consommation journaliere d’electricité.

— \Variation par rapport & une longueur nominale, du diamétre des écrous fabriqués par une machine.

PROPRIETES

— Sim variables aléatoires indépendantes X, ..., X,, sont distribuées selon des lois normales A (j1,02), -+,

m m
N (pim,02). alors la somme X = X; + - - - + X, suit la loi normale N (;4 =Y 02 = o-f).
i=1 i=1

ANALYSE DE DONNEES

— La densité de probabilité est symétrique : fx (L ; V) = fx <X ; K ) .

— Soit m variables aléatoires indépendantes X, ..., X,,, distribuées selon des lois normales N (yl,af),
-+, N (stm,0%). Nous pouvons construire le vecteur aléatoire normal X = [Xy,...,X,,] ~N(5T), avec

T= [yl,...,ym]T et I la matrice de variance-covariance des m v.a. Xi,..., X,. La fonction de densité

de ce vecteur aléatoire est donnée par :

fx () xp{ -3 (x-)TT (x-]

= ——F €
@m)"*|r 12

ou par | T | nous avons noté le déterminant de T

REMARQUES
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— Les points d’inflexion de la densité de probabilité sont E(X) + 1/V(X). Entre ces deux points se frouve
68.27% de |'aire de la fonction de répartition. Entre les points E(X) +3./V(X) se trouve 99.73% de I'aire

de la méme fonction.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

— Laloi normale est assez proche de la fonction de I'erreur erfx = % fo" e*’2 d,, carerfx = ZFX(X\/E) —1.

Elle peut, elle méme, étre considérée comme exprimant |'erreur qu’on fait lorsque on mesure une
grandeur dont la vraie valeur est E(X) et I'instrument de la mesure nous induit & une erreur de vari-
ance V(X).

3.11. Loilog-normale

La loi log-normale a une fonction de densité qui n‘est pas symétrique par rapport & sa valeur
moyenne. On dit qu’une v.a. X suit une loi log-normale silav.a. Y =In(X — «), a > 0, suit une loi normale, i.e.

LES PRINCIPALES. .. Y ~N(p,0).

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

|:| (1) Résultats de I’expérience : dans R
2) ValXeRy
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RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

1L pe (nGa-w?

fx(x) _ [P Sl x>ua

0 si x<a
(2) Fonction de répartition :
Be(x) = = fy e[ n@—a)—p?] de
= Ve [-ih - w2 dy

(3) Espérance mathématique
1
E(X)=a+exp [],t + EJZ]

LES PRINCIPALES. . @ Variance

V(X) =exp [2u + 0?] (exp [0?] — 1)

NOTATION

| e |

X v.a. quisuit la loi normale : X ~ L(a,u,0?).

TABLES
La table de la loi normale réduite peut étre utilisée pour le calcule de la loi log-normale. Pour ce
faire on passe de la v.a. X dlav.a. centrée, réduite

In(X—a)—pu
o

7=
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qui suit la loi normale réduite, si X suit la loi log-normale. On répercute sur X les résultats obtenus sur Z en
utilisant la relation

X =a+et?

Ainsi pour calculer la probabilité Px(x; < X < x;) nous avons:

Px(x1 <X<X2) =Fx (]II(XZ ;D()*]d) —Fx (ln(XI ;0‘)*]4) :FZ(ZZ)*FZ(ZZ)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Distribution des revenus dans une économie.
— Développement d’un organisme vivant.

— Distribution des pannes par rapport au temps, lors du fonctionnement d’un appareil.

LES PRINCIPALES. ..

REMARQUES

— Ladistribution log-normale dépend des frois paramétres a, i et 0. En régle génerale le premier de ces
paramétres est connu mais pas les deux autres. Par conséquent le calcul de I'espérance mathéma-
tique et de la variance n’est pas toujours possible. Nous pouvons, & la place des vraies valeurs, utiliser

des estimations données par les formules suivantes :

- Estimation de I'espérance mathématique :

1
mx = a + exp [my + 27552(]

- Estimation de la variance :

sk = exp [2my + 7] (exp [s7] — 1)
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

3.12.

STRUCTURATION DES. ..

| e |

ol nous avons noté

n

1 n
my = Ynxi; s ==Y (Inx; — my)?
i=1

_

ni3

Loi exponentielle

Considérons une expérience aléatoire Y qui suit la loi de Poisson : Y ~ P(6). Le tfemps d’attente pour

la premiére occurrence du résultat de I'expérience aléatoire est une autre v.a. X qui suit la loi exponentielle.

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

(1) Résultats de I'expérience : dans R

(@ Va:XeR,

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

B si x>0
fx(x) = ;0>0
0 si x<0

(2) Fonction de répartition :

1—e ™ g x>0
Fx(x) = ;0>0

0 si x<0
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(3) Espérance mathématique

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

1
E(X)= 3
(4) Variance
1
V(X)= 7

(5) Fonction caractéristique

NOTATION

X v.a. qui suit la loi exponentielle : X ~ E(6) .
STRUCTURATION DES. ..

TABLES

Nous n’avons pas besoin des tables car Pe(X <x) =1—¢%; 0 e R, .

| e |

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Temps d’attente avant le premier événement ou entre deux événements consécutifs.

— Temps de fonctionnement d'un appareil avant la premiére panne. Dans ce cas fx (x) est la proba-

bilité d’avoir une panne, x est le temps pendant lequel I'appareil a fonctionné, 1/6 est un paramétre
caractéristique de la vie de I'appareil.
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STRUCTURATION DES. ..

EXEMPLE

Taux de défaillance. Considérons une machine en fonctionnement et supposons que le nombre de
pannes de cette machine, pour un intervalle de temps ¢, suit une loi de Poisson de parameétre 6 = At,

i.e.

(A

P (nombre de pannes = k) =e T

Si on cherche la probabilité de n’avoir pas de pannes, alors on a : P (k=0) = e~*. On peut donc
dans ce cas considérer la loi exponentielle avec, & la place du paramétre 6 = At, le paramétre A. En
fiabilité le parameétre A est le taux de défaillance, car, si on considére que A est fonction du temps,
alors nous avons :

AR A(peforom

P(T<t<T+dT|t>T)= _
( | ) 1-F(t) q_ (1ie—f(§A(t)dt)

=A(t)

oUP(T<t<T+dT|t>T) exprime la probabilité qu’une machine ait une panne entre T et T + dT,
sous I'hypothése qu’elle était en fonctionnement jusqu’d I'instant T. L'espérance mathématique E (t)
est le MTBF (mean time between failures - femps moyen entre deux pannes). De plus la fonction de
répartition F(t) = 1 — e~ M s’appelle fonction cumulée de défaillance et on définit aussi la fonction
R(t) =1—F(t) =e M qui est la fonction de fiabilité, ¢’est-a-dire, comme nous venons de le voir, la

probabilité de ne pas avoir de pannes.

REMARQUES

Bien que la présentation de la loi exponentielle est fondée sur le temps d’attente, on peut imaginer
d’appliquer cette loi pour évaluer la probabilité de parcourir une distance avant la premiére occur-
rence d’'un événement d’'une expérience aléatoire qui suit la loi de Poisson. Si R représente soit la
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région, soit le volume sous examen, alors la fonction de répartition est

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

1—e R 5i x>0

FX(X)={ ;0>0

0 si x<0

— La loi exponentielle est plus adaptée pour modéliser les pannes des ensembles complets. Par contre
pour les pannes des modules la loi de Weibull (cf. infra) est plus appropriée.

3.13. Loi gamma
La loi exponentielle est un cas particulier d’un type plus général de loi, la loi gamma.

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

RAPPELS DES PROBA . . . (1) Résultats de I'expérience : dans R

@ Va:XeR,

l:":| (1) Densité de probabilité :

W x e 2/B gi x>0
fx(x) = ;0>0,>0

0 si x<0

avec T'(a) la fonction gamma T(a) = [;° y* ' eV dy .
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(2) Fonction de répartition :

() — { Wfox v ledg si x>0 o0
0 six<0

(3) Espérance mathématique

E(X) =ap
(4) Variance

V(X) =ap?
(5) Fonction caractéristique

1
P00 = Gy

NOTATION

X v.a. quisuit laloigamma: X ~ G(a,p) .
RAPPELS DES PROBA. ..

PROPRIETES

| e |

l:":l — Sim variables aléatoires indépendantes Xj, ..., X,, sont distribuées selon des lois gamma

l:":‘ G(a1,B), -+, G(am,B). alors la somme X = X; + -+ + X, suit la loi gamma G <4x = E :x,-,ﬁ).
fa}

— SiX~G(ap). alors Jim Xoa N N(0,1)

Va

REMARQUES
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

TABLES

| e |
KNS
R

3.14.

— Nous avons

- I(1)=1:T(1/2)=n
- T(a+1)=aT(a)
- Tla+1)=a!

— Laloi exponentielle E(6) est une loi gamma G(1,1/6) .

La loi du @2 (chi deux)

Considérons m v.a. mutuellement indépendantes qui suivent la loi normale N (u;,07) ;i =1,2,...,m.

La somme des carrées des v.a. centrées, réduites, correspondantes :

est une variable aléatoire U qui suit la loi du x> avec m degrés de liberté (ddl). Le nombre de degrés de
liberté seranoté v .

CADRE GENERAL DE L'EXPERIENCE

(1) Résultats de I'expérience : dans R

@ VaiUeR,

RESULTATS
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(1) Densité de probabilité :

1 L1 /21 ,—u/2 siu>0
7= g7z Y e >
fu(u) =
0 si u<0
(2) Fonction de répartition :
Fuli) = ot / g g = py (U < )
[(v/2) =1t 2v/2 Jy

(3) Espérance mathématique

EU)=v
(4) Variance
vu)=2v
(5) Fonction caractéristique
1
u) =
¢u( ) (1_2ju)m/2

TABLES

NOTATION

|:| U v.a.quisuitlaloidu x> avdd: U~ x*(v).

La table du x? fournit la valeur x2(v;p) de la v.a. U & v ddl qui a la probabilité p de ne pas étre
dépassée, i.e.

1 1 3wp)
- - .~ (v/2)-1 ,=¢/2
p [(V/Z) _ 1]! 2v/2 /O 6 e d‘:
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

TABLES

| e |
KNS
R

Par exemple siv=20; p= 0.5, alors x*(v;p) =19.34 .

Pour des valeurs de v supérieures & 30 nous pouvons calculer x2(v; p) en utilisant I'approximation

2
20—y |1 2 /2
xXwp)=v |:1 o +7Z, o

ou Z, la valeur de la v.a. normale réduite qui ne peut pas étre dépassée avec probabilité p ,i.e. Fz(Z,) =p

De méme pour des valeurs de v supérieures & 100 nous pouvons calculer x2(v; p) en utilisant I’ approximation

#mm=%(4+vﬂfﬂz

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOIL

— Test de conformité d’une suite de valeurs avec une distribution théorique.

— Comparaison des variances.

PROPRIETES

— SiZ~N(0,1), alors Z2 ~ x2(1).

— Sil; ~x*(v;) ;i=1,...n v.a. mutuellement indépendantes, alors

)

i

U= u ~ xz(
i=1

It1=
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BIBLIOGRAPHIE

| e |
KNS
R

3.15.

— Considérons le vecteur aléatoire X = [Xi,..., X,] T ~ N (7, T). La variable aléatoire Y = (x —7) T T~ (x — )

suit une loi du x2(m).

REMARQUES

— Laloi du x2(v) est une loi gamma G(v/2, 2) .
— SiX~E(0),dlorsU=2X/0~x*?2).
— SiX~U(]o,1[),alors U= —2logX ~ x(2).

— La loi du x? est utilisée lors de I'étude de la variance empirique s> d’une population qui suit la loi
normale. Elle est aussi utilisée pour des tests d’association sur des tableaux de contingence.

Loi de Student (loi de t)

Si Z~N(0,1) et U ~ x%(v) alors la v.a.

suit la loi de Student avec v ddl.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Résultats de I'expérience : dans R

@) VaiTeR
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RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

2\ —(v+1)/2
fﬂt)z%-%-(l#»%) ;teER, v>0

(2) Fonction de répartition :

1 " 2 —(v+1)/.
)= s /4, (1+7> dx=Pr (T<t)

ol nous avons noté

oV
T vt

et B(a, B) est la fonction beta

Blop) = T < B(pa)

(3) Espérance mathématique

BIBLIOGRAPHIE (4) Variance

E% (5) Fonction caractéristique

<

20~ v (1) ()

NOTATION
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T v.a.quisuit la loi de Student dvddl: T~ t(v) .

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

TABLES

La table de la loi de Student fournit les valeurs de t telles que Fr(t) = Pr (T(v) < t) pour v et p fixés.

Du fait que Fr(—t) =1 — Fr(t) on peut utiliser la méme table pour des valeurs de t négatives.

Pour des valeurs de v supérieures & 30 on peut utiliser la loi normale qui offre une bonne approxima-
tion.

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Comparaison des moyennes.

REMARQUES

— Lafonction de densité fr(t) est symétrique par rapport & t = 0.

— SiT~t(v),alors lim T TN(O,l).
frasesS

— Laloi de Student est utilisée a I'étude des moyennes empiriques d’une population quand sa variance
est inconnue.
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3.16. Loi de Fisher (loi f)

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Si. U; ~ x*(v;) avec i = 1,2 alors la v.a.

Uy /vy
F=
Uz/va
suit la loi de Fisher avec v; et v, ddl.
CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE
(1) Résultats de I'expérience : dans R
(@ VaiFeR
RESULTATS
(1) Densité de probabilité :
[(v1 +v2—2) / 2]t (vl)”l” 212 /2
= = : ;xeRL, v,v2>0
fr(x) -2 /2 (-2 72! \m At/ )22 x€Ry, v,V
(2) Espérance mathématique
V2
E(F)=
(="

(3) Variance

212 (41 —2)
=—2 - < " >4
v (1n—22 (1n—4) 2
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NOTATION

F v.a. quisuit laloi de Fisher & vy et v, ddl: F ~ F(vy,15).

TABLES

La table de la loi de Fisher fournit les valeurs F( p;vy,v2) pour p < 0.5 . Si p > 0.5 on peut utiliser la

méme table car
1
F(pvi,va) = i

1—p;va,11)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI

— Analyse de variance.

REMARQUES

— Soit la v.a. F qui suit la loi de Fisher & vy et v, ddl: F ~ F(11,v2). Nous avons :

I(lnF+ L -1
lim U )) =N(01)

vy, —00 1 (1 + 1
2\ v

— La loi de Fisher est utilisée lorsque on désire comparer les variances empiriques de deux populations,
pendant I'analyse de variance et aussi quand on procéde & une régression multilinéaire.
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3.17. Loi de Weibull

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Soit une v.a. Y qui suit la loi exponentielle E( ) de paramétre (6 — xp) ', avec § — xo > 0. Alors

1
(9 — XO)
lav.a. X =Y?b>0suit laloi de Weibull.

CADRE GENERAL DE L’EXPERIENCE

(1) Résultats de I’expérience : dans R .

@ VaiXeR,

RESULTATS

(1) Densité de probabilité :

b/ o\ b1 RN
fx(x)=§ (x exo) -exp {—(g_ig) ; x,0,x0,b(x —x0) € Ry

Les différents paramétres utilisés pour le calcul de la fonction de densité sont :

— b paramétre de forme ou, encore, de pente (sans unités). Il influe sur la forme de la courbe de
la distribution.

— xp parameétre de position ou de localisation. Il exprime la plus petite valeur que peut prendre
la v.a. X et de ce fait il caractérise |'origine de la distribution. Le plus souvent il est pris égal a
zéro.

— 0 parametre d’'échelle (exprimé selon les mémes unités que la v.a. X). Dans le cas des études
de fiabilité, il est caractéristique de la durée de vie des appareils.
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(2) Fonction de répartition :

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

b
1 _ X — X0
Fx(x) =1 exp[ <€—xo> }
(3) Espérance mathématique
1
B =+ (6 =507 (1+ 1)
(4) Variance

V(X) = (6 - xp)? [r <1+ %) -r <1+ %ﬂ

NOTATION

X v.a. quisuit la loi de Weibull : X ~ W(b,6,x0) .

TABLES

Le calcul de la loi de Weibull peut se faire en utilisant la loi exponentielle, car si X ~ W(b,6,xo), alors

la v.a. Y = ¥X suit la loi exponentielle E (ﬁ) et Pe(Y <y)=1—¢ ¥/ (0-%0),

Si on veut calculer I'espérance et la variance de la loi de Weibull pour un triplet b,6,x, donné, on
utilise des tables qui fournissent las valeurs de deux parameétres A et B pour chaque valeur de b. On obtient

|"'espérance et I'écart-type par les formules :

E(X):Ab+xo ; Ux=B(9—xo)

EXPERIENCES RELATIVES A LA LOI
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— Problémes de fiabilité des modules de différents systémes.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

— Problemes relatifs & I'usure et & la dégradation de systemes.

REMARQUES

1

— Sib =1, alors la distribution de Weibull est identique & la distribution exponentielle E <§) Sib =4, alors

les distributions normale et de Weibull coincident.

— Le taux de défaillance de la loi de Weibull est donné par:

Ax) = g <x,9x0>b-1

L'étude de ce taux nous montre que:
- Sip<1,0naA(t) qui décroit en fonction de ¢.
- Sib=1,0na A(t) qui est constant égal & }.
- Sib>1,0naA(t) quicroissant en fonction de t.
- A(t) est linéairement croissant si b = 2.

— Dans I'étude du taux de pannes d’une machine, il est raisonnable de prendre xo = 0. Nous avons
ainsi un loi de Weibull & deux paramétres b et 0. Dans ce cas la fonction de répartition s’ écrit

F(x)=1—exp [— (g)b]

d’ou on obtient

hllflw = (%)b =In [lnlfW] =b(Inx) — (bIno)

Rt qui est une équation linéaire du type Y = bX + ¢, i.e. une droite dont la pente est b.

Plein Ecran Cette approche permet aussi d’avoir une relation entre b et 6 et une caractérisation du réle joué par
6.

Fermer

Quitter
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Supposons que g% d’appareils ont une durée de vie inférieure ou €gale & B;. Donc, si B, est une durée
de vie, alors g est la probabilité de défaillance. Si on prend g = 50%. alors, du fait que F(x) =0.5 =
probabilité de défaillance, on a

B50>b (Bso>b Bso
05=1—exp|—(— = ex —_ =2=0=
p{ <" PIe (In2)?

Posons maintenant x = 6 et on obtient

6\ 1 1
F(@)=1—exp|— i =1-e :1*m:0'632

Donc 6 est la durée de vie pendant laquelle 63.2% d’appareils sont tombés en panne.

— Plus généralement la fonction de fiabilité est donnée par :

R =1 F() =ep {~(*52)¢ |
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APPROXIMATIONS DES LOIS

Bien que nous avons déja examiner I'approximation de la loi binomiale ou de la loi de Poisson par
la loi normale, le cadre théorique de I'approximation d'une loi par une autre loi a comme fondement le
T.C.L. Nous présentons ci-aprés les résultats fondamentaux de ces approximations.




LABORATOIRE.

4.1. Approximation des lois en utilisant la loi uniforme

Considérons une v.a. X qui suit la loi de probabilité £ de fonction de répartition F. On suppose que
F est continue & droite, i.e. que F(x) = P(X < x) . On cherche & déterminer une suite des valeurs numériques
de la v.a. X, c’est-a-dire une suite de nombres qui sont répartis selon la loi £ . Le théoréme suivant fournit
une méthode de construction.

THEOREME 4.1.1  Soit une v.a. X qui suit la loi de probabilité L de fonction de répartition F, continue. Considérons la fonction

G:10,1] — R, définie par la relation
Gy)=inf {xeR | F(x) >y} ; yelo1] (41.1)

Alors, si Y est une v.a. qui suit la loi uniforme U(0,1), la v.a. G(Y) suit la loi L de fonction de répartition F, c’est-a-dire elle

représente la v.a. X .

Dém. Considérons y € ]0,1] et posons B(y) = {x € R| F(x) >y} C R. Du fait que F est continue et
croissante, B(y) est en réalité un intervalle de R de la forme [a,+oo[ car F est continue & droite. Donc si
F(x) >y alors G(y) <y et vice versa. Par conséquent la fonction de répartition de la v.a. G(Y) qui est donnée
par la relation Fg(x) = P(G(Y) < x) ., est égale & Fg(x) = P(Y < F(x)) et, comme Y ~ U(0,1) , nous avons
P(Y <F(x)) =F(x) . D’ou finalement P(G(Y) < x) = F(x) ,i.e. lav.a. G(Y) suitlaloi £ .

D’aprés ce théoréme, nous pouvons utiliser les valeurs d’une v.a. qui suit la loi uniforme U (0,1) pour
engendrer d’autres v.a. qui suivent une autre loi L .

Comme exemple d’application nous allons utiliser la loi uniforme pour engendrer des valeurs qui
suivent la loi normale réduite.
Soit (X,), suite de v.a. qui suivent la loi uniforme U(0,1) . Nous savons que |'espérance mathéma-

. . 1 . 1 . n
fique de cette loi est E(Xy) = > et la variance V(X;) = - Par conséquent la v.a. S, = Y X, a comme
k=1
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espérance mathématique E(S,) = % et variance V(S,) = % . La v.a. standarisée

suit la loi normale A (0,1) . Donc la v.a. S, suit la loi AV (0, % .

Ce résultat nous permet d’élaborer I'algorithme suivant pour créer des éléments de la loi normale
N(0,1):

(1) On extrait douze fois un élément de la loi uniforme U(0,1) (c’est-a-dire un nombre distribué équiprob-
ablement dans I'intervalle [0,1] ).

(2) On fait la somme de ces douze éléments.

(3) De cette somme on refranche la valeur 6.

Le résultat obtenu est un élément de la loi normale A (0,1) , que I'on appelle souvent bruit blanc

gaussien (c’est-a-dire un nombre distribué selon la loi normale dans I'intervalle [0,1] ).

4.2. Approximationde P(a < S, <b)

Soit la suite (X,), de v.a.i.i.d. telles que E(Xy) = p avec | p <o et V(X)) =02 <oo;Vk=1,2,.... La
v.a. S, = )E X, o comme espérance mathématique E(S,) = nu et variance V(S,) = ¢?n . Nous avons par
k=1

conséquent :

P(a<S,<b)

Il
o
—

=
|
3
=
A
®
=
|
3
=
A
7
3
=
~

(42.1)
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4.3.

422

Comme
Sy —np
y—
" on
est une v.a. standarisée, nous avons, d’aprés le TCL, que Z, ~ N (0,1). Donc
b—np a—np
1 oyn on
Pla<$,<b)= 5 / e3P gy - / 3 gy = 4.23)
b—np
1 Y
Pla<$,<b)= - / e 2 gy (4.2.4)
azny
2

Approximation d’une loi discréete

Soit la suite (X, ), de v.a. qui suivent une loi discréte, indicée par ki . Nous avons
(4.3.1)

P(a<S,<b)=Pla+h<S,<b)

b
432

Pla+h<S,<b)= Y f(k)
k=a+h

Si on approxime la loi discréte par la loi continue f nous avons :

ou f(k) est I'aire du rectangle centré & k avec base h .Donc
P(S, < b) = aire de I'histogramme jusqu’a b + 3
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Le terme g est la correction de la continuité. De méme & gauche il ne faut pas prendre a mais a — g @)

s'écrit :

bt
Pla<S,<b)=

1
21
a

B
o
_1.2
e 2 X WO
2 433
5
v

4.3.1. Approximation de la loi binomiale

Soit la suite (X,,), de v.a. qui suivent la loi de Bernoulli B(p) , dont I'espérance mathématique est p
et la variance p(1 — p). Alorsla v.a. S, = )E X a comme espérance mathématique E(S,) = np et variance
k=1

V(Sy) = np(l—p).i.e. S, suit, comme on devait s’attendre, la loi binomiale B(n,p) . Cette loi est approximée
par la loi normale

N (np,np(1—p)). Par conséquent nous avons

— sans correction

bonp
o\
Pa<S$ <b)*i / 2% gy (4.34)
n = - 27_( D
a—np
o\
— avec correction
b+05—np
17
1
P(a<$,<b)=P((a+1) <S, <b)= > / e 2 gy 4.3.5)
a—0.5—npu

ovn
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4.3.2. Approximation de la loi de Poisson

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Soit la suite (X,), de v.a. qui suivent la loi de Poisson P(A). Alors la v.a. S, = )”: X est approximée
k=1

par la loi normale A (nA,nA). Par conséguent nous avons

— sans correction

b—nA
1 ik 1.2
<b)=_— 2 3.
P(a<$<b)= 5 / 37 gy (4.3.6)
a—ni
nA
— avec correction
b+05—nA
1 v 1.2
P((a+1)<S,<b) = o e 2% dx 4.3.7)
a—05-nA
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ECHANTILLONNAGE

Dans la statistique monodimensionnelle I'étude d’un phénoméne commence par I'étude de la loi
de probabilité qui approche mieux son comportement. Supposons que nous avons établi que les résultats
des expériences aléatoires relatives au phénoméne sous étude suivent la loi de probabilité L. Alors le résultat
de la k-ieme expérience sera représenté par une variable aléatoire X, qui suit la loi £. L'étude statistique
ne se fera pas sur la totalité des expériences, c’est-a-dire sur la population, mais sur un sous-ensemble de
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celle-ci, I'’échantillon qui formellement est un ensemble d’expériences indépendantes et dont les résultats -

considérés comme des réalisations des variables aléatoires - suivent la méme loi L.

Ce chapitre présente les principaux résultats concernant I'échantillonnage.

5.1. Les relations entre population et échantilion

Considérons une population P contenant un nombre N de résultats d’expériences aléatoires con-
cernant un phénomene particulier. Supposons que nous voulons étudier du point de vue statistique ces
résultats. On peut supposer que chacune de ces N expériences peut étre représentée par une variable
aléatoire X,k =1,...N. Le résultat de la k-iEme expérience sera noté par x; et on aura Xy = x,k=1,...N.

En régle générale nous ne pouvons pas utiliser pour les calculs toute la population, car soit la taille
de la population N est trés grande, soit la population totale n’est pas disponible. On utilise donc ce qu’on
appelle un échantillon, i.e. un sous-ensemble de la population de taille n (avec n <« N). Cette utilisation
repose sur un certain nombre de régle, parce qu’il faut qu’il y ait concordance entre les grandeurs statis-
tiques (e.g. espérance mathématique, variance, ...) de la population et les mémes grandeurs calculées en
utilisant I'échantillon et qui sont appelés, de ce fait, empiriques.

Un échantillon de taille n est modélisé par la donnée de n variables aléatoires (X ), indépendantes

et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.).

Le tableau suivant fournit la correspondance des termes et des notations utilisés en probabilités
(population) et statistique (échantillon)

Nous donnons en terminant ce paragraphe le comportement asymptotique des grandeurs statis-
tiques empiriques.




Parametre | Echantillon Population
Effectifs n N
Probabilité | Fréquence Probablité
n . n
fra="4 P(xk§X<xl)=nh_I}go#
avec 1y nombre d’élrhents de la population
dont les valeurs sont entre x; et x;
Moyenne Moyenne arithmétique Espérance mathématique
my (n) =X == px =E(X) = nll_{folomx (n)
Erreur Ecart algébrique Ecart algébrique
elle—fn el:X_ﬂX
de moyenne de moyenne
e, =0 E(X—pux)=0
Ecart—iype Ecart quadratique moyen Ecart-type
¥ (v~ %)? ¥ (x—px)?
sn=\ B ox = lim \| &=——
n—oo
Variance

Variance empirique
n

o o ~




LABORATOIRE.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

5.2.

Pour la moyenne empirique nous avons les résultats suivants :

Yn

lim X, =ux ; limX,=px ; limyn — KX =N(0,1)
n—oo ps n—oo p n—oo X 1

;

Pour la variance empirique nous avons si E (X?) < oo :

limsﬁ;zr)%

n—oo

Echantillon avec des v.a. normales
Soit un échantillon représenté par n v.a.iid. (Xi), avec X; ~ N (;4,02). Dans ce cas il est possible de
conndiifre la loi suivie par X, et S2.

En effet nous avons :

— Pour la moyenne empirique :
— (72
Xn~ N <V, 7)
ou, encore
Vit E N )

Par conséquent pour I'étude de la moyenne empirique X, d’un échantillon qui suit la loi normale

N . . " n 2
dont on connait sa moyenne u et sa variance ¢2, il faut utiliser la loi normale A (;4, "7)
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— Pour la variance empirique :

s 2
(=12~ (n-1)

1

n—1 (xliy")z

M:

ol nous avons utilisé la relation s2 =

=1

On voit ainsi que pour I'étude de la variance empirique s2 d’un échantillon qui suit la loi normale, |l
faut utiliser la loi du x2. Bien sdr, d’aprés la formule ci-dessus, cette étude ne peut se faire que si on

connait la variance ¢2 de la population.

Dans le cas ou cette derniére est inconnue, nous procédons comme suit : En utilisant les deux

[ o [ [ED

ou le numérateur et le dénominateur du second membre sont des v.a. indépendantes. Par conséquent

derniéres relations nous avons

MNt(nfl)

Sn

Vn
ou t(n —1) loi de Student & n — 1 degrés de liberté.

Ainsi dans le cas ol la variance o2 de la population est inconnue, nous pouvons utiliser pour I'étude

de la variance empirique S2 la loi de Student.

Un dernier résultat est que si les v.a. de I’échantillon suivent la loi normale, alors X, et Sﬁ sont des

variables aléatoires indépendantes.

L'ensemble des ces résultats sera utilisé lors de I'élaboration des tests statistiques.
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INFERENCE

Supposons que nous voulons étudier un phénomeéne quelconque (e.g. physique, économique, ...)
dont le résultat est caractérisé par une v.a. X. En général on associe au phénoméne un modéle. Sile
modéle réussit & spécifier complétement la loi de X, alors on peut se fonder sur cette loi pour prendre des
décisions. Mais le plus souvent le modéle nous permet de déterminer la forme de la fonction de densité de
X, sans que nous puissions préciser la valeurs des ses parameétres. Ainsi on pourra savoir que la forme de la
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(x—6- 2

)
fonction de densité est e.g. f(x,%) 7~ mais sans connditre les valeurs de * = [61,62] " € R2.

=1 e
V2my

Afin de pouvoir choisir la « meilleure » valeur de * on est amené & faire des observations sur X, c’est-
A-dire & mesurer la valeur de X sur un échantillon et, & I'aide de ces valeurs mesurées de X, procéder & une
estimation de la valeur de *.

Il'y a deux méthodes d’estimation des parameétres * d’une loi de probabilité :

— Lestimation ponctuelle, qui, & partir des n v.a. Xi,..., X, fournit une valeur pour le paramétre *. Il
s’agit donc d’établir une application de R" dans R™ si * = [91,...,6,,,]T. Cette application s’appelle
statistique ou estimateur (cf. infra).

— Lestimation par intervalle de confiance, qui associe & chaque paramétre un intervalle, dit de con-
fiance, dans lequel se trouve, avec une probabilité fixée, sa vraie valeur. Dans la mesure ou le
parameétre inconnu n’est pas une quantité aléatoire, c’est I'intervalle de confiance qui est aléatoire

Parmi les problemes relatifs & I'estimation, notons en particulier les suivants :

— Comment choisir la « meilleure » valeur de * ?

— Comment déterminer la fonction L qui mesure la perte engendrée par I'estimation de ™, i.e. quel est
le coUt d’une estimation (mauvaise) du parameétre * ?

Le cadre théorique de I'inférence est le suivant :

DEFINITION 6.0.1  Soit une va. X définie sur (Q, A, P) qui suit une loi de probabilité de densité f (x,") avec™ = (61,...6,)" €

©. On définit la famille des fonctions de densité quand * varie dans © : F (@) = {f (-,") |- € ©}.

Plein Ecran DEFINITION 6.0.2  On appelle modele statistique la donnée d’'un espace (Q, A) probabilisable et d’une famille de densités
(P)-co quand® € ©.
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DEFINITION 6.0.3  Soit (X4,...,Xy) un n—échantillon. On appelle statistique toute variable aléatoire U de la forme U =
TR RS

¢ (Xy,...,Xn) oit ¢ est une fonction mesurable de R" — R.

Dans le cas multidimensionnel on écrira
U(X1,, X)) = (Uy (X100, X ) eey Ui (X1, X))

6.1. Statistique exhaustive

DEFINITION 6.1.1  La statistique U (Xj,...,X,) est une statistique exhaustive pour le parametre > € ©, si la probabilité

conditionnelle de (X1 = x1,..., Xy, = x,) sachant U (X, ..., X,), est indépendante de .

P (X1 =2x1,...,Xn = x | U= 1) n'est pas une fonction de 0.

Le théoréme suivant fournit un critére pour la statistique exhaustive.

THEOREME 6.1.1 ( Théoreme de factorisation de Fisher-Neyman ).- Soient X, ..., X, une suite de n v.a.i.i.d. avec fonc-
tion de densité f(-,)," € ® C R". Une statistique m—dimensionnelle U = U (Xy,...,X,) est exhaustive pour > € © , si et

seulement si la densité f (-,") peut se mettre sous la forme
flxe,x) =g[U (X1, 0x0)%] - B(x1, ., 20) (6.1.1)

oir g dépend de x1,...,x, par l'intermédiaire de U et h ne dépend pas de .

Remarquons que la définition de la statistique exhaustive conduit au résultat suivant :

Soit U une statistique exhaustive pour * € ® et considérons une autre statistique U’=(U’,...,U,Q)T.

Alors la distribution conditionnelle de U’ étant donné U = u , est indépendante de * pour toutes les valeurs
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6.2.

Retour

Plein Ecran

Fermer

Quitter

de u. En effet U’ est définie dans B (tribu des boréliens sur le pavé de dimension k). Alors VB € B& on pose

A= (U")""(B). Alors
P(WeEB|U=u)=P ((xl,...,xn)T €A U:u)
qui est indépendant de * pour foute valeur de u.

Nous voyons ainsi que la connaissance d’une statistique exhaustive pour le paramétre * € © rend
superflue la recherche d’une autre statistique, car la premiére contient toute I'information concernant ™ € ©.

Pour compléter la notion de la statistique exhaustive nous donnons le :

THEOREME 6.1.2  Soit une application bijective ¢ : R" — R™, mesurable et indépendante de . Considérons une statistique U,
exhaustive pour * € ©. Alors la statistique U’ = ¢ (U) est aussi exhaustive pour > € @ et U est exhaustive pour > = (*) , oit

P :IR" — R", application bijective et mesurable.

Famille compléte de densités

Considérons une famille de densités dépendant du parameétre * € @ : F(0) =
{f(-,") | € ®} et soit X un vecteur aléatoire & k dimensions, dont la densité de probabilité est f(-,*);" € ©.
Considérons aussi I'application mesurable ¢ : RF — R, qui est telle que g(X) soit une variable aléatoire. On

suppose que E- [g(X)] existe pour tout * € ©.

DEFINITION 6.2.1  On dit que la statistique U est complete pour la famille F (©) si pour toute fonction g définie comme

ci-dessus et telle que si E- [g(U)] =0 V" € © implique g(U) = 0.

On montre en particulier que la statistique exhaustive des familles exponentielles est complete.
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Une conséquence immédiate de cette définition est qu’il y a une seule fonction de X qui a une

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

valeur de I'espérance mathématique fixée. Car si g,h deux fonctions de X avec E: [¢(X)] = E- [1(X)] V' € © ,
alors E- [g(X) — h(X)] =0 V" € ©. Posons v(X) = g(X) — h(X). Alors E- [o(X)] =0, V* € ®. Mais comme la famille
est compléte, alors v(X) = 0 Vx € R — N c’est-a-dire g(X) — h(X) ¥x € RF - N.

6.3. Estimateurs

DEFINITION 6.3.1  On appelle estimateur de 6 ( ou a(6) ), toute statistique U dont la valeur observée sur I'échantillon

(Xy,...,Xy) est utilisée pour estimer 6 ( ou a (6) ).

6.3.1. Biais d’un estimateur

DEFINITION 6.3.2  L'estimateur U (Xy,...,X,) est un estimateur non biaisé pour le parametre 6 ( ou a () ), , 6 € ©, si
EsUj=6,Y0cO®CR.

On appelle biais de I'estimateur U de 6 (ou a (0) ) le nombre by (U) = (Eg [U] — 6) (0ou Eg [U] — a(6)).

DEFINITION 6.3.3  L'estimateur U (Xy,...,X,) est un estimateur asymptotiquement sans biais pour le parametre 6 ( ou

w(0)) 0€0,si r}in;lobg (uy=o.

Notons que la notion de la statistique non biaisée n’est pas invariante par rapport & une transfor-

Plein Ecran mation de la statistique. Ainsi si U est une statistique non biaisée, alors i(U) n’est pas en général non biaisée,
sauf si h est linéaire.
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6.3.2.
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6.3.3.

6.3.4.

Convergence d’un estimateur

DEFINITION 6.3.4  On dit que I'estimateur {U,} est convergent pour 6 € © si lim U,, = 6.
oo ! p

Efficacité d’un estimateur

Le probléme qui se pose: En quel sens peut-on dire qu’un estimateur est le meilleur possible?
C’est le probleme que tente & résoudre la notion d’efficacité.
DEFINITION 6.3.5 Soient U et T deux estimateurs sans biais de 6 , (ou de a (6) ), U'estimateur U est plus efficace que T, si

V(U) < V(T),V0 €.

Si nous avons une suite de statistiques efficaces, alors on réduit le risque d’une mauvaise inférence
en augmentant le nombre n d’observations.

Remarquons que si une statistique est efficace, alors tfoute fonction linéaire de cette statistique est
aussi efficace.

Risque quadratique

DEFINITION 6.3.6  On appelle risque quadratique de I'estimateur U de 0, (ou de « () ), le nombre:
Ry (U) = E (U — 0)? ( ou Eg(U—a (9))2)

Cette quantité représente la moyenne du carré de I'erreur de la statistique U qui estime 6.

On dit que U est préferable & V si Vo € ©,Ry (U) < Ry (V).
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PROPOSITION 6.3.1  Si lim Ry {U,,} = 0 alors U, est convergent et asymptotiquement sans biais.
n—00

Remarque:

— Un estimateur sans biais n"est pas toujours meilleur au sens du risque qu’un estimateur biaisé.

— Deux estimateurs ne sont pas nécessairement comparables.

6.4. Amélioration d’un estimateur

Il est fréquent d’avoir un estimateur T d’un parameétre g(#) ne possédant aucune des propriétés
essentielles. Il y deux procedures qu’on utilise pour I'amélioration d’un estimateur: la premiére consiste a
rechercher, & partir de T, un estimateur qui lui est préférable par réduction de la variance; la seconde a
pour objet de déterminer un estimateur dont le biais est inférieur & celui de T. On va présenter seulement la
premiere méthode.

Nous avons le théoréme suivant:
THEOREME 6.4.1 (Rao-Blakwell ).- Soient:
— Xi,..., Xy vaiid. avec fonction de densité f (-,0),0 € ® CR
— U=U(X,...,X,) une statistique exhaustive pour 6.

—  Considérons aussi une statistique V.=V (X1,...,X,) non biaisée pour 6 et qui n’est pas une fonction de U.

— Posons ¢(U) = Eg [V | U = u].

Alors nous avons :
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(1) @(U) est une fonction de la statistique exhaustive U.
(2) (U) est une statistique non biaisée pour 6.

(3) Zp(U)] <03 [V],0 €@siEy[V?] < co.

Ce théoréme ne conduit pas a I'estimateur optimal; il permet seulement d’obtenir un estimateur préférable
& I'estimateur initial.

L'association de la statistique non biaisée et de la famille compléte aboutit au résultat suivant :

THEOREME 6.4.2 ( Lehmann -Scheffé ).- Soient Xy, ..., X, v.a.iid. avec fonction de densité f (-,0),0 € @ C Ret F (©) =
{f(-,0) |6 € ®} la famille de densités correspondante. Considérons la statistique exhaustive U = U (Xy,...,X,) pour 6 € ©
avec fonction de densité g (-,0) et soit G (©) = {g(-,0) | 6 € O} la famille correspondante qu’on suppose complete. Soit, enfin,
V = V(U) une statistique non biaisée pour 6 , telle que Eq [V2] < 0o, V6 € ©. Alors V est la seule et unique statistique non

biaisée pour 6 qui a la plus petite variance.

Ce théoréme prouve que, si la statistique U est compléte, V(U) est optimal pour 6, c’est-a-dire de variance
minimale.

6.4.1. Conclusions

Le th. ?? apporte des précisions sur les résultats du th. ?2. En effet on sait, d’aprés le th. 22, que pour

avoir une statistique non bicisée de variance petite, il faut prendre des statistiques qui sont fonctions des
statistiques exhaustives et le th. 22 nous permet de choisir parmi toutes ces statistiques non biaisées celle qui

a une variance minimale. Elle est fonction d’une statistique exhaustive et compléte.

Dans la suite nous appellerons une telle statistique non biaisée, de variance minimale, uniforme (car
la variance est minimale pour fout 6 € @ ).
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6.5.

En conclusion si on dispose d'un estimateur sans biais fonction d’une statistique exhaustive com-
pléte c’est le meilleur estimateur possible.

Eléments pour un choix

La meilleure statistique est celle qui a toutes les propriétés. Elle est tellement meilleure qu’elle ne
peut pas exister. Il faut donc choisir une statistique en fonction des certaines propriétés, en faisant des
compromis. La description des stratégies du choix ne fait pas partie de I'inférence statistique mais plutét de
la décision. Il appartient donc, & ce domaine que d’aucuns appellent I’art de I'ingénieur.
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ESTIMATION

Dans le cas o une v.a. X a une fonction de densité f( -, 8) qui dépend d’un parametre 8 €® C R’,
alors il faut estimer les valeurs de 6 si on veut connaitre les valeurs des probabilités associées & X. En général
on ne procéde pas directement & I’estimation de 6 mais on construit plutdt une fonction de 0, g(6)., réelle et
mesurable. Pour estimer g(6) on utilise une statistique U = U (X; ..., X,) qui est I'estimateur de g(0) . La valeur

U (xy,...,x,) de U pour les valeurs observées de Xj,..., X, est appelée I'estimée de g(6) .
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Un estimateur 0 doit étre :

— non biaisé, i.e. Eg[U(Xy,...,X,)] =g(0) : VO ER",

— de variance minimale, dans la mesure ou, d’aprés I'inégalité de Chebychev :

2
_ ()
Pol| U =g(0) <21~ ==
la variance peut étre vue comme une mesure de la concentration des valeurs de I estimateur autour
de la moyenne.

La recherche d’un estimateur non biaisé, de variance minimale (e.n-b.vm.) s’effectue de deux
fagons différentes, selon que I'on dispose d’une statistique compléte et exhaustive ou non. Une autre voie
de recherche pour un estimateur est la méthode du maximum de vraisemblance. Notons, enfin, que nous
pouvons appliquer pour I'élaboration d’une estimation d’autres techniques fondées e.g. sur la théorie de
la décision, le théoréme de Bayes ou |'optimisation minimax. Ces méthodes étant en dehors du cadre de

ce cours, ne seront pas présentées ici.

7.1. Estimation avec statistique compléte et exhaustive

Considérons une suite de v.a. Xj,..., X, ii.d. avec fonction de densité f(-,0) , 8 €® C R". Supposons

que V= Vi (Xq,...,.%Xn),... Vi (Xl,...,X,,))T est une statistique exhaustive pour 6 €O et que la famille 7 (@) =

Page 96 de 100 {f(-,0) |6 €O} est compléte. Sous ces hypothéses, nous avons le :
Retour PENI . Lo o s
THEOREME 7.1.1  Soit ¢(6) une fonction réelle et mesurable et supposons que U = U (Xy,..., X, ) une statistique non biaisée
Plein Ecran pour g(0) avec variance bornée. Posons (V) = E- [U | V] . Alors ¢(V) est un e.n-b.o.m. pour g(*) et il est unique a un ensemble

de mesure nulle pres.
Fermer P

Quitter
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7.2. Estimation en absence de statistique compléte et exhaustive

Dans ce cas on fait les hypothéses suivantes :

(1) f(x,0) > 0Vx e S ouS ensemble indépendant de #c® C R.

(2) O estunintervalle ouvert de R .

3 a%f(x,@) existe Voc®@ et Vx €S .

@ ¥ - f(x,0) - f(xy,0) est différentiable.

X1 €S X, €S

(8) Linformation de Fisher pour 6, définie par la relation

1(60) = Eo [% log f(x,G)]z

est positive pour tout 6@ .

6) Sil=U(Xy,...,X,) une statistique non biaisée pour g(0) alors
Yoo ¥ U(Xy,..o, Xn) f(x1,0) - f(x,,0) est différentiable.
S

X1 €S Xp1€

Sous ces conditions, nous avons le :
THEOREME 7.2.1 (Inégalité de Cramér — Rao ).- Pour tout estimateur non biaisé U = U (Xy, ..., X, ) nous avons :

N 2
) = 7[29?1((9(3)}
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Nous avons aussi le :

THEOREME 7.2.2  Nous avons I'égalité a la relation du th.?? si et seulement si il existe une fonction réelle h(0) de 0 telle que

U = g(8) + h(8) Vo ; VOE® avec Vg = Vo (Xi,..., X) = 1. & log f(x;,0) .
j=1

DEFINITION 7.2.1  On dit qu’un estimateur sans biais U de 0 ou ( de x(6)) est efficace si il atteint la borne de Cramer-Rao.

Clest a dire si:

7.3. Estimateur du maximum de vraisemblance

Cet estimateur, dd a R. A. Fisher, n"a pas une justification mathématique rigoureuse. Le principe est
le suivant: Lors d’une série de n expériences qui met en jeu les v.a. Xy, ..., X,, ., ayant comme fonction de den-
sité f(-,8)," €0, nous avons observé les valeurs X = x,..., X, = x,, avec probabilité P (X; = x1,..., X, = x,;0).
Il'y a certaines valeurs de 6 €® pour lesquelles cette probabilité est élevée et d’autres pour lesquelles elle
est faible, c’est-a-dire pour lesquelles I'événement observé est improbable. Il pardit raisonnable, cherchant
A estimer ™, de privilégier la valeur de 6 qui maximise la probabilité P (X = x1,..., X, = x,;0) .

En général il y a une seule valeur de 6 qui maximise P (X; = x1,...,X, = x,;0). Pour cette valeur

on utilise la notation 8 = @(xl,...,x”) et I'on appelle l'estimée du maximum de vraisemblance. L estimateur

@(Xl,. .., Xy) est appelé I'estimateur du maximum de vraisemblance (€.m.v.) pour 6 .

Parfois pour établir la valeur maximale de la probabilité on utilise la fonction

L(O|x1,...,x5) =h(x1,...,x0)  P(X1 =2x1,..., Xy = x;0)
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oU h(x1,...,x4) >0; V(x1,...,x,) € R" est une fonction qui ne dépend pas de . L(8 |xy,...,x,) est la fonction
du maximum de vraisemblance de 0 et nous allons estimer 8 & I'aide de cette fonction en posant éventuelle-
ment ki (xq,...,x,) =1, carla valeur de 8 qui maximise P (X; = x1,..., Xy = x,;0) maximise aussi L (6 |x1,...,x,)
et maximise encore la fonction

1(0]x1,...,xy) =InL(0 |x1,...,%,)
qui est le logarithme du maximum de vraisemblance. Cette forme de la fonction du maximum de vraisem-

blance est utile quand la densité de probabilité a une forme exponentielle, comme e.g. la loi normale.

Le théoréme suivant relie I’ estimateur du maximum de vraisemblance avec un estimateur exhaustif.

THEOREME 7.3.1  Soit une suite Xi,..., X, de va.iid. avec fonction de densité de probabilité f(.,0) ; 6 €c©® CR’. Con-
PN AT
sidérons une statistique V.= (V1 (x1,...,%4),..., Vs (xl,...,x,,))T exhaustive pour 0 = (91,...,9,)T. Sif= (91,...,9,) est

l'unique estimateur du maximum de vraisemblance de 6, alors 6 est une fonction de V .

Le théoréme suivant montre que I'estimateur du maximum de vraisemblance est invariant par rap-
port & une transformation bijective.

THEOREME 7.3.2  Soit une suite Xy,...,X, de v.a.iid. avec fonction de densité de probabilité f(.,0) ; 0 € ® CR". Consid-
érons la transformation bijective ¢ : © — ©' C R™. Si @ est U'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, alors ¢ (5 ) est

Vestimateur du maximum de vraisemblance de ¢ (6).

7.3.1. Cas ou 0 est scalaire

Le calcul de la valeur @ de = ((91,...,6,)T qui maximise la fonction du maximum de vraisemblance

est un probléme de maximisation d’une fonction, sous la contrainte a; <6, <b; : Vi=1,...,r , et, de ce fait,
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complexe. Dans le cas particulier ou 6 est un scalaire, nous pouvons utiliser le logarithme du maximum de

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

vraisemblance. Si les dérivées

d
10 |x1,...,x,) = e 1(0 |x1,...,%)

1" (6 |x x)—a—zl(6|x Xn)
1reeesdn —agz Treveesdn

existent pour tout 6 € ® , alors I'estimateur du maximum de vraisemblance est une des racines de I'équation
I (6]x1,...,x4) =0

Une racine ¢ de cette équation pour laquelle nous avons
1" (€]x1,...,x0) <0

est un maximum local. Par conséguent nous avons :

0 =arg max {I (& |x1,...,x4) / V(] x1,...,x0) =0,1" (& | x1,...,%4) <O}




LABORATOIRE.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Retour

Plein Ecran

Fermer

Quitter

INTERVALLE DE CONFIANCE

L'estimateur du maximum de vraisemblance fournit la valeur la plus probable du paramétre sous
test, en se fondant sur un ensemble d’observations X; = x1,..., X, = x, effectuées en utilisant un échantillon
de taille n. Néanmoins on ne peut pas affirmer que cette valeur coincide toujours avec la vraie valeur. Plutdt
que de chercher & savoir si la valeur estimée est proche ou eloignée de la vraie valeur (ce qui aurait exiger
d’avoir une métrique ad hoc dans I'espace des paramétres), on cherche & déterminer un intervalle dans
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lequel il est probable de supposer que se frouve la vraie valeur avec une probabilité de se tfromper fixée
par I"utilisateur. Cet intervalle s’appelle intervalle de confiance.

Pour fixer les idées on prend comme exemple un ensemble de n observations X; = x1,..., X, = x, qui
suivent la loi normale N (,02) olU u et o2 sont inconnues. Supposons gu’on cherche & frouver un intervalle
qui contfient u avec une probabilité de 1 — a , ol « représente la probabilité de se tromper et qui est fixée

par Iutilisateur. Soit & = u et posons

Y—],l _ 14 > 1 n .
u(x,y)z\/ﬁ 5 avec x:;Zx,v;s :n—lz(xi_x)
i=1 i=1

La distribution de u(x, ) est la distribution de Student & n — 1 degrés de liberté. Ainsi, sans connaitre 6, on

peut trouver une valeur u, telle que :
Py—uy <u(x,p) <u,)=1-—a avecac|0,1]

d’ou

et, finalement

P{ E[Y—ui X+u i]}71—04
AV Rﬁ/ ucﬁ =

L'intervalle [E — Uy % X+ Uy ﬁ] est I'intervalle de confiance pour la valeur de la moyenne u & 100 x (1 —a)%.

8.1. Définition d’un intervalle de confiance

Retour Soit I'espace probabilisé (Q, A, p) et soit la variable aléatoire X : QO x ©® — B ., oU © ensemble de

variation du paramétre 6. Notons par F(©) = {f(.,0) | 8 € ®} la famille de densités des probabilités définies

Plein Ecran

avec 0 € O.
Fermer

Quitter
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Retour

Plein Ecran

Fermer

Quitter

Considérons une famille Z(©) = {1, (#) | x € Br} d'intervalles de ® qui ont la propriété suivante :
VOc® : Plx|0eL()]=1—a;acl0l]

ou a est la probabilité que I'intervalle ne contient pas la vraie valeur du parameétre 6.

Notons que nous pouvons avoir
Pylx|0el(0)]>1—a ; ac01]
i.e. un infervalle de confiance avec coefficient minimal de confiance 1 — a.

La détermination des bornes de I'intervalle de confiance dépend du partage de a en a; et as.
Nous pouvons avoir deux cas de figure :

— Recherche d’'un infervalle bilatéral [a,b], correspondant & ay # 0 , a, #0. Dans le cas ou la loi est

symétrique (e.g. loi normale) nous avons a; = ay = 5etb=—a

— Recherche d’'un intervalle unilatéral. Deux cas :
- [a,+oo] associé A ay = a et a, = 0. Cet intervalle est & utiliser dans le cas de recherche d’un
intervalle du paramétre 6 de la forme 0 > a (durée de vie, résistance a la rupture, etc.).
— ]—oo,b] associé & a; = 0 et ay = a. Cet intervalle est & utiliser dans le cas de recherche d’un
intervalle du parameétre 6 de la forme 6 < b (nombre de pieces défectueuses, temps d’attente,
etc.).

8.2. Construction des intervalles de confiance

Afin de construire un intervalle de confiance, on détermine un estimateur u(x,0) qui pour chaque

x € Bg est une fonction monotone de 6 € ®. On détermine ensuite deux valeurs uy,u; telles que :

Pylug <u(x,0) <up]=1—wa ; x€0,1]
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et, comme u est monotone, nous avons :
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Pylbi(x) <8 <b(x)]=1—a ; a€c[0,1]

[61(x),6,(x)] est I'intervalle de confiance.

Nous présentons dans la suite quelques exemples des fonctions monotones qui peuvent étre util-
isées comme des estimateurs pour le calcul des intervalles de confiance.

— Supposons que Xi, ..., Xy ~ N (p,0?2).

(1) La variance est connue. On pose 6 = u et on construit la fonction

X-0

F(X,..., Xui0) = Vi ~N(0,1)

qui est une fonction monotone par rapport & 6.
(2) La variance est inconnue. On utilise |'estimation s? = 1, f (X; —Y)z. On pose 6 = pu et on
=1
construit la fonction

X —

FXy e Xni0) = Vi 22 = 1)

qui est une fonction monotone par rapport & 6.

(3) Lamoyenne est connue. On pose § = o2 et on construit la fonction

(X —m)~nd

M:

1
EX1ee Xai0) = 5
J

Il
N

qui est une fonction monotone par rapport & 6.

(4) La moyenne est inconnue. On pose 0 = ¢ et on construit la fonction

1
EH(X1,..., Xu;0) = é(n —1)-s*~ 2,
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n
qui est une fonction monotone par rapport & 6. Nous avons noté s2 = nlj 2 (X,» - Y)Z.

j=1
— Supposons que X ~ B(n,p). On pose § = p. Dans ce cas on construit une fonction monotone en

considérant la limite

X —nb

V1o (1-0)

— Supposons que X ~ P(A). On pose 6 = A. Dans ce cas on construit une fonction monotone en

HX;6) = lim N(0,1)

considérant la limite

X-0

lim t(Xy,..., Xy;0) = lim /n
Jim, V=

~N(0,1)

8.2.1. Intervalles de confiance pour les moyennes

Nous donnons ci-aprés quelques exemples de construction d’intervalle de confiance pour la moyenne
d’une suite des variables aléatoires qui suivent la loi normale. La démarche reste la méme pour les autres
lois.

8.2.1.1. Loinormale N (u,0?) avec variance connue

On construit la fonction Z, (k) = i X;”

ou X est une statistique exhaustive pour la moyenne .

On cherche deux nombres a et b, avec a < b et tels que :

Pla<N(po?)<bl=1-u =

X_ng =1—u =

Py la<yn -
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La longueur de l'intervalle est b%nua. Pour que cette longueur soit minimale il faut que la différence b —a

soit minimale. Ceci est possible sib=c eta = —c, avec c le a/2 quantile de A/ (0,1) qui sera par la suite noté

z,/2. Nous avons donc

g

= - o
Pﬂ{#‘f [X*Zu/zﬁrx+zu/2ﬁ]}:1*“

La taille minimale de I'échantillon afin d"avoir un intervalle de longueur 2¢ est donnée par la relation

[
ZZ,,‘/Z — =2

Vn
d’ou on obtient

=[]

8.2.1.2. Loinormale N (p,0?) avec variance inconnue

n
Onremplace la variance ¢2 par I'estimateur s> = nlj Z (X;— X)z. On construit la fonction T, (1) =

Vn Q Cette v.a. est distribuée selon la loi de Student & n — 1 degrés de liberté. Par conséquent nous

avons :

Pla<t,1<bl=1-a =
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b—a

NG

Lalongueur de I'intervalle est

s. Cefte longueur est minimalesib=ceta= —c,avec c =t,_1,/2.
Nous avons donc :
S

_ _ s
P, {H € [X —tuta/2 i X+t 1072 W] } =l-ua

Si on veut que l'intervalle ait une longueur égale & 2¢ , alors il faut prendre

2
ty_t0/2 8
n=|:n1,ﬂt/2 :|
C

8.2.2. Intervalle de confiance pour les variances

Nous donnons ci-aprés quelques exemples de construction d’intervalle de confiance pour la vari-
ance d’'une suite des variables aléatoires qui suivent la loi normale. La démarche reste la méme pour les

autres lois.

8.2.2.1. Loinormale N (u,0%) avec moyenne connue

On pose 0 = ¢ et on construit la fonction

u@)=u(o?) = ﬁ

o2
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% Y (X; — #)* estimateur exhaustif pour 6 = 02, Nous avons que U(02) ~ x3. On cherche donc &

=1

avec s} =

calculer deux nombres a et b tels que :

ns? ns2
Pr|-L<t< HEl=1-0 =
o b a
ns:  ns?
pz{gze {J, J}}zl_a
o b a
La longueur de l'intervalle est (% — %) ns,%. Bien qu’il ne s’agit pas d’un choix optimal, on prend

_ 2 . p—
A=Xp1a/2 5 b= Xﬁ;a/z

8.2.2.2. Loinormale N (u,0?) avec moyenne inconnue

La démarche est la méme que dans le cas ol la moyenne est connue. Pour p on utilise I'estimateur

n n
X= % Y x;. Ainsi la fonction pour 6 = 0 devient S, = ﬁ Y (X - X)?. Dans ce cas nous avons U(e2) ~ x2_;.
i=1 T =t
La longueur de l'infervalle est maintenant (% — %) (n—1) s% et on prend pour les bornes de I'intervalle

_ .2 . _
A= Xn-11-a/2 7 b_Xi—l;zx/Z
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TESTS D’HYPOTHESES

On considere un échantillon de taille n issu d’une population d’effectif beaucoup plus grand. On
mesure sur cet échantillon une caractéristique et notons par x;,i = 1;...,1n les mesures ainsi obtenues. On
considére que ces mesures sont issues d’une distribution particuliére de I'ensemble de variables aléatoires
X;,i =1;...,n qui sont considérées comme indépendantes et identiquement distribuées avec fonction de
densité de probabilité f( . ,0) ; 6 € ®. On suppose que ® = Oy UO®; avec @; = O — ©,. Selon les valeurs des
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mesures, nous pouvons formuler les hypothéses suivantes :

— Hp:0€0
qui est I'hypothése nulle. L'hypothése contraire
— H;:0€0,

est appelée hypothése alternative.

Afin d’examiner la validité de ces hypothéses on élabore des tests d'hypothéses. Un tel test est une
application mesurable
[0,1]
¢:R"—

{01}

Dans la suite on notera par @ I'ensemble de ces applications. Si [x1, ... x,] estla valeur obervée de (X;,... X,).
alors ¢ (x1,...x,) = ¢. Il'y a deux possibilités :

— soit § € [0,1]. Dans ce cas on proceéde & un firage d’une valeur qui suit la loi uniforme sur [0,1]. Si la
valeur tirée est inférieure ou égale a ¢ , on accepte le test;

— soit ¢ € {0,1}.Dans ce cas on accepte le test si & = 0.

Lors de la prise d'une décision, & I'cide du fest ¢ , concernant Hy (resp. H; ) il est possible de
commettre une erreur parmi les deux qui sont possibles :

Erreur de 1e espéce.- Rejet de I’'hypothése Hy bien qu’elle soit vraie. (Rejet & tort de I'hypothése Hy

Retour ou, ce qui revient au méme, acceptation a tort de I'hypothése Hy).

Plein Ecran

— Erreur de 2e espéce.- Acceptation de I'hypothése Hy bien qu’elle soit fausse. (Rejet & tort de I'hypothése

H; ou, ce qui revient au méme, acceptation a tort de I'hypothése Hp ).
Fermer

Quitter
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Réalité Hj vraie H; vraie

Décision

Acceptation a raison | Acceptation a tort
Accepter Hj de I'hypothese nulle | de I'hypothése nulle

Prob. 1 — ay(6) Prob. By (6)
Réfus a tort Réfus a raison
Réfuser Hy de I'hypothese nulle | de I'hypothese nulle
Prob. ay(6) Prob. 1 — By (6)

Table 9.2: Décisions d"un test d’hypotheses

On suppose que I'erreur de Te espéce se réalise avec une probabilité «, (0) que I'on appelle risque
de le espéce. Par conséquent la probabilité d’accepter a raison Hy est égale a1 —«, (6). De méme on
suppose que |'erreur de 2e espéce se réalise avec une probabilité g, (9) qui est le risque de 2e espece. Par
conséquent la probabilité de réfuser & raison Hy est égale a1 - B, (). Cette situation est repertoriée au

tableau suivant 6.1.

L] En général les deux erreurs ne conduisent pas & des conséquences de méme nature. De ce fait
Page 111 de 100 nous ne pouvons pas traiter de facon symétrique les deux hypothéses Hy et H;. Lors de I'élaboration d'un

o test on prendra comme hypothése nulle celle dont le rejet & tort a les conséquences les plus pénalisantes.

Plein Ecran Dans la suite de ce chapitre nous présentons d’une part une méthode qui permet d’effectuer le

Fermer choix d’un test et, d’autre part, des algorithmes des tests et quelques applications.

Quitter
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9.1. Choix d’un test

Nous avons vu que les probabilités «, () et B, () dépendent du test ¢ et de la valeur de 6. Pour

choaisir le test ¢ nous allons examiner les valeurs de ces probabilités.

La fonction a,, (8) pour 6 € @, est appelée niveau (de signification) du test et la fonction 1 — g, (6)

pour § € ®; est appelée puissance du test.
Considérons un test (application mesurable) ¢ € @ . La fonction de niveau de signification du test
est donnée par

ay (6) = Eo[¢(X1,...X,)] ; 6 € ©p ©.1.1)

Les objectifs qui permettent de choisir un test sont les suivants :

— minimiser le risque de 1e espéce (probabilté du rejet & tort de I'hypothese nulle) a,, (6) . 6 € Op;

— minimiser le risque de 2e espéce (probabilité de I'acceptation & tort de I'hypothése nulle) B, (6) .
6 €0O.

On doit donc chercher & choisir un test ¢ € ® qui minimise ces deux risques. Ce probléme n’a pas,
en général, de solution car il n‘est pas obligatoire qu’une fonction ¢ assure ces deux valeurs minimales en
méme temps. On traite donc ces deux risques de maniére non symétrique. On choisit d’abord un niveau de
signification a constant pour le test et on cherche un test ¢ qui, pour & =constante, maximise la puissance

1—B,(8) ;6 € © dutest. Un tel fest est appelé uniformément le plus puissant (test UPP). Formellement si @,

= {(p €@ |supa, (0) = a}, alors un fest ¢* € @, est un test UPP si1 — B« (6) = max {1-By(0)}. Sicard(®) =1,
fcO by

alors le test UPP s’appelle le test le plus puissant (test PP).
Plein Ecran
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Nous pouvons avoir trois types de tests :

(i) Hy et Hy simples, c’est-a-dire card(®g) = 1 et card(©;) =1;
(ii) Hp composite et Hy simple, c’est-a-dire card(®g) > 1 et card(0;) = 1;
(ii) Hy et H; composites, c’est-a-dire card(®g) > 1 et card(©;) > 1.
Dans la suite nous présentons le premier type de test, les deux autres étant des simples extensions de celui-ci.

Soient les variables aléatoires X, ..., X, , indépendantes et identiquement distribuées avec fonction de den-

sité de probabilité f( .,0) ; 6§ € ©. Supposons que © = {6y,0; } Les hypotheses que nous voulons tester sont :
Hp : 6 = 6y , hypothese nulle;
Hj : 6 = 6;, hypothese alternative.

Nous voulons donc tester Hy contre H en construisant un test au niveau a. Le théoréme suivant nous fournit
un test UPP.

THEOREME 9.1.1 (Théoréme de Neyman-Pearson) Pour tester Hy contre Hy au niveau , on construit un test ¢ € @,

défini par la relation
1, si TIf(x,61) >C-IT f(x,00)
k=1 k=1
@(x1,...x0) =14 7 si kljlf( xkfel):c'kzllf( xx ,60) (9.1.2)
. n n
0, si kl:[lf( X ,01) < C'kl:llf( Xi ,90)

oil les constantes vy € [0,1] et C > 0 sont telles que
Egy [ (X1,...X0)] = 9.1.3)

Alors ce test est le test le plus puissant.




Lisoros
COROLLAIRE 9.1.1  Soit un test ¢ € ®, défini par (2?) et (22). Alors nous avons

1-By(0) >a

9.1.4)

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Pour I'application de ces résultats on considere les v.a. Xj,..., X, ,iid. avec Xy ~ £(6) , o1 £ loi a préciser.

L'algorithme pour la création du test ¢ € @, selon le th. de Neyman-Pearson est le suivant :

1°.-  On fixe les valeurs du niveau de signification du test « et du nombre de v.a. n.

2°.- Détermination de la région critique.

1.1.- Calcul du quotient

(2 ,61)
9.15)

=T33+
- "=

R(f(X),60,61) =
(xk ,00)

~
Il
-

1l faut que nous ayons

R(f(X),00,61)>C 9.1.6)

afin que ¢ (x1,...x,) = 1.
1.2.- Calcul du logarithme
(£ (X),00,61) = InR (f (X),00,61) ©.17)
11 faut que
(9.1.8)

r(f(X),600,61) >InC

pour que @ (x1,...x,) =1.
1.3.- Résolution de l'inégalité (??) par rapport a f (X). Supposons que la solution s’exprime sous la forme
f(X)>Co(C,60,61) 9.1.9)
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_ La région critique est donc donnée par la relation
W={xeR"|f(x)>Cy(C,0,01)}
3°.- Calcul de la valeur de Cy = Cy (C,6y,61). Nous avons d’apres (2?)
Egy [9 (X1,... X)) & = Py, (W) = Py, (f(x) > Co) (9.1.10)

ce qui donne

a =Py, (f(x) > Co) + 1Py, (f(x) = Co) (9.1.11)
Comme le facteur de v est petit, cette relation permet, en raisonnant uniquement sur le premier terme, de
calculer la valeur de Cy.
4°.- Calcul de la constante 7y € [0,1] . En utilisant la relation (??) et la valeur de Cy , on évalue la valeur de .

5°.- Calcul de la puissance 1 — B, (9) du test a 'aide de la relation

1= By (8) = Py, (f(x) > Co) + 7P, (f(x) = Co) 9.1.12)

N.B. Cet algorithme est particulierement adapté dans le cas o1 la fonction de densité de probabilité f(x,6)
de la loi £(0) se présente sous la forme d'un produit des termes en 6 comme, e.g. la densité de la loi binomiale

f(x,0) = CX0*(1 — 0)"—.

9.2. Test de la moyenne avec une valeur de référence

Supposons que d'une population, de taille potentiellement infinie, on extrait un échantillon de taille n. Les
résultats des mesures effectuées sur cet échantillon sont représentés par les variables aléatoires X, ..., X,. Pour ces

variables aléatoires nous faisons I'hypotheése qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées avec moyenne
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1
arithmétique X = " )" X. Le paramétre que nous voulons estimer est la moyenne 6 = ;i de la population totale et
k=1

nous utiliserons comme valeur de référence pour le test I’estimation X. On prend comme hypothése nulle

H029:90

et comme hypothese alternative

Hy: 6 +#6y
Parfois on cherche a détecter si 6 = 6;, avec 61 # 6y, qui est 'hypothese de détection :

HD29:91

Notons, enfin, que selon les valeurs que 6 puisse prendre, nous avons un test simple ou un test double.

9.2.1. Variance ¢? de la population connue

9.2.1.1. Testsimple

1°- Hp:0=6p;H;:0<6y(oub>6);Hp:0=06;
2°.- On fixe les probabilités a et B.
3°.- Calcul de la taille de I’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,. Nous avons

0 — X U
P(U/ﬁ>Z“>7¢x,Z,x N(0,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z,.

3.2.- Calcul de la valeur Zs. Nous avons

Y_Gl _ .
P(Wﬁ >zﬁ)_ﬁ,zﬂ~/\/(o,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.
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3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

T
2.2
(Za+275) @
nc= 5
(60— 64)p
Sinc > n, ot n la taille de I’échantillon, il faut recommencer I’échantillonnage avec une valeur de n plus
grande.

o

'S

.- Calcul de la valeur du critere C :

1 02 (6o+61)p
c=ii(zﬁ—zk)\/7+f

On prend le signe “+” si Hy : 6 < 6y, on prend le signe “-” si Hy: 6 > 6

5°.- Décision :
Si Hy : 6 > 6 , alors 'hypothese Hy est acceptée si X<C.

Si Hy : 0 < 6y, alors 'hypothese Hy est acceptée si X > C.

9.2.1.2. Test double

1°- Ho:0=060;H1:0#6p;Hp: |61 —6p|=4d
2°.- On fixe les probabilités « et B.

3°.- Calcul de la taille de l’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,,,. Nous avons

907? _a.
P(U/\/ﬁ >Za/2> —E,Zu/z N(O,l)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z,.

3.2.- Calcul de la valeur Zg. Nous avons

?_61 _ .
P(O’/ﬁ >Zﬁ)—ﬁ,Zﬁ~N(0,1)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.
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3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :
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_ (Zap+2p)
(60— 01)},

Sinc > n, ol n la taille de I’échantillon, il faut recommencer 1’échantillonnage avec une valeur de n plus
grande.
4°.- Calcul des valeurs des criteres C; et C; :

1 o? 6o+ 6
Clzi(zﬂfza/z)\/;Jri(o 21)13 ; CG=200-C

5°.- Décision :

Si X € [Cy,C,] , alors 'hypothese Hy est acceptée.

9.2.2. Variance ¢? inconnue

1

— (X — ?)2 calculée a partir de

M:

On remplace la variance 0% par son estimation non biaisée s> =

k

Il
_

1’échantillon de taille n.

9.2.2.1. Testsimple

1°-- Hp:0=6y;,H;:0>00uf <6y;Hp:0=0,
2°.- On fixe les probabilités « et B.

3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :

3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

v=n-1




LABORATOIRE.

3.2.- Calcul de la valeur T,,. Nous avons
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By — X
P( s"/ﬁ >T,W> =a; Ty, ~ Student a v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Ty, .

3.3.- Calcul de la valeur Tg,. Nous avons

X—el _p.
P<s/\/ﬁ >Tﬁ/v>fﬁ,Tﬁ,,, Student a v ddl

Par lecture des tables de la distribution Student on établit la valeur de T, .

3.4.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

nc = Sz (T + T, )2
=T av WV
(60— 61)7, !

Si nc > n recommencer en prenant un échantillon de taille plus grande.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

1 52 (00+91)
C=ds (Toy —Tw) -+ ——5 2

On prend le signe “+” si Hy : 6 < 6, on prend le signe "-*” si Hy: 6 > 6y
5°.- Décision :

Si Hy : 6 > 6y , alors I'hypotheése Hy est acceptée si X<C.

Si Hy : 6 < 6, alors 'hypothese Hy est acceptée si X>C.

9.2.2.2. Test double

1°.- H0:9=90;H1:97590;HD: |91—90|=d
2°.-  On fixe les probabilités a et B.

3°.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :
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3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté
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3.2.- Calcul de la valeur T,,. Nous avons

6 — X o«
P(s"/ﬁ > T,,/Z,V) =57 Tuyzy ~ Studenta v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T, /5, .

3.3.- Calcul de la valeur Tg,. Nous avons

X-6 N
P(s/ﬁl >TM) =B; T, ~ Studenta v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de Tj,.
3.4.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

52

2
-0 (Taraw + Tpw)
D

hc =
Sinc > n recommencer en prenant un échantillon de taille plus grande.
4°.- Calcul des valeurs des criteres Cy, C; :

1 s2 6o+ 6
Clzi(Tﬂ,v— w/2) ;‘Fi(o zl)D ; G=200—-C

5°.- Décision :

Si X € [C1,Cy] , alors 'hypothese Hy est acceptée.

9.3. Test de la variance avec une valeur de référence

On utilise le méme cadre théorique que pour les tests des moyennes. On cherche & estimer 8 = ¢2 qui est

un indicateur de la variabilité de 1’échantillon. Pour cette estimation on utilise comme valeur de référence la variance
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% de I'échantillon.
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9.3.0.3. Testsimple

1°- Hp:0=6p;H;:0>6y;Hp:0=06;
2°.- On fixe les probabilités « et B.

3°.- Calculer la valeur du rapport des variances : p*> = Z—l
0

4°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de l’échantillon :

4.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n-—-1

4.2.- Calcul de la valeur x2,. Nous avons

e
P(% >)(§y,,> =u; x5, ~ chideuxavddl
o

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de x2,.

4.3 Calcul dela valeur x2_ p,- Nous avons
(n-1)s 2 2 .
Pl ———>Xipy | =1-B; Xi_py ~ chideuxavddl
91 v v
Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de 7(%7 B

4.4.- Calcul de la taille nécessaire nc de Iéchantillon par ajustement du rapport:

2
XUC,V

X%—ﬁ,v

:pz

Sinc > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a nc.
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4°.- Calcul de la valeur du critere C :
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n—1 Xay

5°.- Décision :

Si s?> < C, alors I'hypothese Hy est acceptée.

0.3.0.4. Test double

1°.- H019:90;H1 : 9#90;HD : 9:91 ou9:92
2°.- On fixe les probabilités « et B.

0
3°.- Calculer la valeur du rapport des variances : p? = 9—1 ;05 = g%.
o

4°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de l’échantillon :
4.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

v=n-—1
4.2- Calcul dela valeur x2 , . Nous avons
1)
P <% > XE/Z,V) = % ; Xa/au ~ chideuxavddl
o

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de x? .

4.3.- Calcul de la valeur x3_ B Nous avons
n-1)8* _ , 2 .
P e TNy ) = 1—B; X1-py ~ chideuxavddl
1

Par lecture des tables de la distribution du chi deux on établit la valeur de x?_ B

4.4.- Calcul dela taille nc de I’échantillon par ajustement du rapport:

Xﬁ/z,v ~p2
2 — M
X%—ﬁ,v
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Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.
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4°.- Calcul des valeurs des criteres Cq, C; :

6o
Clznjxi/zlv ; C2:290—C1

5°.- Décision :

Sis? € [C1,Cz] , alors 'hypothése Hj est acceptée.

9.4. Comparaison entre deux moyennes

Nous avons deux séries de mesures représentées par les deux séries des v.a. Xy,..., X, et Yi,...,Y},. Ces deux

séries de mesures sont issues

— soit de la méme population et, par conséquent, nous voulons tester I’'homogénéité de la population;

— soit de deux populations différentes et, par conséquent, nous voulons tester I’équivalence de deux populations.

9.4.1. Variances 0% , 02 des populations connues

9.4.1.1. Testsimple

1°-- Hp:0x —60y=0;Hy:0x—0y>0;Hp:0x—06y=d
2°.- On fixe les probabilités « et B.

3°.- Calcul de la taille de l’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,. Nous avons

p<w >Z“> =ua; Z, ~N(0,1)
ow
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2 2
O S
w n m

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z,.

3.2.- Calcul de la valeur Zs. Nous avons

P<(9X _GY)D - (?_7)
ow

>Z/5> =p;Zg~N(01)

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.

3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

2
HCZM(F)Z(-"-U%)

(6x —0v)D

Sinc > n , alors il faut recommencer avec un échantillon plus grand.

_ 1 0')2( 17‘2, (9)( — Gy)D
C=g G2\t t— 5

Si X —Y < C, alors I'hypothese Hy est acceptée.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :
5°.- Décision :

9.4.1.2. Test double

1°.- Ho:exfgy:O;H129X79y #O;HD : foey:d
2°.- On fixe les probabilités a et B.

3°.- Calcul de la taille de l’échantillon :

3.1.- Calcul de la valeur Z,,,. Nous avons

o
> Zu/2> == 2 NN(O,l)

P(?—Y—(ax—oy) .

ow
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Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Z,.

3.2.- Calcul de la valeur Zs. Nous avons

p(W >Zﬁ> =B; Zg~N(01)

ow

Par lecture des tables de la distribution normale on établit la valeur de Zg.

3.3.- Calcul de la taille minimale n¢ de 1’échantillon :

_ (Zan+7)°
e =~ ———5—
(0x —0v)p

(0% + )

Sinc > n, alors il faut recommencer avec un échantillon plus grand.

1 o2 o2 (6x—6y)p
C_Z(Z"‘/z_zﬁ)\/n+m+ 2
5°.- Décision :

Si X —Y € [-C,C], alors I'hypothése Hy est acceptée.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

9.4.2. Variances des populations inconnues mais égales

9.4.2.1. Testsimple

1°.- Hp:0x—0y=0;H;:0x—6y>0;Hp:0x—6y=d
2°.-  On fixe les probabilités a et B.

3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :
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3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n+m-—2

3.2.- Calcul de la valeur T,,. Nous avons

P (X; LN TM,> =u; Ty, ~ Studenta v ddl
w

avec

PUES L SRURIE (1+ 1)

n+m-—2 nom

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T, .

3.3.- Calcul de la valeur Tg,. Nous avons

P<(9X—9Y)D— (x-Y)

o > Tﬁ,v> =p; Tp,y ~ Studenta v ddl

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T, .
3.4.- Calcul de la taille N de I’échantillon :

2 2
sy +sy

2
= m (va + Tﬁﬂ/)
D

Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

1 (n-1Dsk+m—-1s% [1 1 (6x—6y)p
C—E(TNIV‘T&V)\/W'Vfo

5°.- Décision :

Si X — Y < C, alors I'hypothese Hy est acceptée.
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0.4.2.2. Test double

1°.- Holgx—9y=0;H1Zex—ey#O;HDZGX—9y=d
2°.-  On fixe les probabilités a et B.
3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire N de 1’échantillon :
3.1.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)
v=n+m-—2

3.2.- Calcul de la valeur T,,,,. Nous avons

P (X_ LN Tm,v) =%, T, ~ Studenta v ddl
ow 2

avec

n+m-—2 nom

2 = (n—1)s% + (m—1)s% (14_1)

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T/, .

3.3.- Calcul de la valeur Tg,. Nous avons

Ox —0y)p, — (X-Y
P <% > T,g,v> =B Ts, ~ Studenta v ddl
ow

Par lecture des tables de la distribution de Student on établit la valeur de T,

3.4.- Calcul de la taille nécessaire N de 1’échantillon :

2 | 2
sy + sy

2
=X (Tyyo0 + Tpy)
(ex_ey)zD a/2,v Bv

Si N > n recommencer en prenant un échantillon de taille supérieure a N.

4°.- Calcul de la valeur du critere C :

1 (n-1)sk+(m—-1)s2 [1 1 (6x—6y)p
C—E(Tﬂ/zfv‘Tﬂrv)\/W' atmt 2z
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5°.- Décision :

Si X —Y € [-C,C], alors I'hypothese Hy est acceptée.

9.4.3. Variances des populations inconnues et non égales

9.4.3.1. Testsimple

1°- Hp:0x — 60y =0; H;:0x — 60y >0.
2°.-  On fixe la probabilité a.

3°.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

52 52 2
(3+3)
V=t =2
2\2 242
), (&)

+1 + m+1

H

Siv >n+m — 2, alors il faut recommencer avec des échantillons plus grands.
4°.- Evaluer, en utilisant les tables de la distribution de Student, la valeur de Tow :

P(X_Y>T,!,V)=a

w

2
fy

> _ 5
avec s = X +
n m

5°.- Calcul de la valeur du critere C :

Ensuite on calcule
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6°.- Décision :
Sit; < Ty, , alors 'hypothese Hy est acceptée
9.4.3.2. Test double
1°.-

Ho:9x—9y=0;H1:0)(—9y7éo

2°.- On fixe la probabilité a.

3°.- Calcul du nombre de degrés de liberté (ddl)

52 S2 2
C(Fd)
-2
)L GY
T m

Siv > n+m — 2, alors il faut recommencer avec des échantillons plus grands

4°.- Evaluer, en utilisant les tables de la distribution de Student, la valeur de T, ,,,

P(X_Y >TM> =2
Sw 2
SX %/

avec s +

m
5°.- Calcul de la valeur du critere

Cl = Tuc/21/ 7 CZ

uc/ 2;v
Ensuite on calcule #;:

. _(E-D)
1
52 52
%
Vot
6°.- Décision :

Sity € [=Taj2u, Taj2v] , alors 'hypothese Hy est acceptée.
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9.5. Comparaison enire deux variances
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Nous allons utiliser le méme cadre théorique que pour la comparaison entre deux moyennes.On cherche a

tester si les variances de deux populations sont identiques. Pour ce test les variances sont estimées en utilisant les

valeurs des échantillons a I'aide de la formule s? = 1 Y (X — X)Z.
n—-14

9.5.0.3. Testsimple
° 20y =0y H - . COx o
1°.- Ho.ex—ey,Hl.ex>9y,HD.?—.p.
y
2°.- On fixe les probabilités « , B.

3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire n¢ de 1’échantillon par ajustement de la relation

PZ = Fa;n—l,m—l . Fﬁ;m—l,n—l

ot Fy;y—1,,—1 la distribution de Fisher.

Sinc > min{n,m} , alors il faut recommencer en prenant des échantillons plus grands.
4°.- Décision :

2
s
Si S—? < Fyn—1,m-1 , alors I'hypotheése Hj est acceptée.
Y

9.5.0.4. Test double

Ox , Ox 1
1°.- Hy:0x =6y; H;: ;Hp: — = — ==.
0:0x =0y ; Hy:0x #6y; Hp By p~ou o

2°.- On fixe les probabilités « , B.
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3°.- Calcul de la taille minimale nécessaire 11¢c de 1’échantillon par ajustement de la relation
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PZ = Fa/z;n—l,m—l . Fﬁ;m—l,n—l

ot Fy;y—1,m—1 la distribution de Fisher.
Sinc >min{n,m} , alors il faut recommencer en prenant des échantillons plus grands.
4°.- Décision :
2
3 s r P ~
Si —;( € [Fi—a/2n—1,m—1,Fx/2n—1,m—1) , alors 'hypothese Hj est acceptée.
s
Y
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10

CONTROLE DE RECEPTION

Le controle de réception est destiné a vérifier la conformité d'une production, livrée par lots, & un cahier des

charges. Ce contrdle conduit, en général, a la réalisation d"un test statistique, ce qui implique :

— La définition de I'hypothese nulle Hy.
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L'élaboration de I'’hypothese nulle se fait en utilisant les spécifications du cahier des charges qui peuvent se
rapporter

- alavaleur moyenne d’une caractéristique du lot;

- alaproportion d'un type d’articles dans le lot;

- aladispersion des résultats des mesures d’une caractéristique du lot.

— Le calcul des risques admis « et 8.
Rappelons que a est le risque de 1e espéce. Dans le cadre du controle de réception, il correspond au risque de
réfuser le produit quand il est bon, c’est-a-dire a est le risque du vendeur.
D’autre part B est le risque de 2e espeéce. Il représente le risque d’accepter le produit quand il est mauvais,
c’est-a-dire B est le risque de l’acheteur.

— La détermination de la taille n de I’échantillon.
Sa valeur est fonction des risques admis a et et de I’hypothese alternative H;.

— Le choix du test statistique a utiliser.

En fonction du cahier des charges nous pouvons étre amenés a faire comme test :

- la comparaison d’une moyenne ou d’une variance a une valeur de référence;
- la comparaison d'une proportion a une valeur de référence;

— la comparaison de deux ou plusieurs proportions.

Nous présentons dans la suite quelques exemples de controle de réception qui sont en complément des tests

examinés au chapitre précédent..

10.1. Comparaison d’une proportion a une valeur de référence

Plein Ecran Supposons qu’une population (un lot) de taille N, comprend uniquement deux types d’articles A et B (e.g.
pieéces mauvaises : A, pieces bonnes : B). On note par p la proportion d’articles A dans le lot. Comparer p a une
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proportion de référence pg revient a tester 1'une des hypotheses suivantes :

p<po ; P=Po ; P=Po

Nous prélevons du lot un échantillon de taille 7. Pour que le tirage soit considéré comme un tirage avec
remise il faut que 7 < N. Dans la pratique on prend n < 0.1 - N. On représente par x le nombre d’articles de type A

que contient 1’échantillon. La variable aléatoire correspondante sera notée X.

Pour effectuer I'un de tests ci-apreés nous pouvons utiliser trois distributions de probabilité : binomiale, de

Poisson et normale.

10.1.1. Loi binomiale

On utilise cette loi quand 7 est faible (en général n < 50). Si on suppose que p = po , nous avons

(1 — |
PO =x|p=po) = O

Pour évaluer le test, on partage le risque de le espéce a en deux parties a; et «y. Les valeurs de a; et a; sont

fonction de I'hypothése nulle selon le schéma ci-apres :.

— SiHy:p=po,alorsa; #0,a, #O0etay +ap =a.
— SiHp:p<po,alorsa; =0,a, =a.

— SiHp:p>po,alorsa; =a,ar =0.

On cherche a évaluer intervalle [x,, , X1-4,] dans lequel se trouve la probabilité p avec risque « et, de ce

fait, sera le critere pour l’acceptation du test. Nous avons :
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— Xy estle plus grand entier tel que :

Yoy -1

P(X<xm1): Z P(X=x|p=po) <m
x=0

— X1-g, estle plus petit entier tel que :

M—ay
PO xi) = 1= L P(X=x[p=p) <a
=

M—ay
L P(X=x|p=po) 21—
=

La décision est aussi fonction de I’hypothese nulle et elle prise comme suit :

— Ho:p=po:Six€ [xy , X1_a,] alors I'hypothese Hy est acceptée;
— Ho:p>po:Six>xy alors I'hypotheése Hy est acceptée;

— Hy:p<po:Six< X1-a, alors I'hypotheése Hy est acceptée.

Pour calculer le risque B de 2e espece, c’est-a-dire le risque de conclure p = py lorsqu’en réalité nous avons
p = p1 # po, on utilise la valeur de la probabilité calculée pour p = p;. Nous avons ainsi selon I'hypothése nulle

considérée :

— Hoy:p=po:p=P(xa; <X< X1 4y) =P(X<x14,) —P(X <24 )

Yl—ay Yap -1

= ;0 PX=x|p=p1) - ;0 P(X=x|p=p1)
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10.1.2. Loi de Poisson

Nous pouvons appliquer cette loi quand p < 0.1 et n > 50. Dans ce cas on suppose que la v.a. X, qui représente
le nombre d’articles de type A dans I’échantillon de taille #, suit une loi de Poisson de parametre Ay = npy. Nous avons

donc:
X
n
P(X= x| p = po) = L2 o

Pour les risques & et f nous faisons les mémes calculs que pour la loi binomiale. On utilise la table de la loi

de Poisson avec parametre Ag = npg pour calculer les limites Yoy €t X1_gy-

10.1.3. Loi normale

Nous pouvons appliquer cette loi quand npg > 30. On considére la variable aléatoire centrée réduite Z dont

sa valeur est :

X —npo

Vnpo (1= po)

ot1 x est le nombre d’articles de type A que contient I’échantillon, représentée par la v.a. X. En utilisant les tables de la

z=

loi normale on calcule Zay = Zl-aq s Z1-ay- LA décision est prise comme suit :

— Ho:p=po:Siz€ |24, 21-a,] alors I'hypothese Hy est acceptée;
— Ho:p=>po:Siz >z alors’hypothése Hy est acceptée;

— Ho:p<po:Siz< z14, alors I'hypothese Hy est acceptée.

Pour évaluer le risque B on suppose que la v.a. X suit une loi normale de moyenne ji; = np; et de variance

0% =npi1 (1 — p1). Dans ce cas Z suit la loi normale de moyenne % et d’écart type % ,ou 0y =npg(1—po).Si
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on note par F(z) la fonction de répartition de la loi normale standarisée, nous avons pour la décision :

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

00 Z1-ay —"(PI—PO)] _FI:U'OZal —n(pl—po)] )

—_ Ho:p=p0:/3=F|: o )

Décision Hy acceptée si x € [npo + 2oy v/1po (1= po),npo + 21—y v/1po (1 — pg)]

00 zay — 1 (p1 — po)
[%}

’

—_— Ho:pro:ﬁ=1—F

Décision Hy acceptée si x > npo + za; v/npo (1 — po).

00 Z1-ay — 1 (P1— Po)] )

— p<po:B=
Ho:p<po:p F[ o

Décision Hy acceptée si x < npo + Z1-a, /1po (1—po) -

10.2. Comparaison de deux proportions

On considere que nous avons deux populations d’effectifs Ny et N>. Chaque population contient deux types
d’articles : type A et type B. Supposons que les probabilités réelles (donc inconnues) des articles de type A sont p; et p,
dans les deux populations. L'hypothese Hy est 1'une de trois suivantes : p; < pa ; p1 = p2; p > p2. Afin de tester cette

hypothese on préleve n; et n articles de deux populations respectivement. Soient x; et x, le nombre d’articles de type
. x x . N e
A dans les deux populations. On calcule les fréquences f; = n—l et fo = n—z qui sont des estimations des probabilités
1 2

p1 et pa. Par convention on affecte I'indice 1 & la population pour laquelle la fréquence des individus A observés est la

plus faible, i.e.
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10.2.1. Loi hypergéométrique

Nous pouvons 'utiliser quand min {xy ,x2,11 — x1,12 — x} <18,

On transforme le probleme comme suit : On réunit les deux populations. On a donc une seule population
an =mny + ny articles. Cette population contient x = x; + x articles de type A. On cherche a évaluer la probabilité
que la valeur de la v.a. x;, nombre d’articles de type A dans la premiére population, soit égale a x1. X; suit une loi

hypergéométrique, car

— nous avons une population totale de n = ny + n; articles;
— on tire aléatoirement et sans remise 1, = n — n, articles;

— X =2x1 + X articles ont une caractéristique particuliere (ils sont de type A).

On cherche donc a calculer la probabilité d’avoir x;, articles parmi les 11, qui ont cette caractéristique. On a

M1 —X
cr-c,l Mt x! (1 — x)tnyny!

ch o (x —x)! (g — x1)! (m2 — x 4 xq) !

P(X1 =JC1)

Pour la décision on fixe le risque «. Alors on accepte 'hypothese nulle Hy : p1 < p2 si

*1
P(X; <x1)=) P(Xy =k)<u
k=0

x
Sinon on refuse Hy. Pour calculer } P(X; =k ) on utilise les formules

k=0
oy (n=x)iny!
PO =00 = (i
P(Xi =3 )= (x—x1+1)(n—x1+1) P = —1)

X1 (nz—x+x1)
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10.2.2. Loi normale
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Nous pouvons l'utiliser quand min {x1 ,x2,11 — 1,12 — X} > 18. La v.a. normale centrée, réduite qui représente

le nombre d’articles de type A, est donnée par

n

z = (npx1 — N1x2) pravel prgmp

On fixe le risque a et en utilisant les tables de la loi normale on calcule zy; = 21—y , Z1-4,- La décision est

prise comme suit :

— Ho:p1=p2:Siz€ [za) , 21 a,) alors 'hypothese Hy est acceptée;
— Ho:p1 > p2:Siz >z, alors 'hypothese Hy est acceptée;

— Hy:p1<p2:Siz< Z1-a, alors I’hypothese Hy est acceptée.
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ANALYSE DE VARIANCE

Les études que nous faisons en Statistique ont comme but de nous fixer une valeur plausible (valeur estimée)
d’une des caractéristiques de la population sous test, a partir des valeurs mesurées de cette méme caractéristique sur
un échantillon issu de la population. Mais il est évident que la valeur mesurée et, a fortiori, la valeur estimée d"une
caractéristique peut subir les influences des autres caractéristiques de la population. L'objectif de ce chapitre est de

présenter une méthode, |I'analyse de variance, qui permet d’étudier ces influences.
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Avant de présenter le cadre général de cette méthode, nous allons établir le vocabulaire a utiliser. La car-
actéristique pour laquelle nous voulons obtenir une estimation est la caractéristique sous fest. ( Rappelons que
caractéristique se dit aussi variable ou, encore, facteur ). La caractéristique (ou les caractéristiques) dont nous
voulons mesurer l'influence sur les résultats, s’appelle caractéristique ou facteur controlé. Les différentes valeurs

que le facteur contrdlé peut prendre s’appellent modalités.

Pour évaluer l'influence des caractéristiques controlés, on effectue des expériences pendant lesquelles les
modalités sont fixées et définies d’avance. (Si ce n’est pas le cas, on parle de caractéristique contrdlée a modalités
aléatoires.) Lors d’une expérience les résultats obtenus sont dfis non seulement aux valeurs des facteurs controlés
mais aussi a d’autres caractéristiques connues ou non, mais, en tout cas, qui ne sont pas pris en compte. L'objectif
de I'analyse de variance est d’isoler I'influence des caractéristiques non controlées et de caractériser I'influence des

caractéristiques controlées en décomposant la variance globale des résultats obtenus en deux parties :

— variance due aux fluctuations du ou des facteurs controlés;

— variance résiduelle due aux fluctuations des autres facteurs.

Les hypotheses pour I'application de la méthode sont les suivantes

(H1) L'erreur sur les résultats suit la distribution normale centrée de variance oyp.
(H2) Les facteurs influent sur la moyenne des résultats et pas sur leur variance.
(H3) Les facteurs controlés ont des effets additifs.

(H4) Les mesures effectuées suivent, par modalité, la loi normale.

En théorie le nombre de facteurs a contrdler peut étre quelconque. En pratique les formules sont relative-
ment compliquées pour trois facteurs a controler et inextricables pour quatre facteurs et plus. On préférera dans ce
cas l'utilisation des méthodes d’analyse de données, comme e.g. I’analyse en composantes principales ou l’analyse

factorielle des corréspondances.
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11.1. Un facteur controlé

On note, en général, par A le facteur a controler. Supposons que le facteur a contrdler a p modalités et pour
chaque modalité nous avons effectuer n; mesures, i =1,...,p dont les résultats seront notés x, k =1,...,n;. Le but de
I'analyse de variance est d’isoler I'influence de tous les autres facteurs et de caractériser I'influence du facteur controlé

en décomposant la variance globale des résultats expérimentaux en deux parties :

(1) s% variance représentative des fluctuations dues au facteur A.

(2) s% variance résiduelle, qui représente les fluctuations dues aux autres facteurs.

Pour obtenir cette décomposition il faut pouvoir exprimer 'action sur le résultat du facteur contr6lé par

l'intermédiaire d’un modeéle mathématique. Le plus simple est de considérer un modéle linéaire. Supposons que les

4
nr = ), n; mesures peuvent s’exprimer par la relation linéaire :

i=
Xp=px+ai+e;i=1...,p k=1...mn

ot i, la moyenne de la population pour cette mesure. a; représente la fluctuation par rapport a la moyenne qui est
due a l'influence du facteur contr6lé quand il a la valeur représentée par la i—ieme modalité. Ainsi la moyenne de la
mesure pour la i—iéme modalité est ji, + a;. ¢; est caractéristique de la i—iéeme modalité. Il représente les fluctuations

autour de la moyenne y, + a; dues a I'influence des autres facteurs.

L'hypothese Hy a tester est I’absence d’influence du facteur controlé sur les mesures. Avec le modele linéaire

ceci revient a faire une comparaison de moyennes.

Pour l'application pratique des calculs nous construisons le tableau des données :
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Facteur A
Modalités1 <i<p
X11 X21 e Xp1
Mesures X12 X2 cee Xp2
1 S k S n;
X1ny X2ny e Xpnp
Posons :
14 B 10 . B 1 2l
np =Y ni;%=—Y xg,i=1..,p;Xr=—Y ) xi
izl i3 T Sk
On construit le tableau suivant de 1’analyse de variance :
| Tableau de I’analyse de variance
Variance Somme des carrés Degrés de liberté
Facteur A SSa=YF  mi(x; —xr)? va=p-—1

Résiduelle | SSg = Y!_, Ypb, (x — %)2 VR=nr—p

Totale SSr=y! Y0l (g —Fr)? | vr=nr—1

Pour le calcul on utilise les formules suivantes :
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(1) Variance totale

P 2
pon (_Z )y xik)
SSr=) Y af -~ ";;

SSg = SS7 — SS4

La fonction discriminante est

SSa/va
Fo=—""—"+—+
SSr /R
Si Fc > Fyy 4vg ON peut conclure, avec risque de se tromper de a% , que le facteur contrdlé ait une influence sur les

mesures effectuées. Dans ce cas le risque de 2e espece (i.e. de conclure a tort que le facteur contr6lé n’ait pas une

influence sur les mesures) est d’autant plus grand que SSg est grand devant SS 4.

11.2. Deux facteurs controlés

On considére deux facteurs a contrdler : le facteur A avec avec p modalités et le facteur B avec g modalités.

On suppose que pour chaque couple de modalités (i,j) aveci=1,...,petj=1,...,q on effectue n;; mesures qui seront
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notées Xjjx, k=1,..., n;j. Ainsi nous avons nr = npq mesures au total. Comme précédement nous utilisons pour étudier

T'influence de deux facteurs un modele linéaire des mesures :

xiik=]/tx+ai+b,-+(ab),-j+e,-]-; i=1...,pj=1...,9 k=11

dont la signification est analogue a celle du paragraphe précédent. Bien stir ce modeéle n’est valable que si les effets de

deux facteurs contrdlés a et B sont additifs.

Afin d’effectuer les calculs nous construisons le tableau des données est le suivant :

Facteur A
Modalités 1 <i<p
i
Facteur B e Xij1
1<j<q | 1|
koo i
Xijn

Le tableau de I’analyse de variance est le suivant :
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| Tableau de I’analyse de variance

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Variance Somme des carrés Degrés de liberté
— P (v, —7)2 —p—

Facteur A SSa=nqyl (% —%r) va=p—1

Facteur B SSp = npz;’:l (x; —x7)* vg=g—1

Interaction AB | SSap=nYyl, ;7=1(Y,-j —% -%4+%)? | vas=(p-1)(g-1)

Résiduelle SSr = Xiy Ly T (xije — ip)? vr = pq(n—1)

Totale SSr=y!, 2?21 Y (xijp — %r)? vp=npqg—1

Pour le calcul des différentes quantités de ce tableau on utilise les formules suivantes :

s L5 L (S )

P "

SSe=3) )Y ?fk‘%-);)q:{kixijkr

=1 j=1k=1
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SSap =SSt — 554 — S5 — SSR
La premiére fonction discriminante qu’on examine est

SSap/vap

Fas = SSr /R

Si Fap > Fu ABAR 7 alors on considere, avec risque de se tromper de a% , que l'interaction entre les facteurs A

et B ait une influence sur les mesures.

Dans ce cas on pose

— pour le facteur A :

SSa/va
FA = =
SSap/vap
etsi Fy > F,,y AVAB alors le facteur A a une influence sur les mesures.

— pour le facteur B :

SSp/vp

Fp= 22B/YB
B 5545 /vas

etsi Fg > F,, alors le facteur B a une influence sur les mesures.

VABVAB

Si Fap < Fuy apvr OU si les modalités B sont fixes, on utilise pour le facteur A la fonction discriminante

suivante :

~ SS4/va

A= Son T

etsi Fo > Fy,y AVR alors on considére, avec risque de se tromper de a% , que le facteur A ait une influence sur les

mesures.
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De méme si Fap < F,, ou si les modalités A sont fixes, on utilise pour le facteur B la fonction discrimi-

VABVR

nante suivante :

SSp /vp
Fp=——+—
SSr/vR
et si Fg > Fyvpup alors on considere, avec risque de se tromper de a% , que le facteur B ait une influence sur les

mesures.
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MODELE LINEAIRE
A m VARIABLES EXPLICATIVES

La méthode de régression a pour objet 'étude d’une laison linéaire entre, d’'une part, une variable Y et,
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d’autre part, un ensemble de variables Xj, ..., X;,. Le modéle mathématique de la liaison est donc de la forme :
Y=m X1 +aXo+ - +auXn+b+e
otte ~ N (0,0%). Pour réaliser la régression il nous faut une série de 7 mesures (n>>m):
X, X, Xim , Vi 5 i=12,...n

De plus on fait 'hypothese selon laquelle les valeurs des variables X; sont mesurées sans erreur.

12.1. Notations

Dans la suite nous noterons :

ay
X11 X2 ccc X 1 n ey o
Xo1 X2 cc Xom 1 v e

X= , y= , e= , a= .
o o a
Xpl X2 vt Xpm 1 Yn en bn

X11 X1m

X21 Xom

X1=1| . |, ", Xm= .

Xn1 Xnm
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X1l — My X12 — Myy =0 X — My

X1 — mxl X2 — mx2 s Xom — My,
X=
Xnl = My Xp2 = Myy =0 Xpm — My
Y1 —my am My
Y2 —my ap Tix,
y= , a= , my =
Yn —my Am My,

12.2. Modeéle linéaire

Le modele linéaire sur ’ensemble des observations [y X] s’exprime par la relation:

y=X-a+te

(resp. §=X-d+e)
Le probléme de la regression est I’estimation des valeurs des composantes du vecteur a (resp. & ) de sorte que e’e =
n
Y- €2 soit minimal.

i=1

Solution :

a=xX"x)"xTy
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Organisation des calculs :

On construit la matrice des variances-covariances :

Vyy Viy

Vxy Vxx

Rappelons que pour deux variables aléatoires x; et x, mises dans le vecteur X = [x; x2], la matrice des

variances-covariances est donnée par :

e E{[x1 — E(x1)][x2 — E(x2)]"}

V=E{X-EX)]X-EX)]"} =
E{[x1 — E(x1)][x2 — E(x2)]" o

et, par conséquent :
1core 1ore
VXX:7X X; ny:fo
n n
Nous pouvons aussi calculer I'estimation & I'aide de la formule suivante :

= Vix Vxy

)
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12.3. Propriétés de I'estimation
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On peut démonter que a est un estimateur sans biais, i.e. E(a) = a.

La variance de & est :
V(a) =s*(XTX)

avec

ot V(e) est la variance de e.

Pour le terme constant nous avons:

2
S
V(b) = - [1+m} Vig my]

Nous avons aussi 4 —a = (X X) ! XTe.

12.4. Coefficient de corrélation multiple

C’est le rapport

variance expliquée par la regression
variance totale

R*=
variance totale - variance résiduelle
variance totale




LABORATOIRE.

Nous avons:
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_ Vi Vix Var

R?
Vyy

D’aprés la définition de R?, nous avons que

V(e)

1-R =

V(y)

et, par conséquent :
2 _ n _p2
Se V) (1-R)

12.5. Tests de signification

12.5.1. Tests sur R?

Si

n-m—-1 R?
T N ﬁ Z Fa;m,n—m—l

alors il existe au moins un coefficient de regression qui est significatif.




12.5.2. Comparaison d’un coefficient a une valeur de référence
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Si

ﬁ,-—:x,- o ﬁi—ﬂti

= S tu;n—m—l

S\/Vxx(i,i) V(ﬁ,‘)

alors d; est proche de la valeur de référence «;.

12.5.3. Test sur un ensemble des variables explicatives

Considérons les q premieres variables x1, - -+, x; et soit X; la matrice correspondante des données. Si

n—m-—1 y" IXOXTX) X =X, (X7 Xg) ' X] Ty >
m—q+1 yT 1= X(XTX)"XT] y = Tomegtlnem-l

alors toutes les variables (et pas seulement les g premiéres) sont significatives.
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ANALYSE DE DONNEES

Le matériel de base pour I'analyse de données (AdD) est constitué par les mesures efectuées sur des systéemes
physiques, donc par les valeurs prises par un certain nombre de variables et/ou par les valeurs calculées d"un certain
nombre de parametres (e.g. al’aide d"une identification). Si nous avons un ensemble de 7 systéemes physiques (resp. un
ensemble de n mesures du mméme systéme physique a des dates différentes) qui ont des états structurels différents,

nous pouvons avoir un ensemble de n mesures des variables et/ou des valeurs des parametres que nous mettrons
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sous la forme d’une matrice de 7 lignes et de m colonnes, ot1 1 est le nombre des variables et/ou parametres. (resp. si
nous avons un seul systéme, le formalisme reste le méme, car chaque fois que nous procédons a un relevé des mesures
nous pouvons considérer que nous avons un nouveau systéme dont son état structurel peut étre différent de I'état du

systéme pendant le relevé précédent).

Nous obtenons, donc, un tableau X = (x;j) de nombres réels, indicé par les ensembles finis I (observations) et
J (variables et/ou parametres), avec card I = n et card | = m. Une ligne x; = [x;1, ... ,Xi] peut étre considérée comme
un point dans I'espace R™. Par conséquent les 1 lignes du tableau X (en réalité les n observations) sont des points
nous pouvons envisager deux démarches : le calcul des facteurs et ’approximation du nuage des observations dans
un sous-espace de R™ de dimension réduite. Nous allons présenter ces deux démarches et nous montrerons qu’elles

aboutissent aux mémes résultats.

13.1. Calcul des facteurs

Disposant du tableau de données X, il rest possible de vouloir examiner les corrélations entre les différentes
colonnes, afin de dégager les variables qui sont susceptibles de rendre mieux compte des modifications de 1’état
structurel des systémes. Dans ce cas nous avons & examiner (m? + 3m)/2parametres (m moyennes, m variances et
(m? — m) /2 covariances). Si nous faisons 'hypothése que les corrélations entre les variables sont nulles, alors nous
n’avons que 2m parametres & examiner (car les (m? — m) /2 covariances sont nulles. Bien sfir il n’y a aucune raison de
supposer que les données du tableau X sont non corrélées. Il s’agit, donc, de faire subir a la matrice X une transfor-
mation de sorte que la matrice résultante soit composée d’ éléments non corrélés. Formellement nous cherchons une

matrice U de format (m x n) telle que, si :

Y=X-U (13.1.1)
alors
(13.1.2)

By =0
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et
I'y = diagonale (13.1.3)

ot I'y la matrice de variance-covariance de Y.

De cette fagon nous remplagons I’ensemble de variables initiales {x1, ... ,x,, } par un ensemble de variables

{y1, ... ,y.m} non corrélées entre elles et qui sont calculées comme suit:

Y1) X11 ottt Xim uyj
= . : (13.1.4)
Ynj Xl o Xnm Umj
ou encore
yj=Xu, (13.1.5)

Nous savons que si X est une matrice des données et que Xc est la matrice centrée correspondante (X¢c =

X — py), alors la matrice de variance-covariance de X est donnée par :

I'x

1
= X Xe (13.1.6)

1
Dans la suite on fera I’hypothése que X est centrée. Dans ce cas I'y, a cause de (??) et (2?) et au coefficient o

pres, s’écrit :
Iy=U"X"XU=U"IxU (13.1.7)

On cherche donc a trouver une matrice U telle que la matrice I'y , issue de (??), soit diagonale. Nous voulons donc, ef-
fectuer une orthogonalisation de la matrice I'x de variance-covariance de X, procédure trés connue en algebre linéaire
et pour laquelle il y a une infinité de solutions. Afin d’aboutir & une solution unique on impose deux contraintes, en

rapport avec le probléeme considéré :
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Selon la premiére contrainte, la variance de chaque facteur doit étre maximale. La raison de cette contrainte
est la suivante : Considérons le premier facteur y ;. Si on se limite pour la description des n observations
aux composantes de ce premier facteur, il est évident que nous représenterons mieux ces observations quand la
variance de ce facteur par rapport aux observations est maximale (étant, bien entendu, donné que cette variance
ne peut pas étre supérieure a la variance des observations calculée dans l'espace initial). Car la variance du
facteur est égale a la somme des longueurs des projections des vecteurs initiaux sur le sous-espace engendré
par le premier facteur. Et nous savons, d’apres la méthode des moindres carrés, que I’approximation des points
de I'espace initial dans le sous-espace des facteurs, est optimale quand la somme des longueurs des projections

est maximale.

La variance du j—iéme facteur s’écrit :

var(y;) =y; y; = (Xu)T (Xw) (13.1.8)

var(y;) = uf (X X) u; (13.1.9)

La deuxiéme contrainte découle de la relation (??). Comme on cherche & maximiser la quantité var(y,;), il
convient d'imposer une valeur a la norme du vecteur u;. Sans perte de généralité, nous pouvons exiger que u;

soit unitaire, i.e. que
ulu=1;j=1,...,m (13.1.10)
Ainsi, comme nous voulons que les facteurs soient orthogonaux entre eux, i.e. que :

uf w=0sij#k (13.1.11)

nous imposons la contrainte que la matrice U soit orthogonale :

ulu=1 (13.1.12)

Par conséquent le probleme que nous avons a résoudre est le suivant :
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Etant donnée la matrice X de format (1 x m), trouver une matrice U de format (11 x m), telle que
Iy=U"TxU (13.1.13)
soit diagonale et satisfasse aux contraintes suivantes :

U’ I'x U = max (13.1.14)

ulu=1 (13.1.15)

D’apres le théoreme 8.2 de 'annexe 1, 1a solution a ce probleme est donnée par la matrice U dont les colonnes

sont les vecteurs propres orthonormés de la matrice symétrique I'x = C' X.

13.2. Visualisation du nuage des observations

1l est possible de vouloir effectuer un travail de synthese sur les observations afin de dégager des regroupe-
ments entre systémes ayant des vecteurs d’observation voisins. Ce qui donne la possibilité de juger sur la capacité
des variables mesurées et des parametres calculés a répondre aux problemes posés. Ce travail de synthése nécessitte
la visualisation des points correspondants aux observations. Mais comme les observations sont des points de R" ,
il est évident que tout travail de synthese dévient difficile, voire impossible, des que m dépasse 3. D’ou la nécessité
d’effectuer une approximation du nuage des observations dans un sous-espace de R” , de dimension aussi faible
que possible. De fagon formelle, nous supposons que nous voulons approximer le nuage des points de R" par un

sous-espace a p dimensions (p < m). Il faut, alors, calculer p vecteurs R", uy, ... ,u, , tels que :

X=XU 13.2.1)

ou encore

A
X1, X1.
Plein Ecran Sl= s | w o w ] (13.2.2)
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ol X;, est la projection de x; € R dans R? , a I'aide de la transformation U.

Pour calculer les vecteurs uy, ... ,u, , nous appliquons la méthode des moindres carrés. Nous esayons donc,

de rendre minimale la somme des écarts entre les valeurs exactes et les valeurs approximées, i.e.

m m
mine? =Y ||x [|> =Y % |2 (13.2.3)
i=1 i=1

n
Comme Y | x;. ||* est une quantité qui dépend du nuage des observations et elle est fixe pour un nuage donné de
i=1

points, il suffit de maximiser la quantité

a®) =Y [I% | (13.2.4)
i=1

Résolvons le probléeme d’approximation pas a pas. Soit p = 1. Alors nous avons :

Xi=x;u;;i=1,...,m (13.2.5)
Nous avons donc a maximiser la quantité :
m
a(X) = ; | xiu [P= (Xw) " (Xw) (13.2.6)
d’ott
a®) =u{ X" Xy (13.2.7)

Nous imposons la condition supplémentaire que le vecteur u; soit unitaire, i.e :
T
u u =1 (13.2.8)

Nous avons ainsi a résoudre le probléme suivant :
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Calculer le vecteur u; € R™ tel que

T TROCERR T TR
uf X" Xu; = max (13.2.9)
sous la contrainte

u u =1 (13.2.10)
D’apres des résultats de 1’algebre linéaire, u; est le vecteur propre orthonormé de la matrice symétrique
X" X, correspondant a la plus grande valeur propre.

Supposons maintenant que p = 2. Alors les deux vecteurs u; et u; que nous cherchons a calculer, sont les

vecteurs propres orthonormaux correspondants aux deux plus grandes valeurs propres.

Nous pouvons ainsi obtenir les résultats pour p = 1,2, ... ,m. Cette solution est identique a la solution

obtenue au paragraphe précédent.

13.3. Relations entre R” et R™

Pour calculer les coordonnées des observations {xi,, ... ,x,.} dans l'espace factoriel, il suffit d’effectuer la

multiplication matricielle :

Y=XU (133.1)

De méme il est possible de calculer les facteurs correspondant aux variables {x1, ... ,x,,}. En effectuant la méme
démarche qu’auparavant pour les observations, nous trouvons que la matrice a diagonaliser est maintenant X X', qui

a les mémes valeurs propres que X' X et dont les vecteurs propres orthonormés forment les colonnes de la matrice V.

Plein Ecran
Z=X"V (13.3.2)

Ainsi les coordonnées des variables dans 1’espace factoriel sont données par la relation :
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Remarquons que si nous avons calculé U, il n’est pas nécessaire de calculer V. En effet nous avons :

dansR™: X' Xuj=A;u; (13.3.3)
dansR": X X' v; = Av; (13.3.4)
avec Ay, ... , Ay valeurs propres de X7 X.
De (??) nous obtenons :
X X (X)) =2j(Xuj) (13.3.5)
(??) et (2?) permettent d’écrire :

Néanmoins le vecteur v; donné par (??) n’est pas unitaire. En effet nous avons :

v vi=ul XT Xu; =1 (13.37)

1l faut donc normaliser (??) en divisant par /A;. Nous obtenons :

vj Xu;; vj j—ieme facteur dans R" (13.3.8)

1
VA

De fagon symétrique nous avons aussi :

X7 vi; u; j—ieme facteur dans R™ (13.3.9)

Considérons maintenant la matrice
A2 =diag(A)?,-- AM?) (13.3.10)
Nous obtenons ainsi la relation :

X=VAY2Uu" (13.3.11)
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car (??) donne :

m m

o a1/2. T a1/24 T T 1/2 T T _ 1/2¢7T

Xu]—)\]- v]=>Xu,u]- —/\j viu; =>XZ1:u]uj —Z;’A]- viu; = XUU' =VA'/“U
= =

Cette relation fournit la une formule de reconstitution du tableau X. Si nous utilisons les m valeurs et vecteurs
propres, la reconstitution est exacte. Dans le cas de visualisation des nuages des observations et des variables, nous

devons nous contenter d'un nombre p de valeurs et vecteurs propres, avec p < m. Nous avons ainsi :

XXU = UA

N 4

X, = ZA}./Z viuf (13.3.12)
j=1

Un critere pour la perte de I'information est la norme de la différence de deux matrices :

m
X=X, I>= Y A (13.3.13)
j=p+1
ol nous avons pris comme norme d’une matrice :
[ X 2= tr (X7 X) (13.3.14)

Pour aboutir a (??), remarquons que (??) donne :

X"XU=UA

X"Xuu'=UuAU"
et, a cause de (??), nous obtenons :

X"X=UAU"
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Par conséquent (??) s’écrit :
RO TS

| X |>=Tr (UAUT)=Tr(AUU")

d’oti finalement

m
2
[ X |P=Tr(A) :_X%Af
=

Un autre critére pour la qualité de la reconstitution est le rapport :

14
- ¥ A
N =
H=Tx] = = (13.3.15)
LA
=1

qui est le taux d’inertie relatif aux p premiers facteurs.

Le choix du nombre p de facteurs a retenir est une opération délicate et il n’existe pas une méthode générale

permettant d’effectuer ce choix.




LABORATOIRE.

14

LES PRINCIPALES METHODES
DE L’ANALYSE DE DONNEES

Retour Devant un probleme concret 1utilisateur est amené a effectuer une série de transformations préliminaires sur

Plein Ecran ses données. Selon les transformations adoptées, nous aboutissons a une méthode particuliére de ’analyse de don-

_ nées. Dans la suite nous présentons deux méthodes parmi les plus utilisées. L'analyse en composantes principales et
Fermer
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I'analyse factorielle des correspondances. Une autre méthode, de méme inspiration, I’analyse factorielle discriminante,

sera présentée au chapitre suivant.

14.1. Analyse en composantes principales

Du tableau (1 x m) des observations initiales X = (x;;) , nous passons au tableau des observations centrées

W = (w;;) , al'aide de la transformation :
1 n
wy=x— 5 ) g 14.1.1)
k=1

Notons que cette transformation est dissymétrique par rapport aux observations et aux variables.

— Sinous travaillons avec le tableau W , nous sommes dans le cadre de I’analyse générale, exposée précédement.

Dans ce cas la matrice de variance-covariance dont on cherchera les valeurs et les vecteurs propres est :

Ix = %WT w (14.1.2)

Par conséquent, d’apres (??) et (2?), les facteurs sont :

— dans R™

__ 1 Ty — 1
(nA))172 17 (nap)irz 4

n
u; Wijvij (1413)
=1

d’ou

1 1 ~
o (nAp)2 o Gy = ) % .
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— dans R”

1 T 1 u
v, = Wiy = Wik (14.1.5)
j (nA;)172 j (nA;)172 kgi it
d’ou
1 i ~
v = W k;l (xjk — Fix) vjk (14.1.6)

u; (resp. v;) constituent les composantes principales du nuage des observations (resp. des variables).

L’inconvenient majeur de I'analyse en composantes principales provient du qu’il s’agit d"une analyse qui
n’est pas hors métrique. En effet, si une variable a des valeurs numériques de beaucoup différentes par rapport aux
autres variables, alors sa part dans la détermination des composantes principales est particuliére : soit prépondérante
si ses valeurs sont trés grandes par rapport aux valeurs des autres variables, soit négligeable si ses valeurs sont petites.
Pour éviter ces incovénients, plusieurs auteurs (cf. e.g. Lebart, 1975) proposent la méthode en composantes principales
normées. Elle consiste a effectuer la transformation :

Xij — I
7j

wij = (14.1‘7)

ol 3]-2 est la variance estimée de la variable j =1, ... ,m.

Dans ce cas la matrice a diagonaliser est la matrice des corrélations de m variables et la visualisation du nuage
des points se fait a I'intérieur d"une sphére centrée a 1'origine, la distance entre deux points dans la sphere représentant
leur corrélation. Néanmoins en procédant a cette transformation nous avons attribué la méme variance a toutes les

variables, ce qui a comme résultat de faire disparaitre les particularités de la variabilité des variables.
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14.2. Analyse factorielle des correspondances

L’analyse factorielle des correspondances (AFC) s’applique a des tableaux de fréquence, i.e. des tableau dont
chaque élément x est issu d’une loi de probabilités sur I’ensemble I x J. Toutefois, moyennant un certain nombre de
précautions (cf. Benzécri, 1973), nous pouvons envisager 1’application de cette méthode a des tableaux des mesures.
Essentiellement il s’agit de I’appliquer a des tableaux dont toutes les variables sont exprimées selon la méme unité de
mesure. Si ce n’est pas le cas, nous devons vérifier a posteriori que les influences des variables sur les facteurs sont du
méme ordre. Nous pouvons aussi effectuer un codage logique, c’est-a-dire établir, pour chaque mesure, un intervalle
de variation maximale qu’on partage en classes d’effectifs équivalents. Ensuite on remplace la mesure de la variable
par l'appartenance a une classe, en mettant e.g. 1 a la classe a laquelle appartient la mesure de la variable et 0 aux

autres classe. Il faut aussi pour pouvoir appliquer I’AFC que toutes les mesures soient positives.

Etant donné le tableau X = (x;j), nous calculons les quantités :

n m
x=) ) (14.2.1)

i=1j=1

X
pii = 7/ (14.2.2)

1 m
pi=—Y % (14.2.3)

o

1 n
Pi= Y x; (14.2.4)

i=1

qui nous permettent de passer au tableau des fréquences, a I'aide des transformations :

— dansR™
rij:fl'];]'il,"',m (14.2.5)
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Les n points r; appartiennent a un espace a m — 1 dimensions, car nous avons la relation :

m m ..
Er,-,-:Zp—f’:l;i:l,‘n,n (14.2.6)
j=1 =P
- dans R"
5 = ? sie1, (142.7)
.

De méme ces points appartiennent a un espace de dimension n — 1, car nous avons :
n n pl”
Zsijzz%:l;]‘:l,...,m (14.2.8)

Nous remarquons que ces deux transformations conduisent & deux tableaux différents.

Dans R™ la distance entre deux observations est donnée par la formule euclidienne :

1 mooq i .
y (rij—ny)* = Z — (P _ Py (14.2.9)

m
d(ri'rj)_z = pj pi. Pk

Ky

normalisée par p ; afin d’éviter les variations d’influence des effectifs inégaux.
Cette distance n’étant pas une somme des carrés, I’analyse générale ne peut pas s’appliquer. Cependant si nous

faisons la transformation :

wyj = — (14.2.10)
alors nous pouvons utiliser la distance euclidienne entre deux observations :

< - 1P ij>2
d(w;,w;) = Wi — W, — (— - — 14.2.11
( 1) /gl: ( j k] ]Z: ;i i e ( )

Nous appliquons dong, I'analyse générale en utilisant la matrice symétrique :

G=W'W (14.2.12)
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TN PROCESSUS INTELLIGENTS

dont le terme général est donné par :

—  PijPi
g=y —Irt 14.2.13
& ,; N ¢ )

La matrice des vecteurs propres orthonormés de G sera de dimension (m x (m — 1)) car nous ne prendrons
pas en compte le premier vecteur propre correspondant a la valeur propre qui est égale a 1, étant donné que la
dispersion des projections des observations sur ce vecteur propre est nulle. En effet si A est une valeur propre

de G correspondant au vecteur propre u, nous avons :

Gu=\Au — (14.2.14)
m
Ysu=Au; k=1,..,m (14.2.15)
j=1
Si nous prenons comme vecteur propre
w=[/Pi P2 o Pr) (14.2.16)
(2?) donne
YosyVPi=AVPR; k=1...,m = (14.2.17)
j=1
i f Pik Pij
Y ) i =AVERs k=1....m = (14.2.18)
=1 i1 Pin/Pj Pk VP
YN py=AvERs k=1 m = (142.19)
o Piv Pk 5
Y P A ypr k=1m — (142.20)
io1 Pin/ Pk

T%Zp;k =AVPr; k=1,....m = (14.2.21)
k=1
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A=1 (14.2.22)

Les coordonnées de la i-ieme observation dans I’espace factoriel sont données a 1’aide de la formule :

Pik
- (14.2.23)
Yi =1 Pir/ Pk

La projection, donc, de cette observation sur le g-ieme axe factoriel est égale a

m
. Pik
1) = E u —_—
fq( ) k=1 *a Pin/ Pk

avec iy, la k-itme composante du g-ieme vecteur propre. Si nous appliquons cette formule au vecteur propre

donné par (??), qui correspond a la valeur propre A = 1, nous avons :

m m

: Pik Pik
foi) =) v Px = = (14.2.24)

1 k; i/ Pk ,; pi.

i.e. la dispersion des projections est nulle.

Comme cette analyse s’applique aux données initiales (r;;) fournies par la relation (2?), les facteurs ne sont pas

les vecteurs propres uy, ... ,u,_1, mais une transformation des ceux-ci donnée par la formule :

M

o= ;=1 ,m—1 (14.2.25)

5

Le calcul des facteurs v; dans IR" peut se faire en utilisant la relation (??) et en remplagant le tableau X par le

tableau W. Nous avons donc :

1 .
v]~=ﬁWuj; j=1,...,m—1 (14.2.26)
et comme dans IR" les facteurs appliqués aux données initiales (s;;) fournies par la relation (??) sont calculés a

l’aide de la relation :
Y= =1, w1 (14.2.27)
ij T’i. ’ R Lo
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Par conséquent les relations entre @kj et Pj; sont :

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

1 iz Pik . .
i= o Y PR s =1, =1, m -1 (14.2.28)
=75 B ’
q)k:iﬁi@- k=1 ..,n—1; j=1,...,m—1 (14.2.29)
g /\] i:1p'k1 ’ ’ v ’ ’

Les contributions absolues, qui nous renseignent sur l'influence des variables, sont les carrés des composants

des vecteurs propres u; et v;.
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15

STRUCTURATION DES DONNEES

Une question que nous pouvons nous poser a propos d"un ensemble d’observations concerne la présence (ou
I’absence) d"une structure dans cet ensemble. Il y a présence d"une structure chaque fois qu'un ensemble d’observations
se décompose en parties plus ou moins homogenes. Cette décomposition est caractéristique de la structuration des
données et elle doit, en principe, se retrouver pour chaque nouvelle observation. Trois approches de la structuration

d’un ensemble de données sont possibles :
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— Discrimination.- On voudrait mettre en évidence le pouvoir discriminant des variables mesurées, i.e. la capacité

des variables de fournir pour les observations une bonne séparation en classes

—  Classification.- On voudrait pouvoir se rendre compte de la possibilité de séparation en classes distinctes des

observations et, dans ce cas, faire apparaitre le mieux possible ces classes.

— Classement.- On souhaite prendre une décision quant a 'appartenance d'une observation a une classe, en util-

isant les mesures des variables pour cette observation.

Pour chacun de ces problemes il y a plusieurs méthodes dont quelques-unes sont présentées ci-apres.

15.1. Analyse factorielle discriminante

Nous faisons I’hypothese que les n observations de la population d’apprentissage appartiennent a g classes
différentes : Cy, ... ,C, suivant leur état structurel et que cette appartenance nous est connue. Nous voulons visualiser
le nuage des observations, et ceci en tenant compte de I’appartenance aux classes, de sorte que nous puissions émettre
un jugement concernant la capacité des variables mesurées a reproduire la classification établie. Nous serons, par
exemple, d’autant plus satisfaits des nos données, que la visualisation fera apparaitre une bonne séparation des classes.
Si ce n’est pas le cas, nous chercherons a trouver les variables dont I’élimination rendrait meilleure la séparation des

classes.

Nous pouvons aussi, en utilisant la méme méthode, de faire 1'estimation de 1'état structurel d'un systéme.

En effet ayant procédé a une premiere analyse discriminante, nous avons calculé les facteurs correspondants. Pour un

nouveau systéme, dont nous voulons faire le diagnostic, il suffit de le projeter dans 'espace factoriel en utilisant les

Plein Ecran
Soit donc le tableau (1 x 1) de données X = (x;;). Nous supposons que la classe C; a comme effectifs

facteurs. L'estimation de son état structurel se fera a 'aide de la classe dans laquelle le systéme se trouvera projeté.
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niobservations, avec bien entendu :

q
Yome=n (15.1.1)
k=1
Nous notons :
1 n
= ; Zx,‘]‘ (15.1.2)
i=1
la moyenne totale de la variable j (j =1, ... ,m);
- 1
==Y x; (15.1.3)
n x;€C

la moyenne de la variable j (j =1, ... ,m) pourlaclasse Cy (k=1, ... ,q).

La matrice de variance-covariance a comme terme général :
1¢ N PO I P
= Yo X (x— ) (xa — k) + . Y me (g — 157) (i — i) (15.1.4)
k=1

Cette somme peut se mettre sous forme matricielle :
Ix=W+B (15.1.5)

avec W matrice de covariance intra-classe de terme général :

q
wj = % Yo Y (xi— i) (xi— i) (15.1.6)

k=1 x;€Cy.
et B matrice de covariance inter-classe, de terme général :

1 g PPN
hjl = ; Z ny (ﬂk] - ]/l]) (]’lkl - ]/l]) (1517)
k=1
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D’aprés 'analyse générale un facteur u a une variance qui se décompose comme suit :

u'Txu=u'Wu+uopBu (15.1.8)

Au vu de cette relation il est naturel de chercher les facteurs qui maximisent la variance inter-classe u' B u et
qui minimisent la variance intra-classe u’ W u, car de cette facon les classes se séparent au mieux et, en méme temps,

chaque classe prend la forme la plus compacte possible. Le probleme posé est donc le suivant :

Etant données les matrices de variance-covariance W et B on cherche a trouver un vecteur u tel que

% = max (15.1.9)
ce qui revient a chercher un vecteur u tel que
u' B u=max (15.1.10)
avec la contrainte
u' Txu=1 (15.1.11)

Nous pouvons facilement voir que le vecteur cherché est le vecteur propre de la matrice I'y' B correspondant

a la plus grande valeur propre.

Remarquons que la matrice ['y! B n’est pas symétrique, ce qui peut poser des problemes lors de son diago-

nalisation. Dans ce cas nous pouvons diagonaliser la matrice :
W=YI 'Y (15.1.12)

avec Y matrice (m x q) de terme général

thi =/ % (1 — 17) (15.1.13)
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et ensuite nous calculons le facteur u a I'aide de la transformation :
u=Vv (15.1.14)

o1 v le vecteur propre de la matrice symétrique W.

15.2. Classification

Le probleme de classification peur se défibir de la maniére suivante : Soit un ensemble fini d’observations,
caractérisé par un nombre fini de variables. Il s’agit de rechercher la partition la partition la plus “typée” relativement
a la structure de 1’ensemble des observations. Par partition la plus typée on entend la partition pour laquelle chaque
classe pourrait étre représentée, sans que la qualité de cette représentation soit affectée, par un “type” d’observation.

1l existe une multitude de méthodes de classification. Nous présentons dans la suite deux de ces méthodes.

15.2.1. Algorithme de K-moyennes (K-Means)

1l s’agit d’une vieille méthode toujours en vogue outre-Atlantique. Nous considérons que nous avons une
population d’apprentissage formée de n observations x; reparties en K classes. Cette repartition nous est inconnue et
la tache de la méthode est de nous en fournir une qui sera optimale par rapport & un critere qui reste a préciser. Par
contre le nombre K de classes est connu. Pour démarrer 1’algorithme on forme K classes en utilisant les 1 observations,

notées Ci(0), ... ,Ck(0) , ou1 0 indique le numéro d’itération. Les étapes de 1’algorithme sont les suivants :

1.- On calcule les moyennes my (0), ... ,mg(0) des classes C1(0), ... ,Cx(0).

Plein Ecran 2o L=+
3.- Affectation des observations aux classes :
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L'observation x; ,i =1, ... ,n est affectée a la classe C;(I) si [|x; —m;(I = 1)|| < [|lx; —my (I = 1)|| Vj'=1, ... ,n
T

4.- On calcule les nouveaux centres pour chaque classe :

avec n; = card(C;(1)).

5- Sim;(l) =m;(l-1)Vj=1, ... ,K,alors I'algorithme a convergé. Sinon on retourne en 2.

Nous voyons ainsi que le critére pour le calcul de la partition optimale est le minimum de la distance entre

les observations et leurs classes.

Le comportement de cet algorithme dépend :

— dunombre de classes spécifié par 1'utilisateur;
— du choix des centres initiaux;

— delordre selon lequel se présentent les observations;

15.2.2. Nuées dynamiques

Afin d’atténuer les inconvénients de 1'utilisation d"une métrique euclidienne pour la classification, Diday a

proposé I'utilisation de trois métriques :

— Une métrique entre deux observations x et y qui peut étre soit euclidienne, soit euclidienne réduite, soit encore
la métrique du x2 ..

— une métrique entre une observation x et une classe C. Nous avons le choix entre trois métriques:
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- métrique du x?:

2
21 | X 1
D(x,C)=Y — |Z — Xpi
! ; X |:x11 Exkec xkze:C !

- métrique euclidienne :

[ xj— my)®

o

D(X,‘, C)

Il
-

- métrique de Mahalanobis :
D(X,’,C) = (X,' — mc) r! (Xi — mc)T

ot I' matrice de variance-covariance des classes Cy, ... ,Ck et mc le centre de gravité de la classe C.

— une métrique de I'agrégation-écartement des classes :

D(x,C)

- Vox € C
Z D(X,Ci)
j=1

R(x,C) =

Dans la suite on suppose que les observations x appartiennent a ’ensemble X. Les étapes de 1’algorithme

sont les suivantes :

K
1.- On tire au hasard Z ni élément et on forme les K noyaux Ey, ... ,Eg des classes. On initialise S; & une tres
k=1

grande valeur.

1
2.- calcul du centre de gravité m; = [myy,...,my,] pour chaque noyau E; : myj = W Z Xij -
X;€E]

3.- Calcul des distances D(x,C;) VxeX;VIi=1,... K.
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4.- Formation des classes

Cy= {X ceXx/ D(X,Ck) } = ,=11ninK D(X,C[)

5.- Calcul de la mesure d’agrégation-écartement R(x,C;) pour chaque classe C; ;1 =1, ... , KV xeX.

6.- Calcul de
K
52 = Z Z R(X,CZ)
=1 x€C;
[S1-8] . B
7.- Si s < seuil alors convergence de 1’algorithme.
1

Sinon S; «— S,.

8.- Calcul des nouveaux noyaux : E; ensemble ayant n; éléments qui réalisent les plus petites valeurs R(x,C) ;
I=1,... K
Retour a létape 2.

Il est a remarquer que le choix des noyaux initiaux (amorgage de 1’algorithme) n’est pas toujours évident.

15.3. Classement

L'objectif du classement est d’affecter une observation a une classe. Il faut donc avoir, au préalable, effectuer
une classification, afin de séparer ’ensemble des observations d’apprentissage en classes.Le critere généralement util-

isé pour le classement est une mesure de similitude entre ’observation et les classes.

Comme pour la classification, il y a pléthore des méthodes de classement. Nous avons une pésentation
détaillée dans [6]. Ces méthodes affectent une observation a une et une seule classe. Cette démarche n’est pas toujours

trés appropriée et ceci pour deux raisons :
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— Les classes ne sont pas nécessairement mutuellement exclusives. Une observation sera affectée a une classe,

bien qu’elle puisse faire partie des plusieurs classes.

— Toutes les classes ne sont pas bien représentées (ou méme pas du tout) dans la population d’apprentissage. Une
observation qui appartient a une de ces classes qui sont insuffisamment représentées, risque d’étre affectée a

une autre classe, plus ou moins similaire.

11 est, donc, préférable dans pareilles situations d’avoir une méthode qui, étant donnée une observation a
classer, fournit pour chaque classe de la population d’apprentissage, une “note” de l’appartenance de cette observa-
tion a la classe. La valeur de cette note mesure, en quelque sorte, le degré de vraisemblance de I'appartenance de
I'observation a la clase. Pour une telle méthode de classement le cadre théorique peut étre constitué par les ensembles
flous. Parmi plusieurs méthodes de classement qui utilisent les ensembles flous, nous présentons dans la suite deux

méthodes.

15.3.1. N plus proches voisins

C’est une méthode de classement qui évalue le degré d’appartenance d’une observation a une classe en

utilisant les N plus proches éléments de cette classe avec I'élément a classer (cf. [54]).

Soient q classes Cy, ... ,C;. La classe Cy a ny éléments notés x' €R",i=1, ... ,n. Soit une nouvelle obser-

vation y € R". Chaque classe est partagée en deux sous-classes :

— C}(y) de cardinal N;

— CP(y) de cardinal n; — N;

cttelles que:

 Penéaran VR eCsit ey dors dly)s min {dly)
z"eC (y)

.
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En utilisant la sous-classe C} (y) nous pouvons calculer un indice de distance entre y et la classe Cy :

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

1
D(x’f,ck)=N Y d(y.xb) (15.3.1)
xkele(y)

Afin de calculer le degré d’appartenance j(y, Cx) nous imposons les contraintes suivantes :

— 1(y,C) est inversement proportionnel a I'indice de distance D (y,Cy) :

uy.C) _ ny,<)
L =2k l=1,...,q; k#I 15.3.2
D(y.C) ~ D(y,C) U (1532)

— Les degrés d’appartenance sont normalisées :

q
kZV(Yer) =1 (15.3.3)
=1
(??) s’écrit :
D(y,C
u(y,C) = % u(y,Cr) (15.3.4)
et (2?) devient
L. D(y,Cy)
LG =1 1535
= D(Y,CI) ﬂ(y k) ( )

d’ot1 nous obtenons pour le degré d’appartenance de y a la classe Cy, la formule suivante :

q
l*{l[#k b (y’Cl)
wy,CG)=——""—————; k=1,... 9 (15.3.6)

T Il D(y.Cw)
m=1,m#k

Les parametres de réglage sont au nombre de deux : le nombre de classes a retenir pour le calcul du degré

d’appartenance et le nombre N de plus proches éléments a considérer dans chaque classe.
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Notons que cette méthode peut s’appliquer avec succés quand les classes ont, & peu pres, la méme dispersion.

156.3.2. Classement flou

Si dans la population d’apprentissage les classes sont fixées a priori selon 1’état structurel des systemes ob-
servés, il n’est pas rare qu’elles aient des formes et des dispersions qui different. (Pour une discussion de ces concepts
cf. [7]). Dans ce cas le classement doit tenir compte de ces différences. Nous allons présenter une méthode qui calcule
le degré d’appartenance d'un élément a une classe en se fondant sur la disposition spatiale e la classe et dont les détails

se trouvent dans [4].
Soit une population d’apprentissage composée de q classes C, ... ,C; et dont les éléments appartiennent a
I'espace R". Pour chaque élémnt z € R" on définit un indice de distance avec la classe C; comme suit :

1
d(z,C) = a1 Z;C;kd(z,x), k=1,...,q (15.3.7)

Soit maintenant y € R" un élément a classer. Chaque classe est partagée, par rapport a y, en deux sous-classes,

a savoir :

— G(y)={zeC /d(xy) <d(z,Ci)}

— CP(y)={zeC /d(xy) >d(z,C)}

En utilisant ces deux sous-classes, nous pouvons calculer :

— Un indice de distance de similarité entrey et Gy ; k=1, ... ,4:

Retour i)
1 yX P S
5 r FICZ si Cp (y) #0
Plein ECan S(y, Ck) _ { card (CY (y) ZECE @ (y.Cx) (153.8)

1 siCi(y) =0
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— Un indice de distance de dissimilarité entrey et Cx; k=1, ... ,q:

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

1 dxC) . ~D
oy 9 Gop(y) 20
D(y,Cy) :{ ad @@ W), By O (153.9)
1 siCP(y)=0

Nous remarquons que S(y,Cx) € [0,1] et D(y,Cy) € [0,1].

Le degré d’appartenance y(y,Cx) de y a une classe Cy doit étre fonction de ses relations de proximité avec
tous les éléments de la classe. Il convient donc de considérer le degré d’appartenance comme une somme pondérée de

deux quantités suivantes :

— Degré d’appartenance (y,C; (y)) qui sera fonction de la similarité entre y et C; (y) et de ce fait nous devons

avoir :
#(y,CGi(y)) > 1-5(y,Cx) (15.3.10)

— Degré d’appartenance y(y,CP(y)) qui sera fonction de la disssimilarité entre y et CP(y) et de ce fait nous

devons avoir :

1(y,CP(y)) < D(y,C) (153.11)

Nous avons donc que le degré d’appartenance de y a Cy s’exprime comme suit :
1y, Ce) = A[1 = aS(y,Co)] + (1= 1)BD(y, Cr) (153.12)

aveca, B, A €[0,1].

« et B sont des facteurs de pondération afin que les relations (??) et (2?) soient vérifiées. Leur valeur détermine

la forme du degré d’appartenance. Deux valeurs sont particulierement utiles :

_ card(CP(y) ~ ,  card(Ci(y)

card(G) P aard(G (15.3.13)
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D’autre part dans la majorité de cas nous pouvons prendre A = 0.5 ce qui revient a considérer le degré d’appartenance

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

comme une moyenne entre 3 (y,C (y)) et u(y,CP (y)).







LABORATOIRE.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

ANNEXE A

RAPPELS DES PROBABILITES

L'objectif de cette annexe est de présenter un bref rappel des notions essentielles du calcul des probabilités.
Comme plusieurs de ces notions nécessitent des connaissances empruntées a la théorie de la mesure, nous donnons

aussi, d'une fasuccincte, les définitions de ces concepts.
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LES NOTIONS FONDAMENTALES DES
PROBABILITES

A.1. Définition de la probabilité

Nous pouvons constater facilement que la notion de probabilité semble étre assez intuitive. Par exemple les

phrases :

— la probabilité d’avoir « pile » dans le jeu de « pile ou face» est de 50%

— la probabilité d’avoir un six quand on jette un dé est de 1/6

font partie de la vie courante et elles sont compréhensibles par tous. Il est intéressant d’examiner la dé-
marche qui permet de comprendre ces phrases. Elle nous fournira la définition la plus ancienne, dite classique, de la

probabilité.

A.1.1. Définition selon le modéle uniforme

Quatre étapes sont nécessaires pour arriver a la définition de la probabilité. Ce sont les suivantes:

(1) Détermination du phénomeéne a étudier et des conditions de son déroulement.- On détermine, d’abord,

I'objet de nos calculs, qu’on appelle en Théorie des Probabilités expérience aléatoireou épreuve que 1’on note

Retour £. Dans notre cas, 'expérience aléatoire est soit le lancement d’une piéce de monnaie, soit le lancement d"un

Plein Ecran dé. En général une expérience aléatoire est toute expérience dont le résultat de sa réalisation dépend du hasard
comme, par exemple, le lancement d’un dé.
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(2) Détermination de tous les résultats du phénomene.- On détermine, ensuite, le nombre de résultats possibles
de I'expérience. Ces résultats sont appelés événements élémentaires ou éventualités. Ici, dans le cas du jeu de
«pile ou face » , nous avons deux événements élémentaires et six dans le cas du dé.

Nous noterons par la suite un événement élémentaire par w. L'ensemble des événements élémentaires est
appelé espace des événementset sera noté par . Dans un premier temps, on considére que cet espace a un

nombre fini d’événements, e.g. N. Nous avons ainsi Q = { wy,..., wy }.

(3) Quantification de la possibilité de réalisation de chaque résultat du phénomeéne.- On fait I’hypothese que
tous les événements élémentaires ont, d’une part, la méme vraisemblance (chance) de se réaliser lors d'une

expérience et, d’autre part, s’excluent mutuellement.

(4) Définition de la probabilité d"un résultat du phénomene.- Afin de déterminer la probabilité d’un événement
élémentaire de se réaliser on utilisera la vraisemblance (chance) avec laquelle peut se réaliser cet événement

lors d"une expérience. En fonction de I'hypothese précédente nous avons :

1 1
Plw)=s——"———=—; v Q
(@) nombre d' événtualités N we

Cette définition est historiquement la premiére qui est apparue. On 1’appelle modeéle uniforme de probabilité,
parce qu’elle attribue la méme valeur de probabilité a tous les événements élémentaires. Elle est bien adaptée aux jeux
du hasard mais, en général, n’est pas satisfaisante car pour son élaboration nous avons effectué a la 3e étape une

hypothese selon laquelle tous les événements élémentaires ont la méme chance de se réaliser, c’est-a-dire ils sont

équiprobables. Néanmoins il est possible d’envisager des expériences avec des événtualités non équiprobables, e.g.

jeu de « pile ou face » avec une piéce de monnaie non équilibrée. Pour palier a cette faiblesse, nous allons utiliser la

définition fréquentielle.
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A.1.2. Définition fréquentielle

Pour obtenir cette définition de la probabilité nous allons remplacer les deux derniéres étapes ci-dessus par

les suivantes :

3

&

Quantification de la possibilité de réalisation de chaque résultat du phénomene.- On introduit la notion
de la fréquence de réalisation d"un événement élémentaire. Pour fixer les idées supposons qu’une expérience
aléatoire a comme résultats N événements élémentaires wy, ws, ..., wn. Supposons aussi que nous avons 1
dispositifs, chacun permettant de réaliser cette expérience sous les mémes conditions. (Par exemple pour le jeu
de « pile ou face » nous avons n pieces de monnaie.) Nous procédons a ces n expériences et soit 1, le nombre
de fois o1 I'événement élémentaire wy se réalise, avec ny € { 0,1, ... ,n } etk=1, 2, ..., N. Nous appelons

fréquence d’apparitionde I’événement élémentaire wy pour les 1 expériences, le rapport :

fn(wk)=%; Ve, n>1

Définition de la probabilité d’un résultat du phénomene.- On fait 'hypotheése que la limite nhm fu(wy) existe

pour tout k =1, 2, ..., N. Dans ce cas nous pouvons définir la probabilité d'un événement élémentaire wy

comme la fréquence d’apparition de cet événement, quand 1 devient grand, i.e.

P(wp)=lim fy (wr); VwreQ

Cette définition, qui englobe la précédente, est la définition fréquentielle ou statistique. Elle a un caractere

empirique car son fondement se trouve au fait que nous pouvons réaliser 1'expérience plusieurs fois et sous des con-

ditions identiques. De plus nous ne pouvons calculer la probabilité qu’a condition que la limite de la fréquence existe.

Bien que plusieurs expériences remplissent ces conditions, nous pouvons imaginer des cas pour lesquels toutes les

conditions ne sont pas remplies, comme, par exemple, quand la limite de la fréquence n’existe pas. La notion de la

limite étant une notion mathématique, il devient évident qu’il faut, en ce qui concerne la définition de la probabilité,

abandonner 1’approche intuitive ou empirique au profit d’une définition mathématique.
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A.1.3. Définition axiomatique

L'objectif est de pouvoir traiter toutes les expériences aléatoires et ne pas s’enfermer a des définitions qui

s’adaptent a une partie seulement de ces expériences. C’est-a-dire notre but est de fournir un modeéle mathématique
général qui peut s’appliquer a toute expérience aléatoire. Il faut, donc, revenir aux deux dernieres étapes et les modifier

de nouveau comme suit :

Quantification de la possibilité de réalisation pour chaque résultat du phénomene.- Etant donné que toute
quantification particuliere, applicable a une classe de phénomenes, pourrait ne pas s’appliquer a la totalité des
phénomenes, nous allons quantifier la possibilité de réalisation d'un résultat de fatres vague : Nous dirons
que pour chaque événement élémentaire wy € (), nous sommes capables de déterminer un poids w (wy) €
Ry . Ce poids représente la chance qu’il a I'événement wy de se réaliser lors d'une expérience et nous faisons

I'hypothése que nous sommes capables, pour chaque phénomene particulier, de I’évaluer.
Définition de la probabilité d’un résultat du phénomeéne.- De faévidente, nous pouvons avoir pour la proba-
bilité :

P(wk):M ; VweeQ

L wlw) '

wen

Mais cette défintion n’est pas compléte, car elle ne nous permet pas d’évaluer la probabilité des événements
qui nous intéressent et qui ne sont pas élémentaires, c’est-a-dire qui peuvent se décomposer en événements
élémentaires et qu’on appelle événements. Il faut donc, créer d’abord une famille de sous-ensembles de (),
composée d’événements et d’événements élémentaires, et établir ensuite la probabilité comme une application
de cette famille.

— Famille de sous-ensembles de ().- Cette famille, que 1'on notera par A, doit étre un sous-ensemble de
I’ensemble des parties P(Q)) de Q. En régle générale, les événements élementaires font partie de cette
famille, mais non pas en tant qu’éléments de (2, mais en tant que sous-enembles de (); i.e. si wy € Q alors
{w} € A. Cette substitution de la notion de 1’événement par celle de 1'ensemble permet d’appliquer
aux événements les opérations entre ensembles (union, intersection, complément, ...) et les relations

d’ordre et d’égalité (C, =). Plus précisement la définition formelle de A est la suivante :
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DEFINITION A.1.1  Soit Q) I'espace des événements associé a une expérience €. On appelle algébre (d’événements)sur
Q) toute famille A de parties de Q) telle que :

- Qed

- SiA,BeAalors AUBe A;

- SiA€ Aalors A° € A

11 est aisé de voir que :

- @eA

n
- Si AjeA,i=12,...,n alors JA €A
i=1

n
- Si A eA,i=12,...,nalors NA €A
i=1

Si Q) est un ensemble dénombrable, la notion de 1’algeébre n’est pas suffisante pour les réunions ou les

intersections infinies. On la remplace par celle de o-algebre :

DEFINITION A.1.2  Soit Q) I'espace (dénombrable ou continu) des événements associé a une expérience £. On
appelle o-algébre ou tribu(d’événements) sur ) toute famille A de parties de C) telle que :

- Qcd

- Si AieA,i=12,... alors U2 A€ A

- Si A€ A alors A° € A.

Dans la pratique, pour constituer la tribu d’événements on y place d’abord les événements, élémen-
taires ou non, qui nous intéressent. On complete ensuite la tribu par d’autres événements afin que les
propriétés ci-dessus de 1’algebre (ou de la tribu) soient vérifiées.

Nous avons, done, constitué un couple (Q,A) qui s’appelle espace probabilisable. Nous allons main-

tenant définir la probabilité sur cet espace.

Retour —  Mesure de probabilité sur A.- En utilisant I'équivalence entre événements et ensembles, nous définissons la prob-
Plein Ecran abilité sur () comme une mesure sur A. La mesure est une application ayant la propriété de l'additivité.
Formellement, nous avons :
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DEFINITION A.1.3  Soit A tribu sur Q). On appelle mesure (positive)sur A toute application y : A — R quia les

propriétés suivantes :

- (additivité simple). Pour tout A;,A, € A tels que AyNAy=Qona:
#(A1U A2) = p( A1) + p(A2)

n(UiA) =Y u(A)
1
La probabilité peut, a son tour, se définir comme suit :

DEFINITION A.1.4  On appelle probabilitésur I'espace (Q), A) toute mesure P: A — Ry qui satisfait a I'axiome de

normalisation :

P(Q)=1

On voit ainsi que la probabilité, selon cette approche, est une mesure normée. Cette troisieme définition de
la probabilité est la définition axiomatique donnée par A. Kolmogorov en 1933. Elle est aujourd’hui le fondement de

la théorie mathématique des probabilités et elle contient, comme cas particuliers, les deux définitions précédentes.

La donnée de la mesure de probabilité P permet de passer du couple (), A), qui forme l'espace probabilis-
able, au triplet (0,.A,P), qui estI'espace probabilisé. D'autre part le couple (A,P) s’appelle champ de probabilité.

Il est évident que nous pouvons avoir, pour le méme espace d’événements () , plusieurs champs de probabilité, en

fonction de nos objectifs de traitement des données.

Dans la suite nous noterons la mesure de la probabilité de I’événement A, considérée comme une application
Plein Ecran dans [0,1], par P(A). Par contre une valeur calculée de la probabilité de I’événement A sera notée par ps. Bien
évidemment p, € [0,1].
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A.2. Des événements aux ensembles

Nous avons vu que pour pouvoir combiner les événements entre eux et calculer la probabilité d'un événe-
ment qui se décompose en événements élémentaires, nous avons utilisé le langage de la théorie des ensembles.
Ainsi, si nous avons deux événements A, B relatifs & I'experience aléatoire £, nous avons ipso—facto deux ensem-
bles A, B € P(Q) ot Q) est I'espace d’événements associé a £. Pour que cette correspondance soit complete, il faut
pouvoir nommer, en langage d’événements, les résultats des opérations ensemblistes, comme e.g. AU B ou AN B.

Nous donnons a la table A.1 une liste avec les principales opérations ensemblistes et leurs équivalents en événements.

A.3. Propriétés de la probabilité

Nous allons présenter dans ce paragraphe, quelques propriétés de la probabilité qui sont tres utiles pour les

calculs.

On considere un espace probabilisé ((2, A, P) relatif a une expérience aléatoire €.

PROPRIETE A.3.1 . — P est une fonction croissante, i.e.

VABEA: ACB=> P(A) < P(B)
PROPRIETEA.3.2 .— VA€ A:P(A)<1
PROPRIETE A.3.3 .— Probabilité de I'événement impossible : P(®) =0

PROPRIETE A.3.4 .- Probabilité de I"événement contraire

P(A%) =1- P(A)

PROPRIETE A.3.5 .- Sous-additivité




NOTATIONS ENSEMBLES EVENEMENTS

AcA A est un élément de A A est un 'événement

A=0 A ensemble vide A est I'événement impo

A=Q Espace entier A est I'événement certa

Ate A A° ensemble complémen- | A® événement contraire
taire de A

ACB A est inclu dans B A implique B

C=AUB (noté aussiC= A + B)

ANB=0O

C=A NBnotéaussiC=A"-B)
C=A-B=AnNB
C=AAB=(A-B)U(B—A)

U, (A) =0, AN A] =Q

C estla réunion de A, B
A, B ensembles disjoints
C est la partie commune
de A,B

Différence

Différence symétrique

Partition de Q)

C se réalise lorsqu’au m
de A, B est réalisé

A, B événements incom;

C se réalise lorsque
A et B se réalisent

C se réalise lorsque A se
et B ne se réalise pas

C se réalise lorsque ou &
bien B est réalisé (ou ex

Systéme exhaustif ou sy
complet d’événements

Tabhle A R Correepnondance encemblec - dvédnementa
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—  pour deux événements :

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

VA,Be A: P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
— pour trois événements YA,B,C € A :

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
PROPRIETE A.3.6 .- Inégalité de Boole :
—  pour deux événements :

VA,BEVABEA : P(AUB)<P(A)+ P(B)

—  pour une suite d’événements :

V (Ai)1<i<n avec A; € A : P (U A,-) < ZP(A,—)
i1

i=1

PROPRIETE A.3.7  Sous-o-additivité : Pour une suite d'événements (A;) de A nous avons :

PROPRIETE A.3.8 Additivité des événements disjoints :

—  Pour deux événements

VA,B€ Aavec ANB=Q: P(AUB) =P(A) + P(B)
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—  Pour une suite d’événements (A;)1<i<n , Ai € A, deux & deux disjoints, nous avons :
n n
PlUA | =Y P(A)
i=1 i=1

PROPRIETE A.3.9  Soit une partition de Q) : Aq,..., A, avec A; € AVi=1,...,n. Alors pour tout événement B € A nous

aoons :

P(B) = iP(B nA)

PROPRIETE A.3.10  Pour une suite d’événements (A;)i=1,.. de A nous avons :

A.4. Continuité des mesures de probabilité

Considérons l'espace probabilisé (), A, P) et une suite dénombrable (A,),—1,. d’événements A, € AVi=

1,...,n. Il est parfois utile de pouvoir évaluer la probabilité a la limite, i.e. lim P(A,). Cette evaluation n’est possible
e

que pour des suites soit décroissantes, soit croissantes.
DEFINITION A.4.1  Lasuited’ensembles (A, )n=1,.. est dite décroissante (resp. croissante) si A, D A, 11 (resp. Ay C Api1)
pour tout n > 1.

Pour une telle suite nous avons :

}i_I&A,, = ﬂ A, (resp. y}i_r)I;A,, = U Ay)

n=1 n=1
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C’est précisement la possibilité de définir lim,, .., A, qui permet le calcul des probabilités a la limite pour ce

type des suites. Nous avons :

PROPRIETE A.4.1  Limite d'une suite croissante.- Pour une suite croissante d'événements (Ay)n=1,.. de A nous avons :
i pa) =r (U 4] =r(ima)

PROPRIETE A.4.2  Continuité monotone d'une mesure de probabilité.- Pour une suite décroissante d'événements (Ay)n=1,..

de A nous avons :

tmea =p() ) = (im )

La notion de la continuité monotone, qui est, pour une mesure de probabilité, I’équivalent de la notion de

continuité pour une fonction, permet de définir d’une autre fa, équivalente, la probabilité. En effet nous avons le :

THEOREME A.4.1  Soit I'espace probabilisable (0, A). Considérons une mesure P : A — IR, telle que P(Q)) = 1. Alors les

deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) P est une mesure de probabilité sur (C), A).

(ii) P a la propriéré de I'additivité finie et de la continuité monotone.

A.5. Construction d’espaces probabilisés

Dans un espace proabilisé (0, A, P), 'espace d’événements () peut étre
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— discret, si Q) est un ensemble fini ou infini dénombrable;

— continy, si Q) est un ensemble infini non dénombrable.
Dans le cas d"un espace Q) discret pour construire 1'espace probabilisé, il faut :

(i) Attribuer une valeur de probabilité P({w}) > 0 a tout événement élémentaire w € Q et telle que . P({w}) =1.
weN

(ii) Identifier la tribu d’événements A a I’ensemble des parties P(Q2) de Q).

(iii) Pour tout événement A € A évaluer la valeur de probabilité selon la formule :

P(A) =} P({w})

we

De plus dans le cas d’un espace d’événements infini dénombrable, il faut s’assurer que la famille des événe-
ments sur lesquels nous allons travailler est soit croissante, soit décroissante, afin de pouvoir lui appliquer les résultats

du paragraphe précédent.

Si () est continu, alors on ne peut pas se contenter de donner une valeur de probabilité aux événements
élémentaires car il y a des événements A € A qui sont continus et de ce fait ne peuvent pas étre représentés par
une réunion dénombrable d’événements élémentaires. Il faut donc pouvoir attribuer une valeur de probabilité a des
sous-ensembles de (), qui sont aussi continus. Bien qu’en principe () peut étre n'importe quel ensemble continu, en
pratique nous ne travaillons qu’avec la droite des réels R. Ce qui signifie que nous travaillerons uniquement avec
des expériences aléatoires dont les éventualités sont des intervalles de R. Si ce n’est pas le cas, nous pouvons, par

I'intermédiaire d’une application, obtenir une correspondance entre les éventualités de I’expérience aléatoire et les

intervalles de R . Dans la suite nous prenons donc ) = R. La tribu sur R sera engedrée par I'ensemble de demi-

droites | —co,x], x € R, qui, comme nous pouvons le démontrer, est la plus petite tribu qui contient tous les points et

tous les intervalles de R. Cette tribu est notée BR et est appelée tribu des boréliens sur IR. Si on considére un ensemble
Plein Ecran continu () C R, on peut construire sa tribu des boréliens Br (') qui est la plus petite tribu qui contient tous les points
et tous les intervalles de ().
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Afin de définir une probabilité pour tout événement A = |—oo,x] € Bg nous allons passer par l'intermédiaire

d’une autre fonction f: R — R telle que :

(i) f est discontinue a un nombre fini de points pour chaque intervalle fini de RR.

(i) f estintégrable.

Gii) [ f(x)dx=1.

Alors on peut montrer que 'application P : Br — R définie par

P(B):/]Rf(x)dx; B e Br

est une mesure de probabilité sur I'espace probabilisable ( R, Br).

L'intégrale est considérée au sens de Lebesgue, afin de tenir compte de n’importe quelle type de tribu. Néan-
moins pour les calculs on peut utiliser I'intégrale au sens de Riemann, car, comme nous verrons plus tard, pour Br
l'intégrale de f(-) sur B définie au sens de Lebesgue a la méme valeur avec I'intégrale de f(-) sur B définie au sens de

Riemann, a condition bien stir que les deux intégrales existent.

Notons aussi qu'une fonction qui a ces propriétés s’appelle densité de probabilité.

CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Les notions de conditionnement et de 1'indépendance des événements sont des notions trés importantes en
probabilité. La premiére renvoie a la possibilité de modifier la probabilité d"un événement apreés avoir obtenu des
informations sur le résultat de I’expérience aléatoire. La seconde facilite les calculs concernant la probabilité de la

réalisation simultanée des plusieurs événements.
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A.6. Probabilités conditionnelles

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Etant donné que B s’est réalisé, la probabilité pour que A se réalise est égale a P(A N B). Cette définition
est exacte si on considere 1'espace des événements ()’ = B. Mais comme on cherche P(A) sur (), il faut normaliser

P(AN B) par la probabilité de B donnée par I'espace probabilisé (2, A, P). Nous avons ainsi :

DEFINITION A.6.1  Soit I'espace probabilisé (Q), A, P) et un événement B € A, avec P(B) # 0. On appelle probabilité
conditionnellede A € A relative a B, I'application Pg : A — R, définie par

P(ANB)

A3 A Py(A) = G

On note souvent par P (A / B) la probabilité conditionnelle Pg(A) et on l'appelle aussi probabilité de A si B.

Il faut bien entendu s’assurer que la définition de I'application P constitue bien une probabilité au sens de

la définition ??

La probabilité conditionnelle a les propriétés suivantes :
PROPRIETE A.6.1 SiANB=Qalors P(A/B)=0.
PROPRIETE A.6.2  SiBC Aalors P(A/B)=1.

PROPRIETE A.6.3  Probabilités composées (Forme multiplicative de la formule des probabilités conditionnelles) :
VA Be A:P(ANB)=P(B)P(A/B)=P(A)P(B/A)
Extension de la formule.- Si Ay, Ay, ..., Ay événements de l'algebre A, alors :

P(A N Ay NN A,)=P(A1) P(Ay/ Ay) -+ P(An/ A1 NN Ayq)
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A.7. Théoréme de Bayes

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

Soit un espace probabilisé (), A,P) et (B;)i—1,. un systtme complet d’événements, i.e. (B;)i—1,.. est une

partition de Q) :
BiNBj=@ Vi#j et Y P(B)=1
i=1

On considere que P(B;) >0 Vi=1,2,.... Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE A.7.1  (Probabilités totales).- Pout tout événement A € A nous avons :
P(A)= Y P(Bi)P(A/B)
i=1
et le théoreme :

THEOREME A.7.1  Formule de Bayes :

P(B) P(A/B) _ _P(B)P(A/B)

P(BZ' /A) = =
P(4) ¥ P(Bj) P(A/B))
j=1

Cette formule fournit la probabilité de réalisation de I'événement B; ;i =1,2,... si A est déja réalisé. La

formule de Bayes est aussi appelée formule de probabilités des causes car elle peut étre vue comme une formule qui

fournit la probabilité de la réalisation de 1'événement A est due a la cause B;. Cette formule permet donc le calcul
de la probabilité des causes ou hypotheses B; qui est une probabilité a posteriori, c’est-a-dire apres la réalisation de

I'événement A et trouver ainsi celle qui - le plus probablement - a conduit a la réalisation de A. La difficulté ici est de

Plein Ecran provient du fait qu’en général on néglige de préciser bien I'espace Q). Une telle négligence peut parfois conduire & des
résultats extravagants.

connai tre les probabilités P(B;) que nous pouvons, dans ce contexte, appeler probabilités a priori. Une autre difficulté
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A.8. Evénements indépendants

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

On se place dans le cadre d’un espace probabilisé (Q), A4, P).

DEFINITION A.8.1  Deux événements A,B € A avec P(B) > 0 sont (stochastiquement) indépendants si la réalisation de

l'un n'influe pas sur la réalisation de I'autre, i.e. si

P(A/B)=P(A)

Nous avons comme conséquence la formule symétrique :

P(B/A)=P(B)

De cette définition on obtient aussi la propriété suivante :

PROPRIETE A.8.1 Soient A, B € A deux événements. Alors les deux propositions suivantes :

(i) A et B sont indépendants;

(i) P(ANB)=P(A)-P(B)
sont équivalentes.

Nous pouvons aussi utiliser cette propriété comme définition de I'indépendance entre deux événements. A
fortiori nous dirons que deux événements A, B € A ne sont pas indépendants, c’est-a-dire ils sont liés, si P (A N B) #
P(A)-P(B).

Il convient ici de faire la différence entre la notion d’événements indépendants et celle d’événements incom-

patibles. En effet deux événements A, B € A incompatibles, i.e. tels que ANB =@, sont indépendants si P(A) - P(B) =
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0, c’est-a-dire si I'un au moins des événements A, B a une probabilité nulle ou, encore, si au moins 1'un des A, B est

I’événement impossible. Dans tous les autres cas deux événements incompatibles ne sont pas indépendants.

Une autre propriété utile est la suivante :

PROPRIETE A.8.2  Si deux événements A,B € A sont indépendants, alors les couples (A,B°) , (A°,B) et (A°,B°) sont

constitués d'événements indépendants.

Cette notion de l'indépendance peut étre appliquée & 1 événements Ay, Ay,..., A, avec A; € A,i=1, ... ,n.

Nous disons que ces événements sont mutuellement indépendants si

P{NA | =TIP) ; Lc{L2..n}

i€l i€l
PROPRIETE A.8.3  Soit la famille (A;)i=1,. n d'événements mutuellement indépendants, avec A; € A, i=1, ... ,n. Alorsla

Samille (A} )i, est aussi une famille d'événements mutuellement indépendants, oit par A} on a désigné soit I'événement A;,

soit son contraire.

Nous pouvons, enfin, considérer le cas des tribus d’événements indépendantes.

DEFINITION A.8.2  Soient A et B deux tribus d’événements sur le méme espace Q) d'événements élémentaires. On dit qu’elles

sont indépendantes, si VA € Aet VB € B, A et B sont indépendants.

Plus généralement, soient n tribus Ay, Az, - - - , Ay. On dit qu’elles sont indépendantes si tout ensemble de n événements

Are A, Ay €Ay, -+, Ay € Ay est indépendant, i.e. satisfait a la relation : P (rn] Ai> = ﬁ P(A)).
i=1 i-1

Nous avons le :
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seulement si

P(ByNByN---NB,)=P(By)-P(By)-----P(By)

avec B; € A; = {A;, A;,Q,@} ,i=1,...,n.

A.9. Espace produit. Expériences aléatoires répétées

Considérons n espaces probabilisés discrets (€);,.A;, P;) , i = 1,...,n. Formons l’espace probabilisable produit

(0, A) défini par

n
— O=T114;,
i=1

i

— Atribu des parties de Q.

Si on pose

n
P(wl,...,w,,) =HPi(wi); wi €, i=1,...,n
i=1

alors P est une mesure de probabilité sur ((),.A), car

P(wy,...,wy) >0
et

Y Plwi,...,wn) = Y Pi(wi) - Pulwn)= ) Pi(wi)- Y Pu(wa) =1

(w1 eeton ) €Q (@ eeon ) €Q wy ey wn€n
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Ainsi nous avons formé I'espace probabilisé ((),.4, P) qui est le produit de la famille

(Q4,A;, P;)iz1,..n d’espaces probabilisés discrets.

Une application importante du produit d’une famille d’espaces probabilisés ce sont les expériences indépen-

dantes répétées.

Considérons une expérience aléatoire et soit ((),.4,P') I'espace probabilisé associé. Si on répete, dans des
conditions identiques, 7 fois cette expérience, nous obtiendrons comme résultat un n-tuple (wy, ..., w,) € Q" qui décrit
les résultats successifs des n expériences aléatoires. Dans la mesure ol ces expériences répétées sont indépendantes,

c’est-a-dire le résultat d’'une quelconque expérience n’a pas d’influence sur les résultats des autres, nous avons :
n
P(wy,...,wn) =[P (wi)
i=1

Par conséquent 1'espace probabilisé associé & une expérience aléatoire répétée n fois, de faindépendante et dans des

conditions identiques, est (Q)", P(Q)"),P) avec

n
P(wy,...,wy) =TI P(wi),wi€Q,i=1,...,n.
i=1

VARIABLES ALEATOIRES

Jusqu’a maintenant la probabilité d"un événement a été examinée en rapport avec une algebre d’événements.
Mais dans la plupart des applications nous avons besoin d’effectuer des calculs et 1’algebre des événements ne s’y
préte pas toujours. La notion de la variable aléatoire est liée a ce besoin de pouvoir attribuer une valeur numérique
aux événements d'une expérience aléatoire. Ce paragraphe est consacré a la présentation de la notion de la variable

aléatoire et aux techniques utilisées pour son traitement.
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A.10. La notion de la variable aléatoire discréete

Les événements d’une expérience aléatoire étant de nature quelconque, ne prétent pas forcement a un calcul
numérique. Une solution consiste a associer a chaque événement une valeur numérique, le calcul sur des événements

devenant ainsi un calcul sur des nombres. Nous avons les définitions suivantes :

DEFINITION A.10.1  Soient (), .A) espace probabilisable et E C R ensemble. L'application X : ) — E

est mesurablesiVx € E: X~ !(x) € A.

DEFINITION A.10.2  Soient (Q),.A,P) espace probabilisé et E C R ensemble discret. On appelle variable aléatoire (v.a.)

discrete définie sur (Q), A), toute application mesurable X : Q) — E.

Nous voyons ainsi qu’en partant de I'espace probabilisé (), A, P) et de I'ensemble E, nous avons pu, a l'aide

de la v.a. X, construire un autre espace probabilisé (E, Bx, Px) , engendré par X.

DEFINITION A.10.3  Soient (Q),.A, P) espace probabilisé, E C R ensemble discret et X v.a. sur (Q,A). La probabilité Px
induite par X est appelée loi de probabilité de la v.a. X.

Nous avons la propriété suivante :

PROPRIETE A.10.1 . Si X, Y deux v.a. sur (Q, A, P),alors X + Y et X - Y sont aussi des v.a..

PROPRIETE A.10.2  Soient (Q, A, P) espace probabilisé, E C IR ensemble discret et X : Q) — E variable aléatoire. Si h est une

fonction de X, i.e. sih: E— E' C R, alors h(X) est aussi une variable aléatoire.

Retour
Plein Ecran Dans la suite nous noterons par des lettres majuscules X,Y,... les variables aléatoires et par des lettres mi-
nuscules x,y, ... leurs valeurs.
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A.11. Espérance mathématique et variance d’une v.a.

Considérons une expérience aléatoire £ et son espace probabilisé discret (),.A,P) et soit X une v.a. sur
(Q,A) . Pour fixer les idées, supposons que Q) est fini Q = {1,2,...,n}. Notons par py la probabilité P(wy) ;k=1,...,n
,avec Y}_q px =1 et par x; la valeur de la v.a. X(wy). Supposons maintenant qu’on répete N fois ’expérience €. Si
I’événement w; apparai t 17 fois pendant les N répétitions, 1'événement w, , n fois, ..., 'événement w, , n, fois,
alors la v.a. X prendra n; fois la valeur x1, 1, fois la valeur x,, ..., n, fois la valeur x, et la somme de ses valeurs sera

mXxy + naxy + -+ - + 1,x, . La valeur moyenne de n valeurs est :

n ny Ny
my = ﬁxl+ﬁx2+"'+ﬁxn

Quand N devient assez grand les fréquences d’apparition "ﬁk des événements wy approchent les probabilités py de

réalisation de wy et par conséquent :

Igiglomw=p1x1 + paxa+ -+ Py

DEFINITION A.11.1  La limite de my quand N — oo s’appelle moyenne ou espérance mathématique de la v.a. X et sera

notée par E(X). Nous avons donc :

E(X) = f Pk (A11.1)
k=1

Supposons maintenant que () est un ensemble dénombrable. Dans ce cas la détermination de E(X) pose

deux problemes :

(1) 1l faut que la série my = ) pxxi soit convergente quand N — co.
k=1




LABORATOIRE.

(2) Méme dans le cas ot la série est convergente, on ne peut pas démontrer de fasimple que I\l]im my exprime
—o0

la moyenne des valeurs qu’elle prend la v.a. X. Il faut pour cela utiliser le théoréme de Khintchine que nous

verrons plus loin.

Pour l'instant on admet donc que, si () dénombrable, I’espérance mathématique d’une v.a. X est donnée par

o
E ( X ) = Z PrXk
k=1
a condition que la série converge.
L'espérance mathématique a les propriétés suivantes :

PROPRIETE A.11.1 . Si A, u € IR deux constantes, alors :

E(AX +p) = AE(X) +

(A11.2)

(A11.3)

PROPRIETE A.11.2 (Linéarité de 'opérateur E ). Soient n va. Xi,..., X, telles que E(Xy) existe pour tout k=1,...,n

n
Alors E(Y. Xy) existe aussi et nous avons

E (f)@) — Y E(X)
k=i =1

En plus, en vertu de la propriété précédente, nous avons aussi :

n n
YAL,..., Ay €ER:E (ZAka> =Y AE(Xk)
i k=i

k=i

PROPRIETE A.11.3 . Etant donné la v.a. X, nous pouvons définir une v.a.,dérivée de X,

X. = X — E(X) qui est la v.a. centrée, car

E(X.) = E(X—E(X)) =0

(A11.4)

(A.115)

(A.11.6)
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qui exprime le fait que la valeur moyenne des écarts des valeurs de la v.a. X de sa valeur moyenne est nulle quand le nombre de

répétitions devient assez grand.

Cette derniére propriété nous conduit a la notion de la variance. Si une v.a. X prend comme valeurs x1,x2,- -+, X,
lorsqu’on répeéte une expérience aléatoire et si E(X) est la moyenne de la v.a., alors on dit que la v.a. présente une
grande dispersion quand elle prend souvent des valeurs qui sont eloignées de sa moyenne. Au contraire quand elle

prend souvent des valeurs qui sont proches de la moyenne, on dit qu’elle a une petite dispersion.

DEFINITION A.11.2  Soit X v.a. sur (Q, A). Une mesure de la dispersion de la v.a. X par rapport a son espérance mathématique

est la variance, qui est la moyenne des carrées des écarts entre les différentes valeurs de la v.a. et sa valeur moyenne :
V(X)=(x1 — E(X))?p1+ (x2 — E(X))*p2 + - + (xu — E(X))* pu (A117)
ou, de facondensée :
V(X)=E((X - E(X))* (A.11.8)

La racine carrée \/V (X) de la variance s’appelle I’écart-type.

Selon cette définition la variance d’une constante est nulle : V(a) =0 et aussi V(—X) = V(X) La variance a

les propriétés suivantes :

PROPRIETE A.11.4 . La variance s’écrit aussi :

V(X)=E(X?) - E(X)? (A.11.9)

PROPRIETE A.11.5 (Invariance par rapport a la translation). Si X est une v.a.et A € R une constante, nous avons :

V(AX +u) = A2 V(X)

Par conséquent la variance d'une v.a. X caractérise la loi de X et non ses valeurs.
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PROPRIETE A.11.6 (Variance d’une somme de v.a.). Considérons les v.a. Xi,...,X, deux a deux indépendantes. Nous

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

avons la relation :

v (i&) = fv (X) (A.11.10)
A ,

Comme conséquence nous avons pour Ay,...,A, € IR , constantes:

v (f/\k Xk> = f/\f V (Xx) (A11.11)
k=i

k=i
etsi X,Y v.a. indépendantes, alors :
VIX=Y)=V(X)+V(Y) (A11.12)

PROPRIETE A.11.7 . Pour une constante A € R ; A # E(X), nous pouvons exprimer la dispersion des valeurs de la v.a. X

autour de A par la formule :

E((X=A)?) = V(X) + (E(X) - A)? (A11.13)

Soit la v.a. X définie sur (€),.A4). On peut définir une nouvelle v.a.

5 _ X-EX)

" T (A11.14)

qui est de moyenne nulle et de variance unité. Cette v.a., qui joue un grand réle en Statistique, s’appelle v.a. centrée

réduite (v.a.c.r). Elle fait partie d’une catégorie plus générale de v.a., a savoir les v.a. de méme type.

DEFINITION A.11.3  Deux v.a. X et Y sur (0, A) sont de méme type s'il existe deux constantes A,y € R telles que la v.a.

AY + p admette la méme loi de probabilité que X.

Nous pouvons vérifier que la v.a.c.r. Zx est de méme type que X.
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N.B.- Dans la suite nous utiliserons la notation E(X) pour indiquer I'opérateur espérance mathématique appliqué a la
v.a. X. Nous utiliserons la notation px (ou ) pour indiquer la valeur de cette espérance mathématique calculée sur les valeurs
prises par la v.a. X" De méme V(X) indiquera I'opérateur de variance appliqué a la v.a. X , tandis que la notation o (ou o2)

indiquera la valeur de la variance pour un ensemble de valeurs de la v.a. X.

A.12. Moments

Soit une v.a. X sur (0, A, P) pouvant prendre les valeurs x1,xy, -, X, avec probabilités p1,p2,- -, pn

n
respectivement et ) p; = 1. On consideére, comme précédement, un systeme de masses ponctuelles (nuage des points)
=

P1,P2,- -+, Pn placées aux points x1,xp,---,x,. Nous avons vu que E ((X — A)Z), oll A € R constante, est le moment
d’inertie I, par rapport a un axe A, qui est distant de A du centre de gravité E(X) du nuage des points. Nous pouvons

généraliser et avoir

DEFINITION A.12.1  Soient k € IN nombre naturel et une constante A € R. On appelle moment d’ordre k autour de A Ia

quantité

u(A)=E ((X - /\)k) = i}(xi - M p; (A.12.1)

i=1
si la série converge.
Si A = E(X), alors nous avons le moment centré d’ordre k :
we=E((X—E(X))") (A12.2)
Si A = 0 alors nous avons le moment d’ordre k non centré (initial) :

e = E(X) (A123)
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A.13.

On peut aussi avoir les moments absolus :

Mi(A) =E (| X—A |k) (A12.4)
My =E (| X — E(X) |’°) (A12.5)
M, =E (| X |’<) (A126)

On voit que I'espérance mathématique et la variance sont des moments, car E(X) = ]1,1 et V(X) =p. En

dehors de ces moments, on définit aussi, afin de faciliter les calculs, le moment factoriel.

DEFINITION A.12.2 . On appelle moment factoriel d’ordre k la quantité

pg =E(X-(X=1) ... (X—k+1)) (A12.7)
Nous avons les relations :
Hy =
Mol = Ho— 11
= 13Uy 2 (A128)

La notion de la variable aléatoire continue

Les variables aléatoires continues sont utilisées en tant que telles dans les cas des probabilités géométriques.
Dans la pratique nous n’avons pas des variables continues car les mesures sont toujours discrétes, a cause de leur
précision finie. Néanmoins les v.a. continues sont utiles pour les calculs car elles peuvent étre considérées comme des

limites des v.a. discretes.
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Nous allons travailler uniquement avec des v.a. continues réelles. Donc X sera une application dans R (ou
R"). Nous avons déja vu que dans ce cas la tribu utilisée c’est la tribu Br des boréliens, c’est-a-dire la plus petite tribu
qui contient tous les points et aussi tous les intervalles de IR. Ce dernier point est important car s’agissant d'une v.a.
X continue on ne s’intéresse pas a calculer la probabilité pour que X prenne une valeur donnée x € R , mais plutot a

connai tre la probabilité que X se trouve dans un intervalle [a,b] € R donné.

DEFINITION A.13.1  On appelle variable aléatoire réelle, continue sur l'espace probabilisé (Q), A, P) toute application
mesurable X : (), A) — (R, Br).

Du fait que X est mesurable nous avons pour tout intervalle BC R (= B € Br ) :
X~1(B) € A. Par conséquent (IR, Br) est dotée de la probabilité Py induite par la v.a. X. Nous avons ainsi

DEFINITION A.13.2  On appelle loi de probabilité de la v.a. continue X Uapplication Px : Br — [0,1] , définie par

VB € B : Px(B) = P(X"(B)) (A.13.1)

Notons que P(X~!(B)) existe car ona X~ !(B) € A.

REMARQUE.- Nous avonsX ! (B) = {w € Q/ X(w) € (—00,b]} si B = (—c0,b]. Donc en toute rigueur, on doit
noter P ({w € Q/X(w) € (—o0,b]}) ce qui est lourd. Pour alléger la notation, on écrit X~ (B) = {X < b} et, par con-
séquent: P(X~1(B)) = P({X < b}).

A.14. Fonction de répartition

Plein Ecran Comme on vient de I'indiquer dans le cas o1 la v.a. X est continue, ce qui nous intéresse est la probabilité
que la valeur de X est dans un intervalle | —oo,b[ € Bg.
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DEFINITION A.14.1  On appelle fonction de répartition de la v.a. X la fonction Fx : R — R définie par R 3 b — F,(b) =
Px (J—eo,b[) = P({X < b})

Nous pouvons démontrer le

THEOREME A.14.1  Soient (Q), A, P) un espace probabilisé et X v.a. sur (Q,A). La fonction Px : Br — [0,1] définie par
Px(B) = P(X~1(B)) est une mesure de probabilité sur (R, Br).

Nous avons les propriétés suivantes pour la fonction de répartition :
PROPRIETE A.14.1 Fx(—o00) =0; Fx(400) =1.

PROPRIETE A.14.2  Probabilité d'un intervalle :

P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a)
P(X>b)=1-Fx(b)
PROPRIETE A.14.3  Fx est une fonction non décroissante, i.e.
Va,b €R t.g.a<b:Fx(a) <Fx(b)
En vertu des propriétés 5.2.1 et 5.2.3 nous avons que Fx(x) € [0,1] Vx € R.

PROPRIETE A.14.4  Fx est continue a gauche, i.e. si (xy),_, _une suite de points x,, € R avec lirf Xp=xetx, <xVn=
n—-oo

1,...alors ll'.t}‘rl Fx(xy) = Fx(x).

PROPRIETE A.14.5  Pour tout a € R tel que Fx est continue, nous avons P(X = a) = 0 Si, par contre, Fx est discontinue
pour a € R alors P(X = a) > 0. De plus le nombre de points a € R pour lesquels Fx est discontinue est au plus infini

dénombrable.
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__ ¥ PROPRIETE A.14.6  Calcul des probabilités induites a I'aide de la fonction de répartition :

Px(a < X <b)=Fx(b) — Fx(a)

Px(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) + Px(X =)

Px(a < X <b) =Fx(b) — Fx(a) — Px(X =a)

Px(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a) — Px(X =a) + Px(X =b) - Px(a < X < +00) =1 — Fx(a)
Px(a <X < +00) =1—Fx(a) — Px(X=a)

Px(—o0 < X < b) =Fx(b)

Px(—OO <X< h) = Fx(b) + Px(X = b)
Cette propriété montre que la fonction de répartition Fx caractérise compléetement la loi Px delava. X.

PROPRIETE A.14.7  Si (xy),_,  une suite de points x, € R avec lirP Xy = x et
e n—-+oo

x, >xVn=1,...alors lirp Fx(x,) = Fx(x) + Px(X =x).
oo

Parfois il est utile de pouvoir tester si une application Fx : R — R est une fonction de répartition. Le théoreme

suivant précise les conditions.

THEOREME A.14.2  Soit la fonction Fx : R — R telle que:

(1) F n’est pas décroissante,

(2) F est continue a gauche,
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(3) XETWF(x) =0et xl_im){)l—“(x) =1

Alors F peut étre considérée comme une fonction de répartition d'une v.a. X dont la loi de probabilité Px sur (R, Br)

est définie par la relation Px (]—co,x[) = F(x).

0 si x<0
EXERCICE A.1  Soit la fonction F(x) = { x si 0<x<1 .0On remarque que F est non décroissante, continue a
1six>1

gauche avec lim F(x) =0et lir{l F(x) = 1. Donc on peut la considérer comme une fonction de répartition de la v.a.
X——00 X—+00

X dont sa loi est donnée par

0si x<0
Px (]—oo,x[) =F(x)=¢ x si 0<x<1
1six>1

- - ’,
A.15. Fonctions de densité
Ayant défini la v.a. continue, il est normal d’essayer de calculer ses grandeurs statistiques importantes, a
savoir I’espérance mathématique et la variance.

Considérons, donc, un espace probabilisé (Q), A4, P) et soit X une v.a. continue de (), A) dans (IR, Br).L'espérance

mathématique de X s’exprime, en s’inspirant de la formule correspondante du cas discret, par I'intégrale

E(X) = /0 X(w) dPx(By) = /0 X(w) dP(w) (A151)

ott on a noté B, = {B € Br | X~'(B) =w}. Cette intégrale pose un probleme car c’est une intégrale au sens de
Plein Ecran Lebesgue. Or en régle générale on ne peut faire des calculs qu’avec des intégrales au sens de Riemann. Pour con-
tourner cette difficulté nous allons renoncer a utiliser la mesure de probabilité P(w) et nous allons utiliser, a sa place,
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la fonction de répartition qui, comme nous l’avons vu, caractérise complétement la loi Px. Rappelons que Fx est une
fonction de R dans R. Nous pouvons donc définir I'intégrale au sens de Stiltjes : [, x dfn(x) . Ce n’est pas encore
une intégrale au sens de Riemann mais on verra qu’avec une contorsion supplémentaire on peut y arriver. Pour le

moment essayons plutét de voir oi1 nous en sommes. Le théoréme suivant le précise.

THEOREME A.15.1 Soit Fy fonction de répartition d'une v.a. X sur (Q), A). Alors si I'espérance mathématique de X existe, elle

est égale numériquement a l'intégrale de Stieltjes

E(X) = /R xdfnx(x) (A152)

Donc, bien que nous avons changé de mode de calcul (et, accessoirement, de maniére de voir le monde),
I'espérance mathématique est toujours la ! Il reste maintenant a passer a une intégrale de Riemann. Nous pouvons le
faire, pratiquement sans bouger, si on s’assure que la fonction de répartition Fx admet une dérivée continue. Dans ce

cas l'intégrale de Stiltjes peut se transformer a une intégrale de Riemman et on aura pour 1’espérance mathématique :
E(O) = [ ¥ F(x) dx (A15.3)
R
ot F;( est la dérivée de Fy.

Dans la suite on notera par fx la dérivée F)'( de F et on I'appellera fonction de densité. Plus précisement :

DEFINITION A.15.1  Une fonction fx : R — R est appelée fonction de densité si elle satisfait aux conditions suivantes :

(1) fx(x)>0VxeR,

(2)  fx admet au plus un nombre fini de discontinuités dans chaque intervalle fini de R ,

3) Jg fx(x)dx=1
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La relation entre fonction de répartition et fonction de densité est évidemment :
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Fx(x) = [ ; fx(8) dg (A.15.4)

1—e ™ si x>0.

EXERCICE A.2  Soit la fonction de répartition Fx(x) = { 0 s x<0

La fonction de densité est fx(x) =

ke ™™ si x>0
0 si x<0°

A.16. Espérance mathématique - Variance

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions concernant 1’espérance mathématique et la

variance d’une v.a. continue X : (Q, A) — (R, Bg).
DEFINITION A.16.1  L’espérance mathématique de la v.a. continue X sur (Q), A) est donnée par
ECO = [ x () dx (A16.1)
R

ol fx fonction de densité de la v.a. X.

L'intégration étant un opérateur linéaire, les propriétés de I’espérance mathématique qu’on avait déja exam-
iné au chapitre précédent, sont valables ici aussi. En particulier si #(X) est une fonction de la v.a. X, alors h(X) est

aussi une v.a. avec espérance mathématique
E[CO) = [ h(x) f(x) dx (A162)
R
DEFINITION A.16.2 La variance de la v.a. continue X est donnée par

VX) = [ (= E(OP () dx (A163)
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De méme si h(X) fonction de X, alors sa variance est
X)) = [ 1) = EBCOI ) dx (Al6.4)
La variance par rapport a une constante A € R est donnée par la formule
/R [x— AP fx(x) dx = V(X) + (E(X) — 1) (A.165)

qui est I’équivalent de la formule (4.13) pour le cas discret.

Moments - Médiane - Quantiles

Nous pouvons, pour les moments, que nous avons déja examiné au chapitre précédent, établir facilement

leur équivalent en v.a. continues. Nous avons donc pour les moments d’ordre k.

— moment d’ordre k autour de A € R :

e(A) = /R [x—AF dfnx(x) / [c— A fx(x (A17.1)
— moment centré d’ordre k :
ukz/]R [x—E(X) dfnx / x—EX)* fx(x)dx (A.17.2)
— moment d’ordre k non centré (initial) :

HL:/}R i dfnx(x)=/]R Kk fx(x) dx (A.17.3)

Pour des études statistiques on utilise aussi les trois notions suivantes :
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DEFINITION A.17.1  On appelle médiane d’une v.a. X tout nombre m € R tel que

Px(X<m)>05 et Px(X>m)>05.

La médiane est donc un nombre m € R qui a autant de chances d’étre dépassé par une valeur de la v.a. X,

que de ne pas étre dépassé.

Nous avons, concernant la médiane, les propriétés suivantes :

PROPRIETE A.17.1 Fx(m) =05

PROPRIETE A.17.2 [ fx(x)dx=1—["  fx(x)dx=05

PROPRIETE A.17.3  ¢(X) >| E(X) —m |

Etant donnée une v.a. X et sa loi de probabilité Py , la valeur médiane existe toujours et parfois il y en a
plusieurs. En effet considérons le jeu « pile ou face » et associons a ce jeu la v.a. X de sorte que X prend la valeur Osi le
résultat est « pile » et la valeur 1 si le résultat est « face ». Alors pour tout nombre m € [0,1] nous avons Px (X <m) > 0.5

et Px(X > m) > 0.5. Donc tout nombre dans l'intervalle [0,1] convient pour médiane de la v.a. X.

DEFINITION A.17.2  Soit une v.a. X avec fonction de répartition Fx. On appelle p-iéme quantile de X , avec p € |0,1[, un
nombre noté x, et tel que Px (X < x,) > pet Px(X > x,) >1—p.

Cette définition conduit a la définition équivalente :

DEFINITION A.17.3  On appelle quantiles d’ordre k , les k — 1 nombres 41,4, ..., qx—1 tels que :

Px(X<ql) > é et Px(Xqu) > % ;=12 k-1 (A174)
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La relation des quantiles avec la fonction de répartition est donnée par la propriété suivante :
PROPRIETE A.17.4 . Sila fonction de répartition Fx est continue et strictement croissante, alors

Fx(q,):é s 1=1,2,... k-1 (A17.5)

D’habitude, parmi les quantiles, on utilise

\Y
=
=2
[\
"
L
I
=
®
w

— les quartiles, qu’on obtient des quantiles pour k = 4, i.e. Px(X < q;) > § et Px(X
— les centiles, qu’on obtient des quantiles pour k = 100, i.e.Px (X < q;) > ﬁ et

Px(X>q) >R 5 1=1,2,...,9.

DEFINITION A.17.4  On appelle mode d’une v.a. X avec fonction de densité fx la valeur xp; € R pour laquelle fx est maxi-

male, ¢’est-a-dire :

am=-() max fx(x) (A17.6)

Pour une v.a. discréte X qui prend les valeurs x1,xy,... avec probabilités p1, pa, ... respectivement, le mode

est défini de faanalogue :

xm=—( )"kr:xflz)fupx(x =x;) =—( >”k1:x},a2)f__ Pr (A17.7)

REMARQUES.- (i) Le mode n’est pas forcement unique. Dans ce cas la fonction de densité de X est dite

multimodale.

(ii) Si la fonction de répartition admet un seul axe de symétrie et cet axe passe par son maximum, alors ce

maximum représente a la fois 1'espérance mathématique, la médiane et le mode.
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A.18. Fonctions des variables aléatoires
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Considérons une v.a. continue X : (Q,.A) — (R, Br).La propriété suivante établit les conditions pour qu'une

fonction de X soit aussi une v.a.

PROPRIETE A.18.1 Soient Fx la fonction de répartition et fx la fonction de densité de la v.a. continue X. Considérons
lapplication mesurable h : IR — R. Notons Y la fonction h(X). Alors Y est une v.a. si h est inversible et continfiment différen-

tiable. Dans ce cas la fonction de répartition de'Y est

Fr(y)=Px (X <h™'(y)) = Fx ("' ()
Pour la fonction de densité nous avons bien siir fy (y) = L Fy (y), mais aussi

dy

fr@)=fx (@)1 ®)|

A.19. Extension au cas des v.a. discretes
Nous allons, avant de terminer ce paragraphe, définir les notions des fonctions de répartition et de densité
pour des v.a. discretes.

Considérons une v.a. discrete X sur (Q),.4, P) qui prend les valeurs x1,x5,... avec probabilités py,ps,.... On

note par E 1’ensemble des valeurs x; .

DEFINITION A.19.1 La fonction de répartition Fx de la v.a. discrete X est une application de E définie pour tout x € E par
Fx(x) =Px(X <x),avec Px(X<x)=P (X' ({xx €E|xx <x})) =P({wp € Q| X(wy) = xx < x})

La fonction de répartition pour une v.a. discréte est une fonction en escalier et elle présente des discontinuités

aux points xq,x2,... .
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DEFINITION A.19.2 La fonction de densité de la v.a. discrete X est une application de E définie par fx(xx) = Px(X = xx)
pour tout xy € E

Pour la fonction de densité nous avons

Y fx(m)=1

X €E

La relation entre fonction de répartition et fonction de densité est donnée par la

PROPRIETE A.19.1 Si Fx et fx sont fonctions de répartition et de densité respectivement, de la v.a. X, alors

F(x)=Px(X<x)= Y fx(x)
X €E
Xk<X

Si h est une fonction mesurable de la v.a. X alors Y = h(X) est aussi une v.a. avec fonction de densité

)= Y fx(x)
xkeE
hxg)=y

Dans le cas particulier ot 1 est bijective, nous avons : fy (y) = fx (h71(y)).

VECTEURS ALEATOIRES

Page 228 de 100 L'étude d'une expérience aléatoire a I'aide d’une variable aléatoire n’est pas toujours suffisante. Lorsque e.g.

Ref nous voulons examiner le taux de change franc/marc il est manifeste qu'une seule variable ne suffit pas pour expliquer
erour

son évolution. Nous devons prendre en considération le différentiel de I'inflation de deux pays, le différentiel des taux

Plein Ecran

d’intéret, les résultats du commerce extérieur, etc. Nous pouvons donc envisager pour étudier une expérience aléatoire,

Fermer I'utilisation simultanée des plusieurs variables aléatoires.

Quitter
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A.20. Variables aléatoires a plusieurs dimensions

Soit une expérience aléatoire dont le résultat est composé d'un systeme de q valeurs x1,x,...,X; et olt x;
est une valeur de la v.a. Xi, x» est une valeur de la via. X, ..., x; est une valeur de la via. X,. Afin de faciliter
les calculs, nous pouvons considérer les valeurs x1,x,...,X;, qui apparaissent a chaque répétition de I'expérience
aléatoire, comme les coordonnées d’un vecteur a g4 dimensions que ’on notera x. Sous ces conditions la famille des
va. X1, X, ..., Xy - qui, rappelons-le, sont des fonctions - peut étre vue comme un vecteur-colonne de g lignes, appelé

vecteur aléatoire et noté X. Plus précisement :

DEFINITION A.20.1  Soient ( O, A, P) espace probabilisé et ( R7, B ) espace probabilisable. On appelle vecteur aléatoire

réel a g dimensions toute application mesurable X de (Q), A) dans (R, B,).

Du fait que 'application X est mesurable, nous avons
VxeRT: {weQ|X(w)<x}e A

Nous pouvons, comme dans le cas de la v.a. , définir la loi de probabilité Px du vecteur aléatoire X a valeurs dans R7,

comme étant la mesure image de P par 'application X.

DEFINITION A.20.2  On appelle loi de probabilité conjointe Px la probabilité induite par le vecteur aléatoire X :

VB € By:Px(B)=P[X !(B)]

Nous avons aussi la définition suivante :

_ DEFINITION A.20.3  On appelle probabilité marginale Px,. en X; du vecteur aléatoire X = [Xl,XZ,...,Xq]T la loi de
Retour
probabilité de la v.a. X; :
Plein Ecran
VB € B,:Px; (B) =Px (X1€R,---,X; €B,--- , X, €ER) ;i=1,.

g
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Si les v.a. X1, Xa, ..., X, sont continues et la probabilité que le point x € R se trouve dans I'hyper-réctangle

{lx1, x1 +dx1[, ..., [x4, %y +dxy [} est de la forme fx(x1,...,%4)dx1 - dx, , alors fx est la densité de probabilité du

s T L.
vecteur aléatoire X = [Xl,Xz, .. ,Xq] . Nous avons évidemment

/.~‘/Rq fx(xr,.o,xg)dxg - dxg =1

L’extension au cas discret est immédiate. Si les v.a. Xi,Xa, ..., X; sont discrétes, alors la probabilité que X = x € IR est
donnée par Px(X = x) =fx(x) =fx(x1,...,%;) , avec ¥ fx(x) =1. La somme ici est considérée par rapport a tous les

points x € R7 pour lesquels X! (x) € A.
Pour la fonction de répartition d'un vecteur aléatoire, nous avons la relation

() =PXx) = [+ [ @) dex - den, s xE R

Dans le cas de la probabilité marginale, nous pouvons définir la fonction de répartition marginale en X; par

la relation

Fx; (xi) = Px;(X; < x;) = Fx(+09,- -+ ,400,x;,+00,- -+, +00)

La fonction de densité marginale en X; est donnée par la relation :

fi )= [ [ e dvidr - dy

L'espérance mathématique du vecteur aléatoire X est le vecteur

E(X) =[E(X1), -+ E(Xy)]

Pour une v.a. X la variance est. V(X) = E(X — E(X))> . Si on passe & un vecteur aléatoire nous obtenons, &
2 cause du fait que la variance est le carré de I’espérance mathématique du scalaire [X — E(X)], la matrice E [(X —E(X))- (X—E(X))
Plein Ecran
, de dimension (g X g), qui peut étre vu comme le carré de l'espérance mathématique du vecteur [X — E(X)].
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DEFINITION A.20.4 On appelle matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire X , la matrice
C(X) =E[ (X~ E(X)) - (X~ E(X)) |
de terme général
Cij=C(Xy, X)) = E[(X; = E(X:)) - (X; = E(X)))] 5 i,j=1,...,9

La quantité C;j s’appelle la covariance des v.a. X; et X;.
Remarquons que

— la matrice C(X) est symétrique

— GCi =C(X;,X;) = E[(Xi — E(Xi)) - (Xi — E(X))] = E(X; — E(X,-))2 =V(X;j); i =1,...,q cest-a-dire que les
termes diagonaux de la matrice de variance-covariance sont les variances V(X;) des coordonnées X; du

vecteur aléatoire X.

1l est possible aussi, comme dans le cas des v.a., de définir une transformation du vecteur aléatoire X. Nous
allons nous limiter aux transformations linéaires, c’est-a-dire aux transformations qui peuvent s’exprimer a l'aide
d’une matrice. Nous avons ainsi que si X est un vecteur aléatoire composé de g v.a. Xi,Xa,..., X, ,alors Y =A - X est

aussi un vecteur aléatoire, avec A matrice carrée (g x q) de terme général (a;;) .L'espérance mathématique de Y est :
E(Y)=A-E(X)
La matrice de variance-covariance C(Y) a comme terme général :

C(Y,Y) = E[(Yi —E(Y)) - (Y; - E(Y))]
Yot E[(Xi — E(X:)) - (Xj — E(X;))]

= Y anapC(Xi, X;)




LABORATOIRE.

ou, sous forme matricielle :
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C(Y)=A-C(X)-AT

A.21. Couples de variables aléatoires

Soient deux v.a. X et Y définies sur deux espaces probabilisés (pas nécessairement différents) (0),.A) et

(€Y, B). Supposons que X prend les valeurs x1,,, - - avec probabilités py, p, - - - respectivement et} p; =1 et Y prend
i
les valeurs 1,2, - - - avec probabilités q1,42, - - - respectivement et }_gq; = 1. En utilisant ces deux v.a. on peut former un
i

couple aléatoire Z = (X,Y) qui est aussi une v.a. qui prend les valeurs (x;,y;) ; i,j = 1,2,.... (On peut aussi, a propos
de Z, parler de vecteur aléatoire, mais cette terminologie et son extension a plus de deux dimensions sera étudier a un

chapitre ultérieur.) La probabilité associée a la valeur (x;,y;) sera notée p;; et sa valeur est :

pi=P[(X=x)N(Y=y)] (A211)

Cette probabilité s’appelle loi conjointe du couple de v.a. (X,Y) .Nous pouvons voir que p;; constitue bien une mesure

de probabilité, au sens du chapitre 2, car p;; > 0;,j =1,2,... et LY pij = 1.
ij

Remarquons que si X et Y sont indépendantes, alors p;; = p; . p;.

A.21.1. Lois marginales

DEFINITION A.21.1 . Etant donné un couple de v.a. (X,Y) , nous appelons probabilité marginale relative a une v.a. du

couple la loi de probabilité de cette v.a., i.e.




LABORATOIRE.

—  probabilité marginale par rapport a X : p; = Y pij
i

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

—  probabilité marginale par rapport a Y : p.; = Y pi;
i

En statistique et en analyse de données on construit & partir d'un couple aléatoire le tableau suivant, qu’on

appelle ttableau de contingence :

Y | Yj
X n qi
X1 P1 P11 e Paj s p1.
Xi pi pin e Pij . pi.
pi o opp | Likip=1

Le plus souvent a la place des probabilités p;; que le couple (X,Y) prenne les valeurs (x;,y;) , qui sont
inconnues, on utilise les fréquences d’apparition des valeurs (x;,y;) dans une série de N répétitions de 1'expérience

aléatoire.

A.21.2. Lois conditionnelles

Etant donné un couple de v.a. (X,Y) et la loi conjointe p;; , on appelle loi conditionnelle de X sachant que

Y = yjlasuite (p;;) i1, des probabilités que la v.a. X prenne la valeur x; sachant que la v.a. Y a pris la valeur y;.




LABORATOIRE.

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

A.21.3.

Par application du théoreme des probabilités composées nous avons :

pij=P1i =12, (A21.2)
P

Moments - Covariance

Pour le couple de v.a. (X,Y) nous pouvons définir les moments d’ordre (k,I) autour de l'origine, selon la

formule:
e = E(X*Y!) (A213)

. ’ 4 . .
Sil'un de nombres k, ! est nul, le moment y, ; se réduit au moment d"une seules v.a., i.e. nous obtenons le moment de

la loi marginale.

Pour les moments centrés nous avons :
o =E[(X = E(X)* (v = E()] (A214)
Le moment centré
11 =cov(X,Y) =E[(X - E(X)) (Y —E(Y))] (A.215)
s’appelle covariance. Nous avons la relation :
cov(X,Y)=E(XY) —E(X)-E(Y) (A.21.6)

1l s’ensuit que si les v.a. sont indépendantes (= E(X Y) = E(X) - E(Y) ), alors cov(X,Y) =0, mais la réciproque n’est

Ppas, en général, vraie.



LABORATOIRE.

A.21.4. Coefficient de corrélation

TN PROCESSUS INTELLIGENTS

DEFINITION A.21.2 . Soit un couple de v.a. (X,Y)La quantité 0)2(1

_ E[(X-E(X)) (Y - E(Y))]
poxy 7(X) oY)

(A217)

s’appelle coefficient de corrélation.

S'iln’y a pas d’ambigiiité, on note simplement par p le coefficient de corrélation. Nous avons aussi la relation

~ cov(X,Y)
o= 7X) o) (A.21.8)
Si X, Y sont indépendantes, alors p = 0 et on appelle les v.a. X, Y non corrélées. Le contraire, en général, n’est pas

vrai, i.e. p = 0 n'implique pas que X, Y soient indépendantes.







ANNEXE B

TABLES

Nous donnons ci-apres les tables suivantes :

(1) Loi binomiale.
(2) Loi de Poisson.

(3) Loi Normale.



(4) Loi de Student.
(5) Loidu x2.

(6) Loi de Fisher.
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k=c

Valeurs de Prob [X <c]= © ¢k p¥(1 - pyr-*

'

k=0
Taille
Valeurs de p G
1°éc) -
€] o001 | 002|003 004|005 006|007 008|009 010|020 0.30 | 0.40 | 0,50 | € [[fnen
H n
00,9510/ 0,9039 | 0,8587| 0,8153 0,738 0,739 |0,6957 |0,6591 | 0,6240 0,5905 0,327 |0, 1681 (0,778 |0,0313] o
1[0.9980| 0996209915 0,9852 09774 10,9681 09575 [0,9466 |0.9325 |0,9185 [0,7373 | 0,5282 |0,3370 |0, 1875 1
2 1 0.9997)0,9994 0,998 | 0,9980 | 0,9969 |0, 9955 0,937 [0,9914 [0,9421 | 0.8369 [0,582 |0.5000| 2 s
3 1 1 1 1 0.9999 (0,998 | 9,997 (0,9995 {0,9933[0,9692 |0,9130 | 0,8125 | 3
4 1 1 1 1 10,9997 0,976 [0.080m In 9657 | 4|
p 1 ! | 1 5
0]0.904410,8171)0,7374] 0,648 | 0,5987 0,538 | 0,4840 |0,4344 | 0,3894 | 0,487 0, 1074 [0,0282 [0,0080 | 0,0010] o
1(0.9957) 0.9838 10,955 0,9418 | 0,9139 0,824 (0,8483 [0,8121 0,774 [0,736 1 [0,3758 |0,1493 |0, 0464 [0,0107 | 1
2|0.9999 0,991 10,9972 099 |0,9885 | 09812 |0,9717 0,959 (0,5460 10,9298 |0,6778 [0.3828 [0, 1673 0,0547 2
3 1 0.999910,9996 | 0,9990 0,990 0,9964 [0,9942 [0,9912 [ 0,972 [0,8791 | 0,6496 |0.3823 [0,1719 | 3
4 1 1 0.9999 10,9998 10,9997 10,9994 0,990 0,9984 (0,972 0,8497 [0,6331 |0,3770 | 4
5 T 1 ! 1 0,9999 0,999 (0,993 0,9527 |0,8338 [0,6230( 5[ 10
. 1 1 0,99910,9894 [0,9452 |0,828 1| 6
7 0,999 10,9984 |0,9877 (0,953 | 7
s 1 0,999 (0,993 [0,9893 | 8
9 1 0,9999 [0,9990( 9
10 1 1 10
01086011 0,7386 10,6333 0,5421 (0,463 (0,3953 |0,3367 | 0,2863 0,2430 0,2059 | 0, 52 | 0,0047 | 0,005 0,0000( 0
11099041 0,947 10,9270 0,809 [0,8290 10,7738 10,7168 [0.6597 |0,6035 |0,5490 0, 1671 | 0,0353 | 0,0052 10,0005 | 1
2{0.999% 09970 10,9906 09797 0,938 10,9429 [0,9171 [0.8870 [ 0,8531 [0.8159 [0,3980 0, 1268 0. 027 1 0,007 | 2
3 0:5998 10,9921 0,9976 10,9945 |0,9896 | 0,9825 [0,9727 [ 0,9601 10,9445 | 0,6482 [ 0,2965 | 0,005 00176 3
4 ) 0.99991 0,999 | 0,9994 0,995 |0,9972 10,9950 |0,9918 {0,9873 | 0,8358 0,515 [0,2173 |0, 0592 | 4
5 1 1 1 0.9999 10,9997 10,9993 0,9987 (0,9978| 0,939 [0,7216 | 0,4032 [0,1509 | 5
6 1 1 0,999910,9999 10,9997 [ 0,9819 |0,8689 0,609 10,3036 | 6 | 15
5 1 1 1 0,9958 10,9500 | 0, 7869 [0,5000 | 7
8 0,9992 10,9848 |0,9050 06964 | 8
9 0,9999 10,9963 10,9662 {0,8491 | 9
10 1 0,9993 0,997 [0,9408 | 10
n 09999 10,9981 [0,9824 |11
12 ! 0,997 (0,993 [12
13 1 0,9995 (13
14 1 14
Taille
0,01 | 0,02 0,03 | 0,04 | 0,05 0,06 | 0,07 008 | 0,09 | 0,10 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 ldcd.
c c '. han-
Valeurs de p tillon :
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PROBABILITES CUMULEES -- TAILLE DE L'ECHANTILLON : 20

k=c
20—
Valeurs de Prob [X <c¢] = Z ck p¥( - p)?O-k
k=0
P P
001 | 002 | 003 | 004|005 | 006 007 | 008 009 | 0,10| 020 | 0,30 | 0.40 | 050
c
0 | 08179]0,6676 |0,5438 |0,4420 [0,3585 0,2901 {0,2342 |0,1887 | 0,1516( 0, 1216| 0,0115 {0, 0008 0
1| 0,9831/0,9401 |0,8802 |0,8103 |0,7358 [0,6605 |0,5869 | 0,5169| 0,4516(0,3917 | 0,0692]0,0076 |0,0005| - 1
2 | 0,99900,9929 [0,9790/0,9561 |0,9245 |0,8850 | 0,8390 | 0,7879 | 0,7334] 0,6769 | 0,20610,0355 | 0,003 |0,0002 | 2
3 | 0,99940,9973 10,9926 10,9841 (0,9710 0,9529 | 0,9294| 0,9007| 0,8670| 0,4 114]0,1071 | 0,0%0[0,0013 | 3
4 1 0,9997|0.9990 | 0,9974 10,9944 0,9893 [0,9817| 0,9710 0,9568 | 0,6296|0,2375 | 0,0510|0,0059 | 4
5 1 0,9999 10,9997 10,9991 [0,998110,9962 | 0,9932| 0,987 | 0,8042]0,4164 [ 0,125 [0,0207 | 5
6 1 +10,9999 0,9997 [0,9994 | 0,9987(0,9976 [ 0,9133 ] 0,680 | 0,2500 [0,0577 |
7 1 1 0,9999| 0,9998(0,9996 | 0,9679 |0,7723 |0,4159 [0,1316 | 7
8 1 1 0,999 | 0,9900]0,8867 [0,5956 [0,2517 | 8
9 1 0,9974]0,9520|0,7553 [0,4119 | 9
10 0,99940,9829 | 0,8725 [0,5881 |10
n 0,9999{0,9949 0,9435 [0,7483 |11
12 ! 0,9987 |0,9790 |0,8684 | 12
13 0,997 |0,9935 |0,9423 |13
14 1 0,99840,9793 | 14
15 0,9997 [0,9941 | 15
3 1 0,997 {16
7 0,9998 | 17
18 1 18
19 19
20 2
¢ | 001 | 002 | 003004 | 005 | 006|007 008|009 | 010|020 | 030 | 040 050
P




Retour

Plein Ecran

Fermer

Quitter

PROBABILITES CUMULEES — TAILLE DE L’ECHANTILLON : 30

k=c
Valeurs de Prob [X <c]= Y ckp*(1 - p)3o-k
=o
> 0
. 0,01 | 002 | 0,03 | 0,04]| 0,05 | 0,06 | 007 | 0,08 | 0,09 | 0,10 | 020 | 0,30 | 0,40 | 050
0 |0,7397 | 0,54550,4010 |0,2939(0,2146 {0,1563 |0, 1134 |0,0820 0,051 [0,0424 |0,0012 {0,0000| - - 0
1 10,9639 |0,8794 (0,7731 |0,6612|0,5535 | 0,4555]0,3694 |0,2958 | 0,2343 [0,1837 [0,0105{0,0003] - - 1
2 ]0,9967 |0,9783 (0,9399 {0,8831|0,8122 {0,734 | 0,6488 |0,5654 | 0,4855 (0,4114 |0,0442 |0,0021| 0,0000( - 2
3 ]0,9998 |0,9971]0,9881 |0,9694|0,9392 | 0,8974 0,8450 |0,7842 | 0,7175 |0,6474 |0,1227 |0,0093| 0,0003| - 3
4 10,9999 0,999 |0,9982 |0,9937| 0,9844 | 0,9685| 0,9447 [0,9126 | 0,8723 0,8245 10,2552 10,0302 0,0015( 0,0000( 4
5 N 1 0,9997 10,9989]0,9967 |0,9921| 0,9838 | 0,9707 0,95]9‘&_9%@ 0,4275 10,0766| 0,0057( 0,00 | 5
6 1 0,9999] 0,9994 10,9983|0,99600,9918 | 0,9848 |0;9742 70,6070 | 0,1595} 0,0172] 0,0007| 6
7 1 0,9999(0,9997 | 0,9992]0,9980 0,9959 (0,9922 |0,76 08 |0,2814| 0,0435(0,0026 | 7
8 1 0,9999{ 0,999910,999 | 0,9990/0,9980 {0,8713 |0,4315(0,0940{ 0,0081| 8
9 1 1 0,9999(0,9998 [0,9995 |0,9380 |0,5888( 0,1763| 0,214 | 9
10 1 1 0,9999 10,9744 10,7304 0,2915| 0,0494 | 10
n 1 0,9905 |0,8407 { 0,4311{ 0,1002 | 11
12 0,9%9 [0,9155/0,5785| 0,1808 | 12
0,9991]0,9599| 0,7145| 0,2923 | 13
u 0,9998 10,9831|0,8246| 0,4278 | 14
15 1 0,9936 | 0,029 (0,5722 | 15
16 0,997910,9519(0,7077 | 16
in 0,999410,97981 0,8192 | 17
8 0,99980,9917{0,8998 | 18
» 1 0,997110,9506 | 19
20 0,999110,9786 | 20
21 0,99%80,9919 | 21
22 1 09974 | 2
z 0,9993| 23
24 0,9998| 24
25 1 25
c
001 (002 | 003 | 0,04| 005 | 006 | 007 [ 0,08 | 009 | 0,10 | 020 | 030 [ 040 [ 050 |,
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PROBABILITES CUMULEES — TAILLE DE L'ECHANTILLON : 40

k=c

Valeurs de Prob [X < ¢] = 2 ckyp* (1 - pyto-k
k=

° 1 0ot | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 007 | 008 | 009 | 0,10 | 020 | 030 ’ 0,40 ’ 0,50 Z
c
0 |0.66900,4457 |0,2957 |0,1954 |0,1285 [0,0842 [ 0,0549 ] 0,0356 | 0,0230 |0,0148] 0,0001 0
! |09393108095 0,615 052100,3991 (0,2990/0,2201 0,1594| 0,140 [0,0805| 0,0015 1
2 |0.99250,9543 08822 0,855 06767 |0,5665 | 0,4625 | 0,3694  0,2894 | 0.2228 | 0,007 0,0001 2
3 |09993/0.9918 0.9686 | 0,9252 |0,8619 |0.7827 | 0,3837 | 0,607 | 0,5092 | 0,4231 0,0285 | 0,0006 3
a1 09988 0,993310,9790 0,9520 |0.9104 (08545 |0,7868 | 0,7103 | 0,6290] 0,0759 0,0026 4
5 0.999910.9988 09951 0,9861 |0,9691 10,9419 0.9033 | 0,8535 | 0.7937| 0,1613 0,00860,0001 5
6 1 09998 10,9990 0,965 10,9909 |0,9801 0.9624 | 0,9361 | 0.9005 | 0.2859 |0,0235 0,0006 6
7 1 09998 10,9993 10,9977 0.9942 (09873 0,9758 [0,9581 | 0,4371 [0,0553 | 0,0021 7
8 1 09999 10,9995 | 0.9985 0.9963 | 0,9920 [0,9845 0,5931 0,100 | 0,061 0,0001| 8
9 1 09999 10,9997 10,9990 0,9976 |0.9949 0,7318 [0,1959 | 0,0156 [0.0003 | 9
10 1 09999 10,9998 |0.9994 0,9985 0,8392 (0,3087 | 0,0352 [0,0011 | 10
" 1 1 0.9999 10,9996 0.9125 0,4406 |0,0709 |0,0032 | 11
12 1 0,999 0,9568 (0,57720,1285 [0,0083 | 12
13 1 0.9806 (0,7032 [0.2112 |0,0182 | 13
14 09921 0,8074 {0,3174 [0,0403 | 14
15 0.99710,8849 | 0,4402 [0,0769 | 15
16 0.9990 |0.9367 |0,5681 [0,1341 | 16
17 0.9997 |0,9680 | 0,6885 [0,2148 | 17
18 09999 10,9852 0,7911 [0,3179 | 18
19 1 0,9937 (08702 0.4373 | 19
20 0.9976 (0,9256 {0,5627 | 20
21 0,9991|0,9608 [0,6821 | 21
22 0.9997 (0,9811 |0,7852 | 22
23 0.9999 10,9917 [0,8659 | 23
24 1 0,9966 (0,9231 | 24
25 0,9988 |0.9597 | 25
26 0,9996 [0,9808 | 26
27 09999 (09917 | 27
28 1 0.9968 | 28
29 09989 | 29
Retour 09997 | 30
31 0.9999 | 31
Plein Ecran = ! 32
¢ 001 002 | 003 | 004 005 |006 | 007 | 008 | 009 010 | 020 | 030 | 040 | 050 N
Fermer e 4

Quitter
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PROBABILITES CUMULEES — TAILLE DE L'ECHANTILLON : 50

k=c
Valeurs de Prob[X <c]= Y. C%p*(1 - p)*°*
k=0
g 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 008 | 009 | 0,10 | 020 030 | 040 | 0,50 4 .
c
0 |0,6050|0,3642|0,2181(0,1299|0,0769 | 0,0453|0,0266 | 0,0155 | 0,0090| 0,0052| 0
1 /10,9106 0,7358 |0,5553| 0,4005 | 0,2794 | 0,1900 | 0,1265 | 0,0827 | 0,0532| 0,0338| 0,0002 1
2 |0,9862(09216(0,8108|0,6767|0,5405 |0,4162|0,31080,2260|0,1605|0,1117| 0,0013 2
3 | 0,9984(0,9822|0,9372| 0,8609|0,7604 |0,6473|0,5327 | 0,4253 | 0,3303| 0,2503( 0,0057 | 0,0000 3
4 | 0,9999)0,9968 |0,9832(0,9510|0,8964 | 0,8206 | 0,7290(0,6290|0,5277 0,4312| 0,0185 | 0,0002 4
5|1 0,9995 |0,9963| 09856 | 0,9622 |0,9224 (0,8650 | 0,7919|0,7072| 0,6161| 0,0480| 0,0007 5
6 0,9999 (0,9993| 0,9964 | 0,9882 |0,9711 (0,9417 | 0,8981 | 0,8404| 0,7702| 0,1034 | 0,0025 | 0,0000 6
7 0,9999 | 0,9992 | 0,9968 | 0,9906 | 0,9780 | 0,9562 | 0,9232| 0,8779| 0,1904 | 0,0073 | 0,0001 7
8 1 0,99990,9992 |0,99730,9927 |0,9834 | 0,9672| 0,9421| 0,3073| 0,0183 | 0,0002 8
9 1 0,9998 |0,9993 |0,9978 | 0,9944 | 0,9875| 0,9755| 0,4437 | 0,0402 | 0,0008 9
10 1 0,9998 | 0,9994 | 0,9983 | 0,9957 | 0,9906| 0,5836 | 0,0809 | 0,0022 10
" 1 0,9999 (0,9995 | 0,9987 | 0,9968| 0,7107 | 0,1390|0,0057 | 0,0000 | 11
12 1 0,99990,9996| 0,9990( 0,8139|0,2229|0,0133|0,0002 | 12
13 1 0,9999)| 0,9997| 0,8894 | 0,32790,0280 (0,0005 | 13
14 1 0,9999| 0,9393 | 0,4468 | 0,0540|0,0013 | 14
15 1 0,96920,56920,0955 (0,0033 | 15
16 0,9856|0,6839/0,1561/0,0077 | 16
17 0,99370,7822|0,2369|0,0164 | 17
18 0,99750,8594 | 0,3356 | 0,0325 | 18
19 0,9991/0,9152|0,44650,0595 | 19
20 0,9997|0,9522|0,5610|0,1013 | 20
bal 0,99990,9749(0,67010,1611 | 21
22 1 0,9877/0,7660 (0,2399 | 22
23 0,9944 10,8438 0,3359 | 23
24 0,9976(0,9022 {0,4439 | 24
25 0,9991/0,9427 |0,5561 | 25
26 09997 0968§ 0,6641 | 26
27 0,99990,98400,7601 | 27
28 1 0,9924|0,8389 | 28
29 0,9966 |0,8987 | 29
30 0,9986/0,9405 | 30
3 0,99950,9675 | 31
ke 0,9998 10,9836 | 32
33 0,99990,9923 | 33
34 1 09967 | 34
35 09987 | 35
% 09995 | 36
37 09998 | 37
38 1 38
€ A 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 | 0,06 007 | 008 | 0,09 | 0,90 [ 020 | 0,30 | 0,40 | 0,50 c
P
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Retour

‘ Plein Ecran

Fermer

X étant une variable de Poisson de paramaétre rﬁ, C'est
la table I1I donne les valeurs de la fonction F(x) =
est une variable de Poisson de paramétre m

Table Il. — Lois de Poisson

-d-dire telle que I'on ait EY— m,
P(X < x). C'est ainsi que, lorsque ¥
=0,8,ona P(X < 3)=0,99009.

F(x)
x
m=0,1 {m=0,2) m=0,3(m=0,4 | m=0,5 m=0,6 | m=0,7| m=0,8 m=0,9
[} 0,8048 | 0,8187 | 0, 7408 | 0, 6703 0,6065 | 0, 5488 | 0,4966 0,4493 | 0, 4066
1 0,9953 | 0,9825| 0,9631 [ 0,9384 |0, 9008 0,8781 ) 0,8442 | 0,8088 | 0, 7725
2 0,9998 | 0,9988 | 0, 9964 | 0, 9920 0,9856 | 0,769 | 0,9658 | 0,9526 | 0,9372
3 1 0,9999 [ 0,9997 | 0,9992 | 0,9982 | 0, 9966 | 0, 9942 0,9809 | 0, 9866
4 1 1 0,9899 [0,9998 | 0,9896 | 0, 9992 0,9986 | 0,8877
5 1 1 1 0,9999 | 0,9998 | 0, 9997
6 1 1 1
‘ Fx)
H X
L m=10| m=1,5| m=2,0 m=2,5/m=3,0 |m=3,5 m=4,0 | m=4,5| m=5,0
: 0 0,3678 0,2231 | 0,1353 | 0,0821 | 0, 0498 0,0302 | 0,0183 | 0,0111 0, 0067
1 0,7358(. 0,5578 | 0, 4060 0,2873 | 0, 1991 0,1358 {0,0916 [ 0,0611 0,0404
2 0,9187/ 0,8088 | 0,6767 | 0, 5438 0,4232 [0,3208 | 0,2381 0,1736( 0, 1247
3 0,8810| 0,9344 | 0,85714 0,7576 | 0, 6472 0,5366 [ 0,4335 | 0,3423( 0, 2650
i 4 0,9863( 0,8814 | 0,9473 | 0,8912 | 0, 8153 0,7254 | 0,6288 | 0, 5321 0, 4405
! 5 0,9994 0,9955 | 0,9834 | 0,9579 | o, 9161 10,8576 | 0,7851 [ 0,7029 | 0, 6160
i [} 0,9999 | 0,98991 | 0,9955 0,98858 | 0, 9665 | 0, 9347 0,8883 | 0, 83110, 7622
‘ 7 1 0,9998 | 0,9989 | 0,9958 | 0, 9881 . 0,9733 | 0, 9489 0,9134 0,‘ 8666
8 1 0,9998( 0,9989 | 0, 9962 0,99010,9786 | 0,9597 0,8318
9 1 0,9897 | 0,8989 | 0,8967 | 0, 9919 0,9829| 0, 9682
10 0,8999 | 0,9997 | 0, 9990 0,9872 | 0,9933( 0, 9863
' 11 1 0,9999 | 0,9997 | 0, 9981 0,8876( 0,9945
12 1 0,88989 | 0,9987 | 0, 9992 0,98980
13 1 0,8999 | 0,8997| 0, 9993
14 1 0,99889| 0,99898
15 1 0,8989
16 1

Quitter
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Table II (suite). — Lois de Poisson

Fx)
x
m=55|m=6,0| m=6,5(m=70|m=7,5 m=80|m=85|m=9,0 | m=9,5
L] 0,0041 | 0,0025| 0,0015 | 0,0009 | 0,0006 | 0,0003 0,0002 | 0,0001 0,0001
1 0,0266 | 0,0174 | 0,0113 { 0,0073 | 0,0047 | 0,0030| 0,0019 0,0012 | 0,0008
2 0,0884 | 0,0620 | 0,0430 | 0,0286 | 0,0203 | 0,0138| 0,0093 | 0, 0062 0,0042
3 0,20170,1512) 0,1118 | 0,0818 | 0,05981 | 0,0424 | 0,0301 0,0212 | 0,0149
4 0,3575| 0,2851 0,2237 |0,1730 {0, 1321 0,0896 | 0,0746 | 0,0550 | 0, 0403
5 0,5289 | 0,4457 | 0,360 | 0,3007 { 0,2414 | 0,1912] 0, 1496 0,1157 | 0,0885
6 0,6860 [ 0,6063 | 0, 5265 | 0,4487 | 0,3782 | 0,3134 | 0, 2562 0,2068 | 0, 1649
1 0,8085] 0,7440 | 0,6728 | 0, 5987 | 0, 5246 | 0, 4530 0,3856 | 0,3239 | 0,2687
8 0,9044 | 0,8472| 0,7916 | 0,7291 | 0,6620 | 0, 5925 0, 5231 0,4557 ] 0,3918
9 0,9462| 0,8161 | 0,8774 | 0, 8305 | 0,7764 | 0, 7166 0,6530 | 0,5874 | 0, 5218
10 0,8747( 0,8574 | 0,9332 [ 0,9015 | 0, 8622 | 0, 8159 | 0, 7634 0, 7060 | 0,6453
11 0,9880( 0,8799 | 0,9661 | 0, 9466 | 0,9208 | 0, 8881 0, 8487 0,8030 | 0, 7520
12 0,8955| 0,9912 | 0,9840 | 0,9730 | 0,9573 | 0, 9362 0,9091 | 0,8758 | 0, 8364
13 0,9983( 0,9964 | 0,9929 [ 0,9872 | 0,8784 | 0, 9658 0,9486 | 0,9261 | 0, 8981
14 0,9994 | 0,9986 | 0,9970 | 0,9943 | 0,9897 [ 0,9827]| 0, 9726 0,9585 | 0,9400
15 0,9998( 0,9985 | 0,9988 | 0,9976 | 0,.9954 | 0,9918] 0, 9862 0,9780 | 0,9665
16 0,9999  0,8998 | 0,9996 | 0,9990 | 0,9980 | 0,9963| 0, 9934 0,9889 | 0,9823
17 1 1 0,9998 10,9996 | 0,99882 | 0,9984 | 0,9970 | 0,9947 | 0, 99811
18 1 0,99998 {0,9987 | 0,9993| 9,9987 | D, 9976 | 0, 9957
19 1 0,8998 | 0,98997] 0,9995 | 0,9989 | 0,9980
20 1 0,9999| 0,9998 | 0,9996 | 0, 8991
21 1 0,9999 | 0,9998 | 0, 8996
22 1 0,99989 | 0,9998
23 1 0,99989
-24 1
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Table I (suite). — Lois de Poisson

F(x)
X
m=10|m=111m=12|m==13{ m=14| m=15|m=16| m = 17 m = 18
0
1 0,0005 | 0,0002 | 0,0001
2 0,0028 | 0,0012 | 0,0005 | 0,0002( 0,0001
3 0,0104 [ 0,0049 [ 0,0023 [0,0010| 0,0005 | 0,0002 | 0, 0001
4 0,0293 [0,0151 | 0,0076 [0,0037] 0,0018 0,0009 | 0,0004 | 0,0002| 0, 0001
5 0,0671 10,0375 | 0,0203 [0,0107 0,0055 | 0,0028 | 0, 0014 | 0,0007| 0, 0003
6 0,1302 10,0786 | 0,0458 [0,0258| 0,0142] 0,0076 | 0,0040 | 0,6021] 0, 0010
7 0,2203 10,1432 10,0895 | 0,0540 | 0,0316 | 0,0180 | 0,0100 | 0,0054] 0, 0029
8 0,3329 (0,2320 | 0,1550 [0,0997| 0,0620 | 0,0374 | 0,0220 [ 0,0126| 0, 0071
9 0,4580 | 0, 3405 | 0, 2424 0,1658| 0,1093 | 0,0698 [ 0,0433 | 0,0261] 0, 0154
10 0,5831 (10,4599 10,3472 |0,2517) 0,1756 | 0,1184 | 0,0774 | 0,0491| 0, 0304
11 0.6968 [ 0,5793 | 0,4616 (0,3532| 0,2600 | 0,1847 | 0,1270 | 0,0847| 0, 0549
12 0.7916 10,5887 [ 0,5760 (0,4631) 0,3584 [ 0,2676 | 0,1931 ) 0, 1350( 0, 0817
13 0.8645 10,7813 | 0,6816 [0,5730) 0,4644 | 0,3622 [ 0,2745 | 0,2009( o0, 1426
14 0.9166 10,8541 | 0,7721 |0,6751( 0,5704 | 0,4656 | 0,3675 | 0, 2808 0, 2081
15 0.9513 10,9075 | 0, 8445 [0, 7636 | 0,6693 | 0, 5680 | 0, 4667 | 0, 3714 0, 2867
16 0.9730 10,9442 [ 0, 8988 [0,8355] 0,7559 [ 0,6640 [0, 5559 | 0,4677| 0, 3750
17 0.9857 10,9679 [ 0,9371 fo0, 8905 0, 8272 | 0,7487 | 0,6593 | 0, 5440| o0, 4686
18 0.9928 10,9824 | 0,9626 [0,8302 | 0,8826 [ 0,8193 [0,7423 | 0,6550] 0, 5622
19 0,9965 | 0,9908 | 0,9787 [0,9574 | 0,9235 [ 0,8751 |0, 8122 | 0,7363| 0, 6509
20 0,9984 10,9954 | 0,9884 [0,9751 | 0,9521 | 0,9169 |0, 8681 | 0, 8055| 0, 7307
21 0.9993 10,9978 | 0,9939 f0,9860 | 0,9712 [ 0,9468 [0,9107 | 0, 8615( 0, 7991
22 0.9997 10,9980 | 0,9969 [0,9925 | 0,9833 [ 0,9672 [0,9617 | 0, 8048 o0, 8551
23 0,9999 [ 0,8996 | 0,9985 [0,9962 | 0,9907 | 0,9805 [0,9633 | 0,9367] 0, 8988
24 1 0,9999 [0,9993 10,9982 | 0,9950 | 0,8888 |0,9777 | 0,9503[ 0, 9313
25 1 0,9997 0,9992 | 0,997 | 0, 9938 |0, 5868 0,9748| 0, 98554
26 0,9998 10,9997 | 0,9987 | 0,9967 [0,9826 | 0,9848| 0,9718
27 1 0,9999 | 0,9994 | 0,9983 [0,9960 | 0,9812] 0, 9827
28 1 0,9997 10,9992 [0,9978 | 0,9950| 0, 9897
20 0,9999 | 0,9996 |0,9989 |0,9973( 0, 8841
30 1 0,9988 |0,9995 |0,9986 | 0,90867
Retour 31 0,9999 10,9998 |0,9993| 0,9082
32 1 0,9999 | 0,9996 | 0, 8890
‘ Plein Ecran 33 1 0,9998 | 0,9995
34 0,9999 | 0,9998
Fermer 35 1 0,9999
36 1
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Loi Gaussienne réduite

X étant une variable gaussienne réduite, la table I donne les valeurs de u en fonction
de P = P(X > u)et de Q = P(X < u). La valeur de u se trouve 2 I'imerse;lion de Ja
ligne et de la colonne dont les ChillT&s @ entrée ont pour somme P. C'est ainsi que, pour
P =015 =015+ 0,005, on a u = 1,0152. De maniére analogue, pour
Q = 0844 = 0,84 + 0,004, on a u = 1,0110.

P | 0,000 | 0,001 [0,002 [0,003 | 0,004 [0,005 |0,006 [0,007 |0,008 [0,009 |0,010

0,00 « | 3,0002]2,8782]2,7478| 2,6521 | 2,5758 | 2,5121 | 2,4573 2,3263

0,01 2,2904 | 3,2571( 2,2282] 2, 1 32,1444 | 2,1201 2,0837

0,02 2,0335( 23,0141 1,095¢ 31 1,8808 7
0,03 1,883 1,8522| 1,838 91 1,7507 | 0,96
0,04 1,7302] 1,7219 | 1, 7169 1,6849 0,95
0,05 1,8352| 1,8258 | 1,6164 1,5893 0,94
0,06 1,5464 | 1,5382] 1,5301 L 1, 0,93
0,07 1, 1,4611{ 1,4538 1,4325 | 1,4355 1,4051 [0,92
0,08 1,3984 | 1,3917( 1,3852 1,3787 | 1,3722 ( 1,3658 | 1,3505 1,3408 | 0,91
0,09 1,346 | 1,3285 | 1,3225( 1,3165 | 1,3106 | 1,3047 | 1,2088 1,281 | 0,90
0,10 1,2759 | 1,2702| 1,2646 | 1,2591 [1,2536 | 1,2481 | 1,2426 [ 1,2372 | 1,2319 [ 1,2265 | 0,89
0,11 1,2212| 1,2160 | 1,2107 | 1,2085 {1,2004 | 1,1952 [ 1,1901 | 1,1850 | 1,180 |1,1750 | 0,88
0,12 1,1700 | 1,1650 | 1,1601 | 1,1552 | 1,1503 | 1,1455 | 1, 1407 1,1311 [1,1264 | 0,87
0,13 1,1217| 1,1170 | 1,1123 1,1077 [ 1,1031 | 1,0085 | 1,0039 1,0848 | 1,0803 | 0,86
0,14 | 1,003 1,0758 | 1,0714 | 1,069 | 1,0625 | 1,0581 | 1,0537 | 1,0494 1,0407 | 1,0364 0,85
0,15 | 1,0364] 1,0322{1,0279 | 1,0237| 1,0194 | 1,0152 | 1,0110 | 1,0069 [

0,998 10,9845 |0,
o,

0,16 | 0,9945( 0,9904 | 0,9883 | 0,9822 0,9782 | 0,9741 [ 0,9701 | 0, 0861
0,17 | 0,9542| 0,9502 | 0,9463 | 0,943¢ 0,9346 | 0,837
0,18 | 0,9154| 0,0116 [ 0,9078 | 0,9040 | 0,9002 | 0, 8965 | 0, 8927

0,19 | 0,8779 0,8742 | 0,8705 | 0,860 | 0, 8633 | 0, 8596 | 0, 8560

eaw
=28

0,20 | 0,8416| 0,8381 f0,8345 0,8310 | 0,8274 |0, 8239 |0, 8204 0,813¢

0,21 | 0,884/ 0,803 0,7961| 0,7926 {0,7892 | 0,7858 0,7790

0,22 | 0,7722| 0,7688 ©0,7621 | 0,7588 [0,7554 | 0,7521 0,7454

0,23 | 0,7388| 0,735 0,7290 | 0,7257 | 0,7225 {0,292 0,7128

0,24 | 0,7063 0,7031 0,6067 | 0,6935 | 0,6903 {0,6871 0,8808

0,25 0,6713 0,6651 | 0,8620 | 0,6588 (0,6557 | 0,6526 {0,8495

0,26 0,6403 0,6341]0,6311 | 0,628 |0,6250 |0,6219 189

0,27 0,6008 68 | 0,6038 | 0,6008 | 0,3078 |0, 5948 [0,5918 | 0, 5888

0,28 0,5709 | 0,5769 | 0,5740 | 0,5710 | 0, 5681 [0,5651 | 0,622 | 0, 5592

0,20 0.3505 [ 0, 5476 | 0, 5446 | 0, 5417 [0, 5388 |0, 5359 [0,5330 | 0,532 |0,5273 |0, 5244
0,30 0,5215 10,5187 { 0,518 | 0,5129 | 0,5101 [0,5072 | 0, 5044 | 0,5015 | 0,4987 | 0, 4958
0,31 |0 ©0,4930 10,4902 | 0,4874 | 0,4845 | 0,4817 | 0,478 | 0,4761 (0,4733 | 0,4705 |0, 4677
0,32 | 0,4677| 0,464 | 0,4621 | 0,4393{ 0,4585 |0,4538 | 0,4510 | 0,4482 | 0,4454 [0, 4427 |0, 4390
0,33 | 0,4390( 0,4372 | 0,434¢ [ 0,4316 | 0, 4289 0,4234 {0,4207 [ 0,4179 | 0,4152 |0, 4125
0,34 | 0,4125( 0,4097 | 0,4070 [ 0,4043 | 0,4016 0,3961 [0,3934 [ 0,307 | 0,3880 |0, 3853
0,35 | 0,3653] 0,3836 | 0,3796 | 0,3772 | 0,3745 | 0,3719 [0,3692 | 0,3665 | 0,3638 | 0, 3611 |0, 3585
0,36 | 0,3585| 0,3558 | 0,3531 | 0,3505 | 0,3478 | 0,3451 [0,3425 | 0,3398 | 0,3372 [0, 3345 |0, 3319
0,37 | 0,319 0,3292 | 0,3266 | 0,323 [ 0,3213 | 0,3186 |0,3160 |0,3134 | 0,3107 [ 0,3081 |0, 3055
©0,38 | 0,3085( 0,3029 10,3002 ( 0,2976 | 0,2950 |0,2024 |0,2898 |0,2871 | 0,2845 | 0,2819 |0, 2703
0,39 | 0,2793 0,2767 | 0,2741 [ 0,3715 | 0,268 |0,3663 |0,2637 | 0,2611 | 0,2585 | 0,2558 |0, 2533
0,40 | 0,3533! 0,2508 | 0,2482 | 0,2456 | 0,2430 (0,2404 |0,2378 [0,2353 | 0,2327 | 0,231 |0,2275
0,41 | 0,2275| 0,225 |0,2334 | 0,2198 | 0,2173 (0,2147 0,2121 | 0,2096 | 0,2070 {0,2045 |0,2019
0,42 | 0,2019( 0,1 ©0,1968 | 0,1942 | 0,1917 |0, 1891 |0, 1866 | 0,1 0,1815 0,1789 [0, 176¢
0,43 | 0,1764| 0,1738 | 0,1713 | 0,1687 | 0, 1662 | 0,1637 |0, 1611 |0,1586 |0, 1560 | 0.1535 |0, 1510
0,44 | 0,1510( 0, 1484 {0,145 | 0, 1434 | 0, 1408 |0, 1383 |0, 1358 |0,1332 | 0,1307 | 0,1282 |0, 1257
0,45 | 0,1257 0,1231 [ 0,1206 | 0,1181 | 0,113 |©0,1130 |0,1105 | 0,108 | 0, 1055 | 0,1030 |0, 1004
0,46 | 0,1004| 0,0979 | 0,0954 [ 0,0929 [ 0,0904 [0,0878 |0,0853 |0,0828 {0,0803 | 0,0778 |0,0753
0,47 | 0,0753 0,0728 [ 0,0702 | 0,0677 | 0,0652 | 0,0637 |0,0602 | 0,0577 | 0,0552 | 0,0527 |0,0502

.48 | 0,0502| 0,0476 | 0,0451 | 0,0426 | 0,0401 | 0,0376 |0,0351 [0,0326 | 0.0301 | 0.0276 |0,0251
Page 250 de 100 0,49 | 0,0281| 0,0228 [ 0,0201 | 0,0175 | 0,0150 | 0,0125 [0,0100 |0,0075 [0,0050 | 0,0025 {0.0000

0,010 | 0,008 |0,008 {0,007 |0,006 |0,008 |0,004 (0,003 (0,002 |0,001 |0,000 Q

Retour

Grandes valeurs de u

{ P [ 107" l 1070 I 107 J 107" J 107" I 107

Plein Ecran I v l 3, 7190 l 4,3649 l 4,7534 1 5,1903 l 5.6120 l 5,9878

1l _J

(}) Les tables sont extraites de I'ouvrage Tables Statistiques publié¢ par I'Institut de Statistique
de I'Université de Paris.

Fermer

Quitter
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