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Probleme d’optimisation sans contraintes

min J(x)
(P)
x € R"”

J une fonction de R” dans RU {+o0}.
Méthodes de descente : xx11 = xx + prdk

o On choisit le vecteur di une direction de descente et pj le pas
de descente.
o Le choix de dj et py se fait de sorte que J (xk11) < J (xk).
Méthodes de descente :
Q point initial xq
Q pour k > 1 croissant
choisir une direction de descente di # 0 ({dk, VJ(xk)) < 0)
choisir un pas de descente p, > 0

poser Xx+1 = Xk + prd
tester la convergence
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Méthodes du Gradient : xx11 = xx + prdx

o La direction de descente : dx = —VJ (xk).

0 Le pas de descente : py est choisi de sorte que J (xk+1) < J (Xk)-

Variantes de la méthode :

@ Meéthode du gradient a pas constant : on choisit px constant.

@ Méthode du gradient a pas optimal :
Pk est choisi comme minimum de la fonction

f(p) = J(xk + pdi).

pk est choisi de fagon a diminuer suffisamment la valeur de la
fonction J. On utilisera la regle d'Armijo.
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Résumé

s du Gradient

Algorithme du Gradient

Q Initialisation

k=0 : choix de x5 et de ¢ >0
Q Itération k

X1 = Xk—pkVI(Xk) 3
O Critere d’arrét

Si ||xk+1 — k|| <€ , STOP

Sinon, on pose k= k+1 et on retourne a 2.

Dans tout ce qui suit, € est un réel positif (petit) donné qui représente la
précision désirée.
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Résumé
Méthode du gradient a pas constant

Méthode d adient a pas optimal
gradient conjugué

Lorsqu’on dispose d'informations supplémentaires sur la fonctionnelle J
(constante de Lipchitz L de la dérivée, constante de forte convexité a,...)

on peut choisir p = 1z

Algorithme du Gradient & pas fixe

Q Initialisation

k=0 : choix de xp, de p>0 et de €>0
QO Itération k

Xk1 = Xk—pVI(xk) ;
©Q Criteére d’arrét

Si ||Xk41 — k|| <€ , STOP

Sinon, on pose k= k+ 1 et on retourne a 2.
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Résumé
Méthode du gradient a pas constant

Méthode du gradient a pas optimal
Méthode du gradient conjugué

Déterminer le pas qui minimise la fonction J le long de la direction de
descente d. Le pas pi est donc solution du probleme :

pk = argmin J(xx + pdy)
p>0

Algorithme du Gradient & pas optimal

Q Initialisation
k=0 : choix de xg et de ¢ >0
Q Itération k
pie = argmin J(xie—pV (J(xk))) ;
Xkr1 = Xk—pkVI(xk) ;
O Critére d’arrét
Si ||xk+1 — k|| <€ , STOP
Sinon, on pose k=k+1 et on retourne a 2.
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Méthode du gradient a pas optimal

Nous supposons qu'a l'itération k, la direction de descente dj est
calculée.

Notations : g(t) = J(xk + tdk). Nous supposons que nous savons calculer
une approximation numérique de q(t) et de ¢'(t) = (VJ(xk + tdk), dk)
pour chaque t, ces calculs pouvant étre couteux. |l s'agit alors de trouver
t qui minimise ¢ (on minimise J dans la direction d ) ou du moins un t
convenable. Une recherche linéaire consiste alors a tester t pour savoir s'il
est trop grand ou trop petit

Choisir un pas qui diminue suffisamment la valeur de la fonction :
délimiter un intervalle convenable pour p et choisir le plus grand pg
possible sur cet intervalle. Conditions d’Armijo-Goldstein

J(x + prdic) < J(xk) + pePr(VI(xk), di),  B1 €]0,1]

Optimisation déterministe



Méthode du gradient a pas optimal
Méthode du gradient conjugué

Algorithme d’Armijo
Initialisation : choix d’un pas pi >0 et d’un paramétre
T€]0,1, i=1.
Q Test : le pas pj( est accepté s’il vérifie

J (e + pledi) < J (%) + wip(VI(xe), i),

Sinon

Q@ 0On choisit p|t! € [rpi, (1 —7)p}]

©Q On pose i=i+1 et pg :pf(, puis on retourne & 1’étape
1.

Le parametre T est habituellement choisi égal 3 10~2. Le pas obtenu par
cet algorithme est appelé pas d'Armijo. La constante w; est choisie
arbitrairement et est habituellement prise trés petite (de I'ordre de 1074)
afin que la condition d'Armijo soit plus aisément satisfaite. Mais il est
souvent préférable de choisir w; < 0, 5.
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Méthode du gradient a pas optimal

Algorithme du Gradient avec la régle d’Armijo

Q Initialisation
k=0 : choix de x5 et de ¢>0
Q Itération k
pk calculé avec la régle d’Armijo
Xk+1 = Xk—px VI(xk) ;
© Critére d’arrét
Si ||xk41 — xk|]| <€ , STOP

Sinon, on pose k=k+1 et on retourne a 2.
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Résumé
Méthode du gradient a pas constant

Méthode radient a pas optimal
Méthode du gradient conjugué

@ Principe des méthodes de descentes : choisir des directions de
descente.

@ Possibilités de revenir en arriére et de prendre des directions déja
explorées et " mauvaises”.

o le gradient conjugué construit une suite de directions que I'on
garde en mémoire : on cherche xx11 tel que

J(xks1) = vnggk J(xk +v)
Gy = Vect (VJ(X()), RN VJ(X;())

Les directions de descente sont donc des combinaisons linéaires de
tous les gradients précedents.

k

Xikp1 = Xk + pkPr, Pe = Y aiVJI(x)
i=0
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Méthode du gradient conjugué

s quadratiques

1
J(x) = §<AX»X> +(b,x),  Xkt1 = Xk + PrPk

A est une matrice carrée symétrique définie positive de taille n.
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Méthode du gradient conjugué

Algorithme du Gradient conjugué

O Initialisation
k=0 : choix de xg et de ¢ >0
Poser py=—VJ(xo) = —Axo— b
Q Itération k
Tant que |[VJ(xk)|| > €, faire

VI
(AP, Pk)
Xk+1 = Xk + PkPk
VI (i) |12
=—-VJ(x 4 =T
Pk+1 ( k+1) ||VJ(X/<)||2 Pk

Poser k=k—+1
Fin tant que

Xmin = Xk
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Méthode du gradient conjugué

Algorithme du gradient conjugué de Polak-Ribiére

Q k=0 : choix de xp et de ¢>0
Q Poser py=—VJ(xo)
©Q Poser k=0 VI
. V J(xx
Q Tant que |[VJ(xk)|| > €, faire px= H(xe1) e, i)
Q Xky1 = Xk + prpk
Q Si k+1=n, poser xg = xk+1, VJ(x0)=VJ(xkt+1) passer a
(3) sinon passer a (9)
(VI0tr1), VI (xkr1) — VI(x))
Q Calculer g = V1000 2
Q Calculer pyy1 = —VJ(xkr1) + Brpx
Q Poser k=k+1
Fin tant que

D Xmin = Xk
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