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Chapitre 1

Introduction

Financial asset : Contrat qui engendre un flux d’argent.

Dérivé financier : Contrat qui engendre des flux d’autres produits financiers
(compte de banque, actions).

Notation :

(2)s = rz st x>0
TT10 s x2<0

Exemple : Soit une action de prix S; a la date t, de call européen, de stike K et
de maturité 7. On paye :

St—K St StZK
0 si S <K

On définit le pay-off : X = (S; — K) .

Prenons 'exemple d’une action AXA. A ¢ = 0, son prix est de €16 a t = 0. Soit
T =1anet K = €15.

Si St — K >0 : on vend a €20, alors on a un bénéfice de €5. Le cours de I'action
augmente.

Si St — K < 0:onvend a €14, alors 14 - 15 = -1 = (14 — 15); = 0 (diminution
du cours de 'action).

Remarque : Il existe des dérivés financiers depuis des milliers d’années. Le pro-
bleme est de trouver le prix d’une dérivée.

Roles des produits dérivés : couvrir les risques (hedge), opportunité d’arbi-
trage.

Opportunité d’arbitrage : Possibilité de consulter un portefeuille a ¢ = 0. Par
exemple, & ¢ = 0, on achéte un portefeuille § pour un prix de € 0 : V4(0) = 0
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

(valeur du portefeuille 6 a U'instant ¢ = 0, qui est une variable aléatoire). A t =T
(vente du portefeuille), si Vr(0) > 0 (avec P[Vr(0) > 0] > 0), alors ce portefeuille
est appelé opportunité d’arbitrage.

Actifs sous-jacents : (Actifs de bases) Prix des actions (Spot = prix aujour-
d’hui & la Bourse, prix coté, prix dans la période en cours), future price of stock,
exchange rate (3, €, £) :

A Forward contract : déterminer le prix de livraison tel que le prix de contrat
soit nul.

B Option :

— Furopean Call Option : Contrat qui stipule que I’on peut acheter le sous-
jacent, mais on est pas obligé. La date d’exercice est fixée & ’avance. Si
St > K, on exerce et si Sy < K, on exerce pas. Donc le pay-off vaut
(ST - K)+’ i.e. ST — K si ST Z K.

— American Call Option : Comme I’European Call Option sauf qu’on choisit
nous méme quand on veut vendre.

— Put Option : Choix de vendre une action & un prix trés spécifié.



Chapitre 2
Market Models

2.1 Definitions

Mono Period Models : T = {0,7'}. Entre 0 et T, on a pas le droit de modifier
le portefeuille. En ¢t =0 ou t = T', on peut vendre ou acheter.

Discrete Time Models : T = {0,1,...,7}. Par exemple, on peut changer de
portefeuille toutes les semaines.

Continuous Time Models : T = [0, 7. Beaucoup plus simple et réaliste.

2.2 Arbitrage Pricing

0;
0;

Arbitrage Portfolio : Soit 0, = " |, un vecteur composé d’unités d’actions

0}
avec 0 correspondant & ce que I’on a sur le compte en banque. Pour un portefeuille
autofinancier, on peut changer 6 & chaque instant t; € T sans changer sa valeur
ie. si Vo(f) = € 100 et V4(0) = € 80, on peut changer de portefeuille en ¢t = 1
mais le nouveau portefeuille coiite € 80.
Un arbitrage portfolio est un self financial portfolio tel que V;(6) a ¢t € T vérifie :

Vo(#) =0
Vr(0) >0
P[Vr(0) > 0] >0
Arbitrage Free Market : 3 arbitrage portfolio (AOA : absence d’opportunité
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CHAPITRE 2. MARKET MODELS

d’arbitrage).

Efficient Market Hypothesis : Le prix des actifs reflete toute 'information
disponible sur le marché des actifs financiers. Pour nous, il s’agira d’'un AOA.

2.3 Frictionless and Ideal Market (Hypothesis)

1.

SR A

Le nombre des actifs financiers ne change pas le temps (faux en réalité car il
existe des boites qui font faillites, d’autre qui sont créées).

Les prix peuvent prendre des veleurs R. Pas de dividendes payés.
On peut acheter n'importe qu’elle quantité de chaque actif.

Les taux d’intérét emprunt / prét sont égaux.

La quantité d’actif acheté n’influe pas sur le prix de I'action.

Toute information est publique.



Chapitre 3

Mono Period Market

3.1 Probabilistic model

S T={0,7}

~(Q,P,F)

~ Q= {w,...,w z} ot K = nombre d’événements et p; = P(w;) > 0.

— N actifs risqués S*, ..., SV.

— SY = compte de banque.

— Spot priceat =0:5; = (S}, ..., SI¥) € RV if N assets, Sy = (S5, S¢, ..., SY) €
RM* with S§ > 0 if N + 1 assets.

— Spot price a t = T : random vector Sy = (Sk,...,SN) € RN if N assets,
Sr = (8%, 8%, ..., 8¥) € RVTLif N + 1 assets.

— Interest rate r : S% = (1+7)S) = 1+r > 0. Entre ¢t et ¢t + 1, S}, =
(1+174)S? ou r; est le taux spot.

— Portfolio : On note 6 le nombre d’'unité. § = (0',...,0~) € RY if N assets,
0= (6°..0")e RVTLif N +1 assets.

— Value of a portfolio : At = 0, V5(0) = ZQiSé =0So e R_At=T,

Vr(0) =) 0'Si = Sy variable aléatoire de R

— Gains deiO — T :G(0) =Vp(0) — Vo(0) = 0(Sr — Sp) variable aléatoire de
R. _)

— Evolution : V{(0) — -
= (Vel®)(wr)

(2

— Prix actualisés : S = —% = valeur des actions exprimées en compte de

S
banque. o
— Gains actualisés : Vp(0) — V() = G(0) avec Vi(0) = 6S;.

9



10 CHAPITRE 3. MONO PERIOD MARKET

90
0
Sif— | |, alors GO) = 6(Sp — Sy) = 6°(S% — S9) = 0. Donc le gain
0
actualisé d’un compte en banque est nul.
S%(wl) Lo S]TV(wl) 90
— Matrix : S = ) . . et V=S
S%(CUK) R SYJY(UJK) 9N

3.2 Arbitrage & equivalent martingale measure

Exemple : Soit un marché avec un compte de banque, deux actions S* et S? de
taux spot r = 6%. Soit Q = (wi,ws,ws) avec P({wi}) = 3, P{w2}) = P({ws}) =
}1. Le prix des actions peut évoluer det =0at="1T.

St S?
ST = €100 52— €100
Sk(ws) = €100 | S2(wy) = €120

On travail avec une call européenne de strike K = €100. Le pay-off a la maturité
pour St est X = (St — K),. Donc X (w;) = €20, X(wy) = €10, X(w3) = €0.
Vous avez payé IIy(X) at =0.

[My(X) =7

X
Mesure martingale équivalent : 3¢) probabilité telle que IIy(X) = Eg L n 1 .
r

Retour sur ’exemple :

X X X 1 1 1
E = Ep|X| = X =+ X =+ X — =11
P[] = P = 25 (X g + X g + X g) =107

Arbitrage Portfolio : Satisfait
Vo(0) =0

A VR0) > 06 (Ve(0)(@) =0, w e ou B){ Vo(0) <
P[Vy(0) > 0] >0

Attention : valable uniquement en cas monoperiod.

Actif d’Arrow- Debreu : ¢;(w;) =1 et e;(w;) = 0 pour @ # j



3.2. ARBITRAGE & EQUIVALENT MARTINGALE MEASURE 11

State price vector : (vecteur de prix d’Etat) Soit Q = (wy, ..., w;, ...,wk ). On a
e1(wr) = 1,e1(w;) = 0,e1(wg) = 0 ete ... Soit fF; le prix & t = 0 de e;. On note
B = (b1, ..., 0k) le vecteur de prix d’état. Supposons que (3 est donné.

Trouver le prix d’un produit dérivé avec le pay-off X.

1. Soit X un produit dérivé qui paye x dans w; et 0 dans w # w; i.e. X(w) =0
pour w # w; et X(w;) = x. Le prix a t = 0 est x/;.
2. Soit X un pay-off général (variable aléatoire) : Dans w;, X paye X (w;).

X(w) = X(w)er(w) + ... + X(wg)ex(w)

X(wi) = X(wr)er(wy) + ... + X(wi)eg (wi) = X(wy)ei(w;) = X (w;)

Donc :
X = X(w1)61 + ...+ X(CUK)@K

Calculons de prix a t =0 de X.

Ho(X> = HO(X(wl)el) + ...+ Ho(X(wK)BK) = X(wl)Ho(el) =+ ...+ X(WK)H()(GK)

K

Mo(X) = X(wi)Bi + ... + X(wi)Bk = > _ X(w;)B;

J=1

K
Mo(St) = > S}B;
j=1

K
o(S7) =Y 578
j=1

K
o(SY) = SN
Jj=1

K
if 38°, Mo(SP) =) 89
j=1

Retour sur ’exemple : S% =1+ 7 et

St S?
S = €100 SZ — €100
S%(wg) = €80 S%(w;;) = €30
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o(S7) = (1476 + (1 +7)8 + (1 +7)8s =1
Iy (Sy) = 1208, + 10083, + 8035 = 100
Iy (S7) = 1408, + 12083, + 308335 = 100

On obtient un systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues, on en déduit facile-

ment (1, B2 et [3.
Convention : 58 >0et 58 =1.

Theoréme : 7 an arbitrage portfolio if and only of 36 such as 5; > 0, V1 <14 < K.
(AOA <= 343, 3, >0, V1<i<K)

Definition :

(1+T)Zﬁ]:1<:>$:ZBJ
J J

On note :

g = (1+7)5;

On aque: AOA <= (3; >0,Vj = ¢; >0 et Z%Zl'

On peut utiliser cette notation probabiliste :

q; = Q({Wz})
Donec : S
j
J\ — J di —
H(55) gswk)l—l—r Q[l—i—r]
Donc : A
. S]
i T
5 = Fo 1+r

Equivalent Martingale Measure e.m.m. (ou m.m.e.) : An Equivalent Mar-
tingale Measure (e.m.m.) @) is a probability measure on ({2, F) equivalent to P,
such that for some r > —1 and Vi,

Sr}}

Sé:EQ [14—7”

Relation de parité Call - Put : Soit C; (respectivement P;) le prix a ¢ d'un
Call (respectivement d’'un Put) de méme strike et de taux r.

Cr = (St — K)4
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Pr = (K = 57)4

ST—K st STEK
ST—K st STSK

K
= Co—Fy=5—
R [

= CT—PT:{ Cr—Pr=5r—K

ou 1+ r est le taux d’actualisation.
Arbitrage : Possibilité de profiter des taux de change pour faire des bénéfices.

Hedging Portfolio : Un produit dérivé X est duplicable (hedgeable) si il existe
0 portefeuille tel que V() = X. 6 est un portefeuille de couverture X.

Définition : M définit le marché des sous-jacents de I'ensemble des portefeuilles
regroupant les actifs.

Théoréme : M marché darbitrage :
1. M’ free arbitrage

1+r
3. Btel queVl<i< K, == Z X (wi)B;

1<i<K

X
2. 3Q m.m.e., Jr rate tel que x = Eg [ }

Définition : X duplicable < 36 portfolio tel que X = V()

Marché financier : Tous les produits dérivés sont duplicables (et chaque produit
dérivé a un prix unique).

Exemple : En mono-marché avec r = 10%.

St 52
ST — €100 S2 — €100
Sh(ws) = €132 | S2(wy) = €110

Trouver le hedging portfolio d'un put de S avec K = €105.

Résolution. Trouvons 6 tel que Vp(0) = X.
On a trouvé avant X (w;) = 17 et X (w2) = X (w3) = 0.

3
Vr(0) = 60.Sp = 556" = X avec S = 1.

1=0
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11
D 1 = —
onc, avec 1 4 r 10’
w; = (14 7)0° + 880 + 1320% = 17
wy = (14 7)0° + 1100 + 886* = 0
wz = (1+7)0° 4+ 1320 +1100* = 0

D’un point de vue matriciel, on peut écrire X = S0, avec S; ; = S?(w;). On a donc

0=S"1X.
Ici
g (L1017 17
~\ 357 6666
170
g = ——

Explications : A ¢t = 0, on peut soit faire un achat de Put avec pay-off(1) X, soit
faire un achat du portefeuille de couverture 6 avec le pay-off(2) X a T. At =T,
pay-off (1) = pay-off(2).

Supposons qu'a t =0, Py > Vp(f) et qu’at =T, Pr = Vp(0) = X. Alors il existe
une opportunité d’arbitrage. Sinon AOA = Py = V;(0).

X
Attention : Pour un hedging portfolio, V4(0) = Eq L n }
”

Preuve. X duplicable, Vy(0) = X.
N
2 08t

Vr(0) i—0 ; St
Eo|l—= | =Fy | &=——| = FE
Q{ljtr} @ 1+7r ZZ; @ 1+7r

car () m.m.e.
On note M’ le marché sous-jacent des produits dérivés. On a

S0 S0
So St

M= ' M =
S’ Sy
T X

La derniére ligne de la matrice correspond aux produits dérivés, notamment x
correspond au prix at =0 de X.

Quels sont les x possibles 7

11 faut qu’il y ait AOA dans M’.



3.2. ARBITRAGE & EQUIVALENT MARTINGALE MEASURE 15

X
Si X est duplicable, z = Eg [—1 n } et x est unique.
r

‘ Théoréme : M est complet et AOA < 3! Q m.m.e.

Attention : Si 8% ..., SN N + 1 actifs, Q = {wy,...,wy11} et Si; = S9(w;), alors
det(S) # 0 = marché complet ou AOA si () est m.m.e.

Définition : Me = {m.m.e Q) }
Marché incomplet avec AOA < Me # (), Me n’est pas un singleton.

Définition : Soit X un produit dérivé non duplicable.

Quels sont les prix possibles (d’arbitrage) avec t = 07

X
Soit @ m.m.e., Q € Me : Eg {F] est un prix d’arbitrage. On obtient un
T

intervalle d’arbitrage des prix :

X X
Mo(X), T = | inf E : E, | —/——
JTLo(X), IT5] } in Q[1+T] Sup Q{1+T}{

QeMe

— Mono period market

-r=5%

— 3 actifs = 89 51, 5? avec S) =1 et S? = (1+71)Sy
- Q= (w1, ws,ws)

Ona:
Sty 42 . Sk 2 Sk 2
SEWVT g 0 g T 0 G T g
S 21§20 42 82 168
S—g(wl) T 104 S—g(u&) — 37 S_§<w3) )
1 3 4
P(w1)=§ ; P(w2):§ ; P(w:s):g

1
Prix d’un call sur S? de strike K = 3i10502 ?

i

, S
Meéthode 1. On cherche m.m.e. (rappel : Sj = Eq { a ] ,i=10,1,2).  mesure

1+4+7r
de probabilité sur 2. On note ¢; = Q({w;}).
( SO (wl) SO (WQ) SO (u)3)
. ) 0_ T T T
=0 SO_QI1+7~ LI R L
St(wi) St (wa) St(ws)
Sy Sy Sl
o . 2 _ T\W1 T\W2 (W3

1=1 . S&qu
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i=0 1ZQ1+Q2+Q3 o1
— 221 . 1+7"—q1 +q23 +q36
LTy, e
1 = : r = —_— -
\ Mg T3 T B
( 3
@ =z
<~ = 53
42 = 10
_ L
L #7710
Ainsi il existe un unique m.m.e. (). Donc AOA + marché complet.
150
Call sur S? de strike K = a1 ——87 : La fonction pay-off est la suivante
5 X(wl) =0
— (82 - K), = S? (*;2 _13110) —{ X(w2)=0
X(ws) = 5331

Ainsi le prix a t = 0 est le suivant :

X X (w3) 12
E = =92 =
Q{l—l—r] q31—i—r 0917

M¢éthode 2. Trouver un portefeuille de couverture.
Portefeuille de couverture § : X = Vp() = 0.S7 = 6°.5% + 01.S% + 62.52
On a :
= X(wy) = 6°.5%(wy) + 0151 (wy) + 0%.52(w)
(wg) = 90.5%((4}2) + 91.5711((4}2) + 92.S%<WQ)

Sg 3? X (wg) = 605 (ws) + 015 () + 62,52 (ws)
( 1 2 2
X(wl)zéo(l—kr)—i—(‘)lST(g)S L (?S
Sl Sl S2 SQ
= X(wa) =0(L+7)+0' (§f> +0? (E?
SH(wn)SE 52 (a)S2
X(ws) =601 +7)+6" (gf> +6° (g?
\ 0 0
4
X(wy) = 6 %w 5131 9252%
Ty Ty
8
_ 1ol 2 Q2
| X(wn) =075 105 + S
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90
— | 6'S]
6252

—3600
£
i

287
Donc le prix a t = 0 du portfolio 4 est

Vo(6) = 6°.50 + 0151 + 6252 — S22

0217
Q= {wy,ws,ws}t et r>—1
St S?
ST — €100 S2 = €100
Sh(ws) = €110 | S2(ws) — €120
4 4 2
P(wl)*l—o ; P(w2)*ﬁ ; P(WS)*E

Déterminer r tel qu’il y ait AOA et selon les cas trouver :

un portefeuille d’arbitrage
la m.m.e.

V()

actif d’Arrow - Debreu

a) Calcul de
Par définition, S} = Z Si(w;)B; et i =0,1,2.

Ainsi, en i =0, on a : 1—(1+7“)(61+52+53)

17

L’idée est de déterminer les (3 solution des équations i = 1 et ¢ = 2 et d’ensuite

déterminer (1-+r) grace a I'équation ¢ = 0. On a donc :
i=1 100 = S} = 1208, + 1103, + 8035
i=2 100 = S2 = 14061 + 120535 + 30035

o [ 118+ 86 =10 — 128

<= avec (J; paramétre : { 128, + 385 = 10 — 143,

50 — 76031)

1+ /)

By =
=) %E

AOA = @- > 0, Vz = 1,2,3. Donc f; > 0, d’ot immédiatement 33 >

0. La

seconde équation du systéme précédent nous donne une condition sur 4 qui est la

suivante : 50 o5
-z 1°
0<Pi<25=3 (1)
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b) Calcul du taux spot r

L’équation en 7 = 0 nous permet de le déterminer :

1 1 10 20
T = BBt 8= (1) =B+ 5 (50 = 768) + =(1+5) = )

21 21
Gréce a (17), on en déduit un intervalle sur r :

1 3
2—0N5%<T<%N8,6%

c¢) M.M.E.
( 21
@ =1+7r)8 = b
20-f 760
Gi=0+7r)8= @=0+rfh=5x " —>
o T
+ b1
= 1 == —
| o (1+7)fs = x 05
2
M.M.E<:>AOA<:>O<&<£
d) Actif d’Arrow-Debreu

ei(wj) = 0
Prixat=0dee; = 3
e) Portefeuille de couverture de ¢;

(1 +7) + 0'Sh(wy) + 02S2(w1) = e1(wr)
VT(Q) = €] < 90<1 + 7") + 915%((,02) + 923%(002) = Gl(wg)

0°(1 + 1) + 0'S7(ws) + 0253 (ws) = e1(ws)
Donc, le portefeuille de couverture de e; est :

o 21 3 1
N 14+7r10" 10

f) Détermination de V;(0)

21 1 21
V‘)(Q)__lHrX1+EX1OO+_EX100:_1+T+20
Soitr:% (Donc 3 OA). On a V,(0) = — T +20=0.

L+ o5

Question : 0 est-il un portefeuille d’arbitrage ?
- (@) =0<0— OK

- VT(9)26120—>OK
~ PVa(0) > 0) = Pler > 0) = P({w1}) = 1% -0 - OK

1
Donc 6 est un portefeuille d’arbitrage et § = OA si r = 20



Chapitre 4
Binomial Model

4.1 Definitions

% Un compte de banque S° déterministe et une action S*.
* 2 possibilités d’évolution de ¢t a ¢t + 1.

(o) S7 dasit
Sy S}
(1+7)SY DS}
avec U > D

* Random source : Bernouilli
(Q=A{0,1},P,FAF, =o(v1,...,1)}) V1<t<T

v=(v,..,vr)
Plyyu=1)=p ; Pbu=0)=1-p ; Pw)=p"(1—-p'™

* Exemple : w = (1,0,1,1). Il y a 3 augmentations (1) et une diminution (0),
ainsi on obtient P(w) = p3(1 — p)

4.2 Exemples

Exemple 1 : X est-elle Fy-mesurable si on a X (wp) = 0, X(w1) = 1, X(w;) =
0 Vi=23.7
FAUX car tous les X (w) doivent avoir la méme valeur (Fy = {2, 0})

Exemple 2 : T =3 et donc K =8

19
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wr =(1,1,1)
u)(;:(].,].,O)
ws = (1,0,1)
wy = (1,0,0)
ws =(0,1,1)
wy = (0,1,0)
u)1:<0,0,1)
wo = (0,0,0)
Exemple 3 : Arbre des prix de 'action S*
1
Ona:U:2,D:§etT:3
8wy =(1,1,1)
4
, 2wy =(0,1,1)
1 2:wy=(0,1,1)
Si=1
1 L cwy = (0,0,1)
92 - W1 y Yy
1
5 1
2 5w =(0,0,1)
1
! L (0,0,0)
—twy =
S 0 )

On obtient donc le prix a ¢t dans I'état w :
—at=0,S}(w)=1est connu en 0 (<= Fy-mesurable)
R ot

2 si w € {wsws;wewrt = af
rable avec F; = o(v1) = {Q,0,a1,a5}. (En effet, a; |Ja = Q et a; [ a$ = 0).
1/4 si we {wo;wi}
—at=2,80w)=¢ 1 si we€ {wyws;wys;ws}
4 si w e {ws;wr}

1 ..
Ainsi, S} est F; mesu-
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4.3 Portfolio

SY (déterministe), S* (processus stochastique), 6! : nombre d’'unité de l'actif 7 a
I'instant ¢, 6 : portefeuille (qui est un processus). Alors :

0, Fi— mesurable (c’est a dire 6; connu a I'instant )
et
Vi(0) = 6757 + 0, S}

Le prix a 'instant t est 6,5;, celui en t+1 est 6,S;,1 (On suppose que le portefeuille
n’a pas changé). Le gain de t a t + 1 est donc

G(0) = 0,(Spir — St)

Portefeuille autofinancé 0 : vVt € T, V,(6) = V,(0) + G:(0)

Prix actualisé (discounted) :

—
5= g
_ S0
! (1+7’)t<:'> ﬁzs_tl S,
Sy (T4
Valeur actualisé : V7 (6) = Vg—(f) = 0,5,
t
Gain actualisé : G,(0) = Z 0(Sei1 — Ss)
0<s<t

Utile : Soit § = (6°,0) (temps dans le compte de banque); G;() = 0. Pour
1

général, G,(0) = Z 0, (§i+1 -5,)

0<s<t

Theoréme : 0 self financed <= Vt € {0,...,t — 1}, 0,511 = 01415011

Exemple : 6, = _10 ;

on a : etSt+1 =—-20+ ].OSI}+1 = 9t+15t+1. Ainsi : G?Jrl + 509g+1 = 480

20) ;r=0; S, =50; 0,5, = —20 + 10S}. Le temps passe,



