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E.l.S.T.l. — Département de Mathématiques
1°® année d'ingénieurs

STATISTIQUES DESCRIPTIVES

TD N°4 : statistiques bivariées
Quantitatif-Qualitatif / Quantitatif-Quantitatif

Quantitatif-Qualitatif
Dans une population Q de taille n, on observe deux caractéristiques :
* une qualitative, x={Xy}x-1,..,n, @ p modalités notées, my,...,mj,...,mp

On suppose que les modalités de la série x définissent des sous-populations
Q=0,0..0Q,00Q,nQ.=0,
On peut alors considérer les restrictions de la caractéristiques y sur chacune des sous-
populations et calculer les indicateurs numériques usuels pour chaque modalités de x,
- moyennes: y_l, I=1,...,p

- variances: S, I=1,...,p

Exercice 1 : Formules de décomposition
Montrer que

Calculs longs — A faire
par le prof au tableau

A quoi correspondent les termes sZ et S ?
On définit un indice de liaison entre les deux caractéristiques x et y par le rapport de
corrélation

_ s

S = J——
y I X 2
Sy

Donner un encadrement de S . A quoi correspondent les cas S,,=0 et S,/=1 ?

Exercice 2
Dans une entreprise on étudie le lien entre le salaire mensuel, I'dge et le nombre d’enfants
des cadres supérieurs.
On effectue une premiere étude entre le nombre d’enfants et le salaire.
1) Sur un méme graphique, tracer les boites a moustaches. Commenter.
2) Calculer le rapport de corrélation. Qu’en pensez-vous ?
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individus Age Salaire (k€) | nb enfants nb enfants
1 junior 35 1 0 1 2 3
2 senior 51 3 g 33 35 41 51
3 expert 39 3 4 36 | 40 | 34 | 39
4 expert 40 1 '% 44 46 32 50
5 senior 50 3 ’ 36 49 42 37
6 expert 37 3 36 36 36
7 junior 33 0 35
8 junior 36 0
9 expert 42 2 Effectif 4 5 6 5
10 senior 44 0 Moyenne | 37,25|41,20 | 36,67 | 42,60
11 expert 46 1 Mediane | 36,00 | 40,00 | 35,50 39,00
12 expert 36 2
13 expert 41 2 Variance |22,25|37,70]15,87| 53,30
14 senior 49 1 Ecart-type| 4,72 | 6,14 | 3,98 | 7,30
15 junior 36 0 cv 0,13 | 0,15 | 0,11 | 0,17
16 junior 34 2 Q1 35,25 36,00 | 34,25 | 37,00
17 junior 36 1 Q3 38,00 | 46,00 | 39,75 | 50,00
18 expert 36 3 nQ 2,75 | 10,00| 5,50 | 13,00
19 junior 32 2 m 31,13 | 21,00 | 26,00 | 17,50
20 junior 35 2 M 42,13 | 61,00 | 48,00 | 69,50
Moyenne 39,4
Variance 33,73

Quantitatif-Quantitatif
Dans une population Q de taille n, on observe deux caractéristiques quantitatives continues,
X={Xi}k=1,..n, €t Y={Yik}k=1,.,n, d& mMoyennes X et y et de variances si et 332/'

Exercice 3 : covariance et coefficient de corrélation linéaire et droite de régression
La covariance entre les deux caractéristiques est définie par

Cyy =% (Xk _7)(yk —)7) = %Zxkyk - Xy
k=1

k=1
C’est une forme bilinéaire symétrique, a valeurs réelles, telle que
—_ a2
Cxx - Sx
2 —_ 2 2
Se+y =S¢ S, T2,

Cy, < S5, (inégalité de Cauchy-Schwartz)
On définit alors le coefficient de corrélation linéaire par




E.I.S.T.I. Ingénieurs®®année $tfues Descriptives
1) Montrer que le coefficient de corrélation linéaire est symétrique, a valeurs dans [-1,1]
trés rapide et correspond a la covariance des observations réduites et centrées. A quoi
correspondent les valeurs -1 et +1 ?

La droite de régression de y sur x est construite en minimisant,
n
2
Sa,b) :%Z(yi - (@x, +b)*,
i=1

C’est-a-dire en minimisant la moyenne des écarts au carré entre |'observation y; et la valeur
de la droite au point x;. On obtient alors

. _C S & .
a=—=-=r,—~ et b=y-&.
La série des valeurs prédites par la droite de régression est donnée par
¥, =a; +b,

et les résidus par
e =y —(&; +b).

) Montrer que la moyenne des valeurs prédites est égale a la moyenne de la série
chservée.

) Montrer que les résidus sont de moyenne nulle et sont non corrélés avec la série X.
Qu’est-ce que cela signifie ?

4) Montrer la formule de décomposition de la variance

2 - &2 2
S, =S¢ +S;
ou SE est la variance expliquée par la droite de régression, et—sy—est-ta variance

résiduelle.

tres rapide

Calculs longs — A faire
par le prof au tableau

On peut alors montrer que le coefficient de détermination

2
S

2 _
R® = 2%,
y

qui donne le taux de variance expliquée par la droite de régression, est égale au coefficient
de corrélation linaire au carré, R® = rg .

Exercice 4

On donne pour les six premiers mois de I'année 1982 les nombres d’offres d’emploi
(concernant des emplois durables a temps plein) et de demandes d’emploi (déposées par
des personnes sans emploi, immédiatement disponibles, a la recherche d’'un emploi durable
a plein temps). Les nombres sont exprimés en milliers.

Offres (xi) 61 66,7 75,8 78,6 82,8 87,2
Demandes (y;) | 2034 | 2003,8 | 1964,5 | 1928,2 | 1885,3 | 1867,1

On a les résultats suivants
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X = 7535 y=194715 s’ = 9749 Si = 432914 c,, = —63990

1) Tracer le nuage de points des demandes en fonction des offres.

2) Calculer le coefficient de corrélation linéaire. Conclusion

3) Déterminer la droite de régression. Tracer la droite sur le graphique.

4) Calculer les prévisions et les résidus. Vérifier les hypothéses sur les résidus.

Exercice 5 (PY Bernard, exercices corrigés de statistique descriptive, ed. economica)
Une étude a été menée aupres d’entreprises afin d’établir le lien entre les quantités
commandés d’un bien, Y, et son prix, X et on obtient les observations suivantes.

Prix de Quantités

vente (€) commandées log(Prix) log(Quantités)
95 104 4,55 4,64
130 58 4,87 4,06
148 37 5,00 3,61
210 22 5,35 3,09
250 12 5,52 2,48
330 9 5,80 2,20
Moyenne 5,18 3,35
Variance 0,21 0,88

Covariance -0,43

1) Tracer le nuage de points. Conclusion.

2) On pose u=log(x) et v=log(y). Quelle est la relation entre u et v ?

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre u et v.

4) Trouver la droite de régression de v sur u.

5) En déduire la quantité qui serait commandée si le prix était fixé a 75€.
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Corrections
Exercice 1
Notons yy, ,ki=1,...,n, |a k*™ observation de la caractéristique Y appartenant a la sous-
population Q.

. Décomposition de la moyenne

Y zym 3n|y| ZYkl
k=1

n, k=1
. Decomposmon de la variance
1 1, o
ﬁzn (y| :ﬁzm(yl
1=1 =
p
=n
lz |y| -2yt +y° _1Zn|y|
=1 1=1
Nous avons
S|2 :%Z(ylu _Y|) ’
I k=1
d’ou
2 _1lv e _1v, 1% 2 _1lvy =,
Sk =ﬁzn|5| :ﬁzmn_ Vs = Y1) ZHZZ(VM 2y Y Y )
=1 =1 I k=1 1=1 k=1
1 p N ) 2 p 1 p
=;ZZVH -;Zy ;Z ! =n|
1=1 k=1 1=1 1=1
p n p - lyl p p p
| _ — 5 n —
:%Z Y§|_%Z |n|Y|+lZY| n|:%ZZY§|_%Zn|Y|
1=1 k=1 =1 =1 1=1 k=1 1=1
Donc
p —2 P p —
stosh =LYy -y Iy Sy -y,
1=1 1=1 k=1 I=1
p n n
O T W e
1=1 k=1 k=1

Le premier terme correspond a la variance expliquée par la partition de la série observée X et
le deuxieme terme est un reste appelé variance résiduelle.
e Rapport de corrélation
2
Se
2

Sy

2

Sy

=sg +sp =>0<si <5; = 0< = <1 = 085,81
Cela signifie que sé représente le pourcentage de variabilité de y expliquée par x.
- Sisyx=0alors la variance expliquée est nulle, il n’y a donc aucun lien entre y et x
- Sisyx=1alors la variance expliquée est égale a la variance de y donc y est
entierement expliquée par x.
Attenttion : s /x#s)y,. Cela signifie que si s,/x est proche de 1 alors x permet d’expliquer y mais

pas réciproquement.
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Exercice 2

1) Il ne semble pas y avoir de lien entre nb enfants et
salaire moyen. Plus grande dispersion pour 1 enfant et

3 enfants ...

2)

variance résiduelle 31,96
variance expliquée 6,54
rapport de

corrélation 0,9735

Le rapport de corrélation
d’enfants conditionne le salaire..

$tfues Descriptives

70,00
65,00
60,00 n
55,00

== 1 enfant
50,00 1

=#=Sans enfant
45,00

2 enfants

40,00

=== 3 enfants
35,00
30,00 4
25,00
20,00 N

est tres fort et pourtant il semble absurde de conclure que le nombre
Il n’y a pas de lien direct réel entre les deux caractéristiques

mais la liaison peut venir d’une troisieme variable cachée, par exemple ici I'adge. Les calculs des
coefficients de corrélation montreraient certainement un lien trés important entre le salaire et

I'age et entre I'dge et le nombre d’enfants. En conclusion,

corrélation n’explique pas la causalité.

Exercice 3

1) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
2

O<c
y

C
2 2 xy 2
Xyssﬁsy:OS >, <1=0<r,

il ne faut pas oublier que la

<l=-1s<r1, <1

Les valeurs +1 et -1 correspondent a une relation linéaire parfaite entre x et y, c’est-a-dire a
I’existence de deux coefficients a et b tels que : y=ax+b.

Notons x’={ st_ X Y=1,..n €1 y'={u }=1,.,n les séries observées centrées et réduites.
X Y
lZn) Ve TV) 2 L 115 —x)y, -y)=L Le
n< S, Sy Sy Ntk : s, s,
2)
V=R = g2 +h=agyx ~b=a-b=y
i=1 i=1 i=1
3)
e=138 =11y - (@ +b1=1Yy -alyx -b=y-&-b
i=1 i=1 i=1 i=1
=y-&-(y-&) =0

ax, - b) :lZX Y, —a—Zx
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C
— w2 — Xy ~2 —
_ny_ax_CXY_Sz Sx_o
X

$tfues Descriptives

Cela signifie qu’il ne reste plus « d’information » pour expliquer y par x dans les résidus.

4)
15 15 15
P 1Sy - = 15l -9, 5 -9 =25 - 9 + G, - 9F + 2y, - 9,)5, -9)
SNV D N (S S A B W (V) B AR IR AR (A
i=1 i=1 i=1
n n
> 15y, -9 =LY e =s?care=0
n I I n I e
i=1 i=1
15 3
A~ 2 ~ _ =
> =3y -y =sjcary =y
n
i=1
1y 15 1% 1% 15
s 22 I -V = -y =Y ey -y e =Y ey care=0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
R PN IS :
~ ~ — 7’ h Y
==Ye(ax; +b) =a=) ex, + be =0 d’apreés 3)
n “ n
i=1 i=1
Exercice 4
=LA o = u £ r ™ n 1 3 R L i N
2 2060
3 Offres Demandes Prévisions |Résidus 2040 3
4 61 2034 2041,34] 7,34 wono |
5 66,7 20038 2003,93] 0,13 S
2000
6 75,8 19645 1944,20] 20,30
7 78,6] 19282 1925,82 2,38 . .
g 82,8 18853 1898,25| -12,95 TE 1980 o
] 87,2 1867,1 1869,37 2,27 g 1940 \,\
10| Moyenne 75,35| 1947,15 Moy 1947,15 0,00 1820
11 |Variance 97,49| 4329,14 ok ok 1500
12 |Covariance | -639,90 coef. corr. (e,x) 0,00 1880 y=—5,5539x.+2441,‘?‘%
R2=019702
13 Ok 1860
14 1840 ;
N négatif car 61 56 71 76 81 86
15 coef. corr. (x,y) 0,98 e 'offro st
18 R? 0,97  fortestplusla Offres
17 a -6,56 demande est 25.00
" b 2441,74 bl 2000 *
:i 15,00
21 . 1000
22 T§ 5,00
& & 0,00 . hd T
2 ———1 ot ss . e m ot
= "
26 -10,00
27 . *
28 1200 Offres
29
Exercice 5
Bx

1) Le nuage de point suggére une relation puissance, y=oe

,entrex ety.
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120

100

80

60 < 3

Quantités

40

95 145 195 245 295 345

Prix

2) Si on passe au log de chaque c6té on a In(y)=In(a)+Bx, autrement dit une relation linéaire
v=au+b, ou a=B et b=In(a).

5,00
Prévisions |Résidus 3
4,50 =
4,62 0,02 \
3,98 0,08 = 4,00
o
3,72 -0,11 £ \
=
3,01 0,08 g 350
=
2,66 -0,17 B
£ 300
2,09 0,10
Mo 3,35 0,00 d
¥ : . 2.0 y=-2,0207% + I3E62
R?=0,0851 il
coef. corr. (e,x) 0,00 2,00 ! ! ! ! ! ! !
450 470 490 5,10 5,30 5,50 5,70 5,90
log(Prix)
coef. corr. (x,y) -0,99
R* 0,99
015
a -2,03 010 Py
b 13,86 4 *
0,05
L 4
= 0,00 T T T T T T T
j?a 450 470 4% 510 530 550 570 5,90
2 -005
-0,10 ry
0,15
1 *
1 -0,20
log(Prix)

x=75€ = u=In(x)=4,32 = v=In(y)=-2,03*4,32+13,86=5,09 = y=exp(v)=163,27



