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Chapitre 4

Espérance mathématique -Variance

1 Espérance ou moyenneE[X]

(autres notations) :
E[X] = µX = mX

1 Espérance Mathématique (Cas : Discret et Continu)

Définition 1.1
Soit (Ω, A, P) etX une variable aléatoire sur(Ω, A)

a. Espérance mathématiqueE[X] d’une var. aléatoire discrète :
SoitDX le support etpX la fonction de masse deX alors :

E[X] =
∑

x∈DX

xpX

b. Espérance mathématiqueE[X] d’une var. aléatoire continue :
SoitCX le support etfX la fonction de densité deX alors :

E[X] = µX =
∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

Remarque 1.1

1. Souvent la valeur de l’espérance n’ appartient pas au support de la variable aléatoire

2. Pour le cas discret, l’espérance est équivalente à la moyenne arithmétique des valeurs deX pondérées
par leur probabilité

3. L’existence deE[X] (ou µX ) est équivalente à l’étude de la convergence absolue de la série ou de
l’intégrale au sens de Lebesgue.

4. Interprétation physique de la moyenne dans le cas discret :
On a pour exemples :
a) le centre de gravité des corps matériels ;
b) la distribution de probabilité en moyenne - pour les bactéries en biologie ;
c) appels téléphoniques ou pannes dans la vie courante.
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5. Interprétation physique de la moyenne dans le cas continu :
– Moyenne de densité de probabilité de présence des particules, ou de densité de probabilité des niveaux

d’énergie en mécanique quantique.
– Temps moyen d’attente devant les guichets d’une banque , d’une poste etc.., temps moyen d’attente

de fichiers dans une imprimante etc...
– Temps moyen d’attente avant la première panne d’un appareil, etc...

2 Moments d’une variable

Définition 1.2 (Moment d’une variable aléatoire)
On définit : µ′k = E[Xk] appelé kièmemoment de la variable aléatoireX par rapport à l’origine.

Définition 1.3
On définit : µk = E[(X − µX)k] appelé kièmemoment de la variable aléatoireX par rapport à la

moyenneµX .

Remarque 1.2

1. pourk = 1 µ′1 = µX = E[X]

2. pourk = 1 µ1 = E[(X − µX)] = µX − µX = 0

3. µ2 = E[(X − µX)2]. Interprétation physique : Moment d’inertie.

4. Si ∀x ∈ DX (ou si∀x ∈ CX ) x = C (constante réelle) alors :

E[C] =
∑

x∈DX

xpX(x) =
∑

x∈DX

CpX(x) = C
∑

x∈DX

pX(x) = C

ou,

E[C] =
∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ +∞

−∞
CfX(x)dx = C

∫ +∞

−∞
fX(x)dx = C.
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2 Variance

Définition 2.1 (Varianceσ2
X et écart-typeσX )

SoitX variable aléatoire. On appellevariance deX le moment :

µ2 = E[(X − µX)2] = var[X] = σ2
X

Écart-type deX :
√

σ2
X = σX

Remarque 2.1

1. µX (la moyenne ou espérance) est une mesure de localisation pour la var. aléatoireX.

2. σ2
X est une mesure de dispersion pour la var. aléatoireX.

3. σ2
X > σ2

Y ⇔ le support de la variable aléatoireX est plus dispersé que celui deY (au sens de la loi de
probabilité).

Théorème 2.1
SiX variable aléatoire de varianceσ2

X

⇒ σ2
X = µ′2 − µ2

X

ou
σ2

X = E[X2]− µ2
X = E[X2]− E2[X]

Théorème 2.2
SoitX variable aléatoire de moyenneµX et de varianceσ2

X .
Définissons la var. aléatoireY = aX + b (a, b ∈ R)

⇒ µY = aµX + b et σ2
Y = a2σ2

X

(linéarité de l’espérance et non-linéarité de la variance)

Démonstration :

µY = E[Y ] = E[aX + b] = E[aX] + E[b] = aE[X] + b = aµX + b

et
σ2

Y = E[Y 2]− E2[Y ] = E[a2X2 + b2 + 2abX]− a2µ2
X − b2 − 2abµX = a2σ2

X

Théorème 2.3
SoitX variable aléatoire de moyenneµX et de varianceσ2

X 6= 0, si

Y =
X − µX

σX

⇒
µY = 0; σ2

Y = 1

Y est appelée variable aléatoire centrée réduite.
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Démonstration :

Par application du théorème précédent (aveca =
1

σX
et b =

−µX

σX
) on écrit :

E[Y ] = E[
X − µX

σX
] =

1
σX

(µX − µX) = 0

σ2
Y =

σ2
X

σ2
X

= 1
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