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1. TRANSFORMATIONS

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé. Soient X une variable aléatoire sur (Q,A)
avec X(Q)OR et ¢ une application de R dans R. On pose alors Y=¢(X) et on
suppose que Y est une variable aléatoire.

1.1. Cas ou X et Y sont des variables aléatoires discrétes

Si X est une variable aléatoire discréte de support Dx et de fonction de masse py,
alors Y est une variable aléatoire discrete de support Dy=¢(Dx) et de fonction de
masse

pr(x) si yUD,

Py (X) =9 xT{x,0(x1=y}n Dy
0 sinon

1.2. Cas ou X est une v.a continue et Y est une v.a. discrete

Si X est une variable aléatoire continue de support Dy et de fonction de densité
fx. Si de plus ¢(Dx) est un ensemble discret, alors Y est une variable aléatoire
discréte de support Dy=¢(Dy) et de fonction de masse

f(x)dx si yUD,

Py (X) =9 xcix,6()=y} D,
0 sinon
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1.3. Cas ou X et Y sont des variables aléatoires continues

Supposons que X soit une variable aléatoire continue de support Dx et de
fonction de densité fxy et de fonction de répartition Fx. On suppose de plus que
I’application ¢ est dérivable. On cherche fy et Fy les fonctions de densité et
répartition de la variable Y=¢(X) de support Dy=¢(Dx).

Cas ou ¢ est strictement monotone
Si ¢ est strictement monotone, elle est bijective, donc ¢‘1 existe.
- Si ¢ est strictement croissante, on a Fy(t)=P(X<t)=P(Y<¢(t))=Fy(d(t)), d’ol
F,(1)=F, (p7(1).
En dérivant Fx(x)= Fy($(x)) de chaque coté, on obtient fX(x)=¢'(x)><fY(¢(x)),
soit

_ £ _ (07 (v)

f(y)= = .

=800 T o)

- Si ¢ est strictement décroissante, on a Fy(x)=P(X<x)=P(Y>®(x))=1-Fy(P(x)),
d’ou

00215, (6 10).
En dérivant Fx(t)= 1-Fy($(x)) de chaque coté, on obtient
f(x)==0'(x)xf, ($(x)), soit

 y)=ht) (67 )

S0 (o)

On obtient donc la forme générale,

fom) oo
= lelrw)] ©
0 sinon

Exemple
Soit ¢ la fonction exponentielle, donc ¢ est strictement croissante et ¢ * est la

fonction logarithme. Alors la variable aléatoire Y=¢(X) a son support inclus dans
R, et pour fonction de densité,
f.(n(y)) _f (In(y))

fyly)= =

T explin(y))
Par exemple si X une variable aléatoire continue de loi exponentielle de
parametre 2,

2e7 si x=20
f =
xX) {0 sinon

alors

_J2y? siy>1
£ (y)= .
o) {o si 0<y<1

On peut remarquer que Y est bien une variable aléatoire que Io+wa(y)dy=1.
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Cas ou ¢ est quelconque

Le principe est le méme mais il est difficile de le traiter de fagon général. On
cherche toujours a identifier la fonction de répartition Fy(y) en cherchant
I’antécédent pour X de I’événement Y<y=¢(x).

Par exemple, si Y=X? avec X définie sur R, alors

Fy(y)=P(Y<y)=P(X?<y)=P(—]y <X<\Jy) =F,(\/y)=F, (=/y)

En dérivant, on obtient

£, (v)==2=(f (V) +F (=y)).
(v) ZW( (W) + ()

2. ESPERANCE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE TRANSFORMEE

2.1. Cas ou X est une variable aléatoire discrete

Si X est une variable aléatoire discrete de support Dx et de fonction de masse py,
on rappelle que

E[O(X)]= D" d(x)p, (x) .

XDy
En particulier, la fonction génératrice d’une variable aléatoire discrete est
définie par
— tk
M (1) = > e*py(k),
kODy
et sa fonction caractéristique est donnée par

D, (w)=> e p, (k).

KDy

2.2. Cas ou X est une variable aléatoire continue

Si X est une variable aléatoire continue de support Dy et de fonction de densité
fx, on rappelle que

E[600]= [ d0afy (x)clx.
X
En particulier, la fonction génératrice d’une variable aléatoire continue est
définie par
My (0)= ] e™f, (x)dx,
X
et sa fonction caractéristique est donnée par

@, (w)= jD e™*f (x)dx .

Remarque : Dans les deux cas, il faut s’assurer de la convergence sauf pour la
fonction caractéristique qui converge toujours.
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EXERCICES

Exercice O
Déterminer les fonctions caractéristiques et génératrices des lois usuelles et en
déduire les moments d’ordre un et deux.

Exercice 1
On dit que Y une variable aléatoire continue est de loi Lognormale de parameétres
u et 0 si la variable aléatoire X=InY suit une loi normale d’espérance p et de
variance 02
1) Déterminer le support de Y.
2) Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de la fonction de
répartition de X puis en fonction de la fonction de répartition de la loi
normale N(0,1).

3) Montrer alors que la fonction de densité de Y est

1 _%('”VJ 2 0
———e 2 ° siy>
f(y)= yO+/2TT .

0 sinon

4) Déterminer I’espérance et la variance de Y.

La taille (en millimétre) de grains de sable produits par une entreprise est une
variable aléatoire de une loi Lognormale de parameétres u=0,05 et 62=0,01.
5) Calculer la proportion des grains ayant une taille inférieure a 1 millimétre.
6) Déterminer la taille moyenne des grains.

Exercice 2
La quantité annuelle de précipitations (en cm) dans une certaine région est
distribuée selon une loi normale X d’espérance u=140 et de variance 02=16.
1) Quelle est la probabilité pour que la quantité de précipitations soit
comprise entre 138 et 144 ?
2) Déterminer la quantité de précipitations q pour que P(X>q)=0.2.

Avec le déreglement climatique, les scientifiques prévoient que la quantité de
précipitations dans dix ans sera distribuée selon une nouvelle variable aléatoire
définie par
Y=X2.
3) Déterminer le support de Y.
4) Calculer la fonction de répartition de Y (Fy) en fonction de celle de X (Fy).
5) En déduire la fonction de densité de Y.

Exercice 3
Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. On définit alors
Y=|X].
1) Définir le support de Y.
2) Déterminer sa fonction de densité.
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Exercice 4

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de
Poisson de parameétres respectifs A; et A, tels que A1+A,=1.

On note D, (resp.DXZ) le support de X; (resp. X,), et F; (resp. F,) la fonction de

répartition associée a X1 (resp. Xy).

1) On définit une nouvelle variable aléatoire par Y=max(Xy,X;). Quel est le
support de Y ? Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de F; et
Fz.

2) Soit maintenant la variable aléatoire Z=X{+X,.
(a) Quel est le support de Z ?
(b) Exprimer la fonction génératrice des moments de Z en fonction de

celles de X; et X,.

(c) Calculer P(Z2=0), P(Z=1), P(Z=2).
(d) Déterminer la fonction de masse associée a Z.

k
On rappelle la formule du binéme du Newton : (a+b)“ = > C,a'b*”
i=0



