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CHAPITRE 1 : TRANSFORMATIONS DE
VARIABLES ALEATOIRES X — Y=¢(X)

1. TRANSFORMATIONS

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé. Soient X une variabkatire sur Q,A)
avec XQ)OR et ¢ une application deR dansR. On pose alors Yé&(X) et on
suppose que Y est une variable aléatoire.

1.1. Cas ou X et Y sont des variables aléatoires dissret

Si X est une variable aléatoire discrete de supyrtet de fonction de masse,p
alors Y est une variable aléatoire discrete de suppy=¢(Dx) et de fonction de
masse

Z Py (X) siy D,
Py (X) = §xo{x.60()=y}n Dy .
0 sinon

1.2. Cas ou X est une v.a continue et Y est une v.ardis

Si X est une variable aléatoire continue de supidstet de fonction de densité
fx. Si de plus¢(Dx) est un ensemble discret, alors Y est une variabéatoire
discréte de support\3>¢(Dx) et de fonction de masse

jf(x)dx siy 0D,
Py (X) = < x0{x.6(x)=y} n Dy :
0 sinon

1.3. Cas ou X et Y sont des variables aléatoires com$snu

Supposons que X soit une variable aléatoire comtide support R et de fonction
de densité f et de fonction de répartition xf On suppose de plus que
I'application ¢ est dérivable. On cherche fet K, les fonctions de densité et
réepartition de la variable Y¢{X) de support @=¢(Dx).

Cas ou¢ est strictement monotone
Si ¢ est strictement monotone, elle est bijective, ddfcexiste.
- Si ¢ est strictement croissante, on (=P (X<t)=P(Y<¢(t))=Fv($(t)),
d’ou

R (t) = R (07 (t).
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En dérivant k(x)= Fy(¢(x)) de chaque coté, on obtient

f () = ¢'(x) x T, (9(x)), soit
) _ (07 w)

fo(y) == = - :

=900 T 9o )

- Si ¢ est strictement décroissante, on,@d =P (X<x)=P(Y>p(x))=1-
Fy(¢(x)), d’ou

R, (x) =1- R (67 ().
En dérivant k(t)= 1-~/(¢(x)) de chaque coté, on obtient
fx (x) = =¢'(x) x f, (6(x)), soit

f (y) =

On obtient donc la forme générale,
LOMW)
- sty D
f,) =100 W) "

0 sinon

L - _ferwm)
¢’ ¢le7)

Exemple
Soit ¢ la fonction exponentielle, don¢ est strictement croissante ét’ est la

fonction logarithme. Alors la variable aléatoire ¥EX) a son support inclus dans
R, et pour fonction de densité,
f(Inw)) _ fx(In(y))

f = =
W)= oxelin(y) y
Par exemple si X une variable aléatoire continudadexponentielle de paramétre

21
2 six=20
fy(x) = {

0 sinon
alors
2y siy>1

fu(y) = .
) {o si0sy<1

On peut remarquer que Y est bien une variable alé&atquej.(:w f, (y)dy = 1.

Cas ou¢ est quelconque

Le principe est le méme mais il est difficile de tiaiter de facon général. On
cherche toujours a identifier la fonction de rép@nh Fy(y) en cherchant
I'antécédent pour X de I'événement Y <g&x).

Par exemple, si Y=Xavec X définie suRR, alors

Fv(y)=P(Y<y)=P(X¥<y)=P(-y <X <./y)=F(Jy) - F(=/y)

En dérivant, on obtient

_ 1 _
=5 [t (Jy) + ()
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2. ESPERANCE DUNE VARIABLE ALEATOIRE
TRANSFORMEE

2.1. Cas ou X est une variable aléatoire discrete

Si X est une variable aléatoire discrete de supyrtet de fonction de masse,p
alors

E[00)] = 3 ¢ (x)pc () .

x0ODy

2.2. Cas ou X est une variable aléatoire continue

Si X est une variable aléatoire continue de supidstet de fonction de densité
fx, alors

E[0CO] = [, o0fx (xdx.

Remarque Dans les deux cas, il faut s’assurer de la cogeece.
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CHAPITRE 2 : CONVERGENCE DUNE
SUITE DE VARIABLES ALEATOIRES

1. CONVERGENCE EN LOI
1.1. Définition

Soient I'espace probabilis&(A,P) et une suite de variables aléatoires,.X, X
sur @Q,A). Notons k,...,F, les fonctions de répartition correspondantes. ditn
gue la suite {X,...,Xp}convergeen loi vers une variable aléatoire X de fonction
de répartition F si

lim F (t) = K1)

n - +oo
pour tout t appartenant au domaine de continuitéd€e type de convergence est

noté
L

X, _, X ou bienlim X, 6 =X (L).

n - +oo

Exemple: Nous avons vu au chapitre 7 que la loi binomiateverge en loi vers
une loi de Poisson.

1.2. Théoreme de la limite centrale

Théoreme(théoréme de la limite centrale)
Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires indépendantesméme loi telle
que E(X)=p et var(X)=c?. Alors la variable aléatoire

Xi —H

_ 1
Y =+
n\m;c

converge en loi vers une variable aléatoire Y dadamale centrée réduite,
L

Y, . N(OD

n L
1 o’
=3 — X N y T
n gl i - (U n )
Ce théoreme joue un rdle capital en statistiquel@&ude de somme de variables
aléatoires indépendantes est primordial.

1.3. Applications du théoreme de la limite centrale

Convergence de la loi binomiale vers la loi normale
Soit Xi,...,Xn une suite de variables aléatoires indépendantedoddinomiale
b(n,p), alors

L

Xn—Np_ ., N(©Y.

np - p)
En pratique, on utilise cette approximation lorsqx&0, np>5 et n(1-p}r5.
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Convergence de la loi de Poisson vers la loi noemal
Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires indépendantesoidee Poisson

P(A), alors

X, -\ “

\/X -

En pratique, on utilise cette approximation lorsque0.

N (01).

X~b(n,p)
n =30 U = np
n230 _ np25 3{2_
{pSO.l:”\_np {n(l_p)zs o’ = npL - p)
o
A=220=>
v g?=A v
X~P(\) > | X~N(p.09)

2. CONVERGENCE EN PROBABILITES

2.1. Définition

Soit I'espace probabilisé, A,P). Une suite de variables aléatoires, X.,X, sur
(Q,A) convergeen probabilitésvers une variable aléatoire X si
De>0, lim P{| X, - X|2¢|=0.

Ce type de convergence est noté
P

X, _, X ou bienlm X, =X (P).

n - +oo

2.2. Loi faible des grands nombres

Soit Xi,...,X, une suite de variables aléatoires pas nécessaiemdépendantes
telles que E(X existe. On dit que la suite obéit a la loi failWles grands nombres
si la variable aléatoire

Y, =

S

> (X, - E(X)) = E(X) - - X E(X),
i=1 i=1
converge en probabilité 0.

Théoréme
Si Xg,...,X, une suite de variables aléatoires indépendantesm&mae loi telle que

E(Xi)=u, alors la suite obéit a la loi faible des gramambres,.e
P

%zxi — H.

i=1
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3. CONVERGENCE PRESQUE SURE
3.1. Deéfinition

Soit I'’espace probabilisé),A,P). Une suite de variables aléatoires, X, X, sur
(Q,A) convergepresque srementers une variable aléatoire X si

lim X = x} =1,

n - +oo

Ce type de convergence est noté
ps

X, —, X ou bienlim X 6 =X (ps).

n - +oo

3.2. Loi forte des grands nombres

Soit Xi,...,Xn une suite de variables aléatoires pas nécessamemdépendantes
telles que E(X et var(X) existent. On dit que la suite obéit a la loi ®rdes
grands nombres si la variable aléatoire

Yo =43 (X - E(X) = EX) - 1 3 E(X),
i=1 i=1

converge presque srement vers 0.

Théoréme

Si Xg,...,X, une suite de variables aléatoires indépendantesm&me loi telle que

E(X;)=p et var(X)=c?, alors la suite obéit a la loi forte des grand moes,i.e
ps

1 n

4. CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE

Soit I'espace probabilis&),A,P) et une suite de variables aléatoireg.X, X, sur
(Q,A) telles que E(X et E(X?) existent. On dit que la suite converge moyenne
guadratiquevers une variable aléatoire X si

im E[(x, -%)?2] =o0.

n - +oo
Ce type de convergence est noté
mq

X, —, X ou bienlim X, =X (mg).

n - +oo
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5. LIENS ENTRE LES DIFFERENTS TYPES DE CONVERGENCE

Convergence
en moyenne
guadratique

Convergence /

presque slre

Convergence Convergence
en probabilités| — en loi

6. QUELQUES INEGALITES

Théoréme: Soit X une v.a. sur(f, A,P) et g une fonction. Alors pour tout ¢c>0, on a
Flo(x) 2 < )]

Inégalité de Markov g(X) =[X —E(X)|’

Pl ~E00" 2 cp]sM
Cp

Inégalité de Tchebychevc=3,/var(X)
P[|x ~-E(X)| =3 var(x)]

<
_62
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CHAPITRE 3 : CHAINES DE MARKOV A
TEMPS DISCRET

Dans ce chapitre, nous allons étudier une suitevamables aléatoires {¥noy
dont la définition est assez élémentaire mais garnpet tout de méme une
description mathématique de nombreux phénomeénesta@té&s rencontrés en
pratique.

1.DEFINITION D'UNE CHAINE DE MARKOV A TEMPS
DISCRET

Soient Q,A,P) un espace probabilisé et fB,un espace mesurable ou Ex{&ll}

est un ensemble fini ou dénombrable.

Définition

Soit {Xn}noy UNe suite de variables aléatoires définie QuavecN I'ensemble des

temps et E I'espace des états. On dit que}{X, est unechaine de Marko\si
n-1

pour tout (n+1)-uplet (g...,) d’éléments de E tel quE(ﬂ[Xi =e])#0,0na
i=0

P(X, = en|X0 =€y, Xy = €,4) =P(X, = en| Xo1 =€)

Interprétation

Cela signifie que la loi conditionnelle de,>achant (X,...,X,.1) est la méme que
la loi conditionnelle de X sachant X.;. Si on considere que I'indice n représente
le temps, alors cette propriété traduit le fait daeefutur (n) ne dépend du passé
(0,1,...,n-1) qu’a travers le présent (n-1).

Exemple 1(marche aléatoire sw)

On pose EZ. Soit {Yn}noy UNe suite de variables aléatoires réelles indépptab
de méme loi telle que pour toufllN, P[Y,=1]=p et P[Y,=-1]=1-p ou O<p<1l. Pour
tout NN, on pose X=YotY1+...+Y,. Alors {X;}noy €St une chaine de Markov.
Définition

Une chaine de Markov {¥ .o, est ditehomogenesi pour tout gJE et pour tout
e0JE tel que P(X.1=€)#0, la probabilité conditionnell®(X, =¢/| X,, =€) ne
dépend pas de n.

Exemple 2(Propagation de maladie)

Un individu vit dans un milieu ou il est suscepgbdl’attraper une maladie par
pigire d’insecte. Il peut étre dans l'un des tr@iats suivants : immunisé (1),

malade (2), non malade et non immunisé (3). D’unismd l'autre son état peut
changer selon les regles suivantes :

10
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e étant immunisé, il peut le rester avec une prohthid,9 ou passer a
I’état (3) avec une probabilité 0,1
e étant a I'état (3), il peut le rester avec une @pibité 0,5 ou tomber
malade avec une probabilité 0,5
» étant malade, il peut le rester avec une probabiit2 ou devenir
immunisé avec une probabilité 0,8.
On remarque que I'état dans lequel sera la persd@maois prochain, ne dépend
gue de son état actuel mais pas de son passif.tZapart, les probabilité de
transition d'un état a l'autre sont stables au sowdles mois. Donc la chaine
décrivant I’état d’'une personne est une chaine @&ekidv homogene.

1.MATRICE DE TRANSITION

Soit {Xn}noy Une chaine de Markov homogéne.
Définition
La chaine étant homogene, on ngig=P(X, = ej| X, =€ ). Cette probabilité

est appelégrobabilité de transitionde I'état ¢ a I'état ). On appellematrice de
transitionde la chaine {X} oy, la matrice P=(p).

Remarque
E est un ensemble fini ou dénombrable. Dans leata& n’est pas fini, on parle

encore de « matrice ».

Exemple 2(suite)
Pour cet exemple, on obtient la matrice de trapsiti

09 0 01
P=/08 02 O
0 05 05

Propriéteé

La matrice P est une matrice stochastique (cf. aahe

Exemple 3(Chaine d’Ehrenfest)

Soit dON 7, On dispose de d objets numérotés de 1 & d répdatns deux urnes A
et B. On choisit au hasard un entier k dans {Id}.et on change d’urne I'objet
numéroté k. On note Xle nombre d'objet dans l'urne A aprés n tirages
indépendants. {¥}noy est alors un chaine de Markov homogene a valearsd

E={0,1,...,d} et on a pour tous LJ{1,...,d+1}

0 si|i-j|22

p, =P(X, =j-1X,,=i-1)= d'(;” sij=i+1

o sij=ia
d

La matrice de transition P est de taille d+1 dédipar

" Ce modeéle a été utilisé par Paul et Tatiana Ehgsnpour étudier le transfert de chaleur entre
les molécules dans un gaz.

11
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010 - - 0
go%'.
P::.. ol
a1 . 1

d °d

0. .o 010

2.LOI DE PROBABILITE D ETAT

Soit {Xn}noy une chaine de Markov homogéne a valeurs dans E=ép;} sa
matrice de transition.

2.1. Loi de probabilité a I'instant n
Définition
Pour tout entier N et pour tout glE, i0l, on note la probabilitég(n)=P(X,=€)
et le vecteur lignet(n)=(15(n))io.
Le vecteurt(n) définit une probabilité sur (B) appeléeloi a I'instant nde la
chaine{X}noy -
On appelleoi initiale de la chaine{X} oy le vecteurt(0).

Remarque
m(n) est un vecteur de probabilité donc la sommee&® composantes est égale a 1.

Exemple 2(suite)
Une personne saine arrivant dans ce milieu a unancd sur dix d’étre

immunisée, c’est-a-dire que 1(0)=(0.1,0,0.9). On calcule alors que
m(3)=(0.70,0.14,0.16). Cela signifie par exemple,/ agpués 3 mois la personne a
70% de chance d’étre immunisée.

Exemple 3(suite)
Supposons qu’initialement, il y a un objet dansrihe A et deux dans l'urne B

(d=3). Alors 1m(0)=(0,1,0,0) et par exemplai(4)=(0,0.11,0.64,0.25). Ce qui
signifie entre autre que la probabilité d’avoir ancobjet dans I'urne A apres 4
tirages est nulle.

2.2. Probabilité de transition en n étapes

Définition
Pour tout entier AN, on définit la matrice des probabilités de trarmiten n
étapes,

pMm = (p;”))i’jDI ou pé”) =P(X, = ej|XO =¢), Ue,gUE.

Propriété

Pour tout entier AN, on a
p(M=p"
mi(n)= 1(0)P"

Remarqueformule de Chapman- Kolmogorov)
La formule matricielle de B-P"P""™ s’écrit

12
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pi” =2 PP "
kOl
et s’interpréte de la fagcon suivantaller de @ & g en n pas, c’est aller de @ un

certain état @ en m pas, puis dec@& § en m-n pas.
2.3. Graphe d’'une chaine de Markov

La propriété précédente montre qu'une chaine de kbhar homogéne est
entierement définie par sa loi initial€0) et sa matrice de transition P.

Le graphe associé a la chaine de MarkoyKx, est défini par

- ses sommets qui représentent les états du systemE)(
- ses arétes (b j) associées aux probabilités de transitign p

Exemple 2(suite)
YANE D

(1) (2)
0.1& )0.5
(3)
(>
0.5
Exemple 3(suite)
1 2/3 1/3
VAN
(0) (1) (2)
1/3 2/3 1

Exemple 4
Soit {Xp}noy Une chaine de Markov homogéne a valeurs dans E=#},. de

matrice de transition
0 0

o

(>1/2

/—\
P= " 1/2 (>(1) (3@1/2 f\ /Q

5)

O Nl

O Nl
Al
Al

o
o

O O vk
O O O nk
O O vk

Al N
ANlw N-

Un graphe permet donc : 3/4
- de voir directement si on peut passer d’'un étdaatie en un temps fini
- d’étudier les propriétés des états du systemege¥)

13



E.I.S.T.l. Ingénieurs %®année

3.CLASSIFICATION DES ETATS

Soit {Xn}noy une chaine de Markov homogene a valeurs dans E=¢p;P sa
matrice de transition.

3.1. Propriétés des états

Définition
Soit g un état de E. On appellgériode de ¢ I’entier d défini par le pgcd des
longueurs des chemins partant deeearrivant a g

di=pgcd{n>0, p” > Q.
Si d=1, on dit que I'état eest apériodique sinon I'état e est périodique de
période d.
Exemples 2, 3 et {suite)
Pour les exemples 2 et 4, tous les états sont a@inies puisque pour tout
i0{1,...,5}, on ap® =p, > Q C’est-a-dire que I'on peut revenir sur I'étaten
une étape. Pour I’exemple 3, tous les états sorpgé&teode 2 car il faut un nombre
pair d’étapes pour revenir a un état.

Exemple 5
Soit une chaine de Markov homogéne de matrice aesition

010
P={0 0 1].
1 00
On a pour tout AN,

1 00 010 0 01

P"=1,=/0 1 0, P*=P=|0 0 1|etP™2=P?=|1 0 0.

0 01 1 00 010

On remarque que pour i=1,2,3, onp™? = p*2 = =1> 0, donc les

trois états sont de période 3.

e0 p™
Définition
Soit g un état de E. On dit que estrécurrentsi,

0 X, =e|X, :eijzl.
n=1

Dans le cas contraire on dit queesst un étatranscientou transitoire.

Cela signifie que si le systeme est initialement'é&at g alors le systéeme est
certain de repasser par |I'étaten un temps fini.

Exemple 4(suite)

L'état (1) est récurrent et I'état (2) est transieo

Propriéte

Un état ¢JE est récurrent (resp. transitoire) si et seulensna série,
2P
nON

diverge (resp. converge)

14
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Exemple 5(suite)

e = 2™+ Y+ 3 p Y = 31

nON nON nON nON nON
Cette série diverge donc tous les états sont réowst Si on trace le graphe de la
chaine, on voit que cela représente un boucle.
Définition
Soit g un état de E. On dit que estabsorbantsi,
OnON, p =1,

Cela signifie que quand le systeme se trouve aat’'@t il ne peut plus en sortir.
On remarque gu’un état absorbant est nécessaireapmriodique et récurrent.

3.2. Regroupement des états par classes d’équivalence

Définition
Soient ¢ et g deux états de E. On dit queet @ communiquensi I’on peut passer
de I'état ¢ a I'état ¢ et de I'etat pa I’état @ avec des probabilités non nulles,

Soit i = |
€ < & 7 soit th21,p” >0 et (m=1,p™ >0

Cette relation entre deux éléments de E définit velation d’équivalence sur E.
On dit alors que les états et @ appartiennent a la ménodasse d’équivalence

Propriéte
Les états d’'une méme classe ont les mémes propgtiété
On parle alors de classe récurrente, classe traingjtclasse périodique, classe
apériodigue ou classe absorbante. On remarque que
- siune classe est récurrente, il est impossible d'ertir,
- si une classe est transitoire alors il est posstbén sortir mais dans ce cas
le processus ne pourra plus y retourner,
- siune classe est absorbante alors elle ne compgahth seul état.

Exemple 4(suite)
En observant le graphe, on voit que la chaine admms$ classes : {ges} classe

recurrente, {g} classe transitoire et {ges} classe récurrente.
Définition
Une chaine de Markov est diteéductible si elle nadmet qu’une seule classe.

Exemple 3(suite)
En observant le graphe, on voit que tous les étatamuniquent, il n’y a donc

gu’une seule classe. Les chaines d’Ehrenfest sont drréductibles.

Remarque
Afin de calculer plus facilement"Pil peut étre intéressant de re-numéroter les

états par classes. Dans I'exemple précédent, sichiange get g alors la matrice
de transposition s’écrit,
j etB =

_(A O A —
P—(O B),ouA—(

N~ N
N N
O Onle
Al Nl A
FNIRYNI SN
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4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

Soit {Xn}noy une chaine de Markov homogene a valeurs dans E=¢p;P sa
matrice de transition.

4.1. Définitions et propriétés

Définition
Un vecteurtt définissant une probabilité sur Eg OiJl, 0<mi<1 et Z1=1) est
appelédistribution stationnaireou régime stationnairede la chaine de Markov
{Xn}noy Si et seulement si,

n=rnP.

Cela signifie quat est_unvecteur propre de P associé a la valeur propre 1.

On sait que la loi de la chaine de Markov au tempsstri(n)= m(0)P". Si la loi
initiale 1(0) est, alors la loi au temps n sera ausspour tout n. Ce qui justifie
le qualitatif de stationnaire.

Exemple 2(suite)
P (m, 1, ) 82 002 %1 (m, T, T) {T[Z = 123,
TP=TT <= . . = =
* *lo 05 05 ’ T, = 02m,

En utilisant le fait quem+m+1ms=1, on obtient la distribution stationnaire
1=(0.755,0.094,0.151).

Exemple 4(suite)

m =0

:(nl m, 1,; T, T[s) < {T[.L:n:%
T, = 2T,

mP=t - (m m, ™ T, )

O Nl Ol

O On O
O Nl Ol

sl O el O
sl O sl O

o
o
(@)

En utilisant le fait que m+m+m+y+T5=1, on peut par exemple avoir
m=(1/2,0,1/2,0,0) out=(0,0,0,1/3,2/3). On voit clairement qu’il 'y a painicité
de la distribution stationnaire.

Exemple 6
Déterminer une distribution stationnaire a la cleite Markov de matrice de

transition

= Ol
[@XN[E¥N

[@ NN

Propriété
Si E est fini, alors toutes chaine de Markov homuga valeurs dans E posséde au
moins une distribution stationnaire.

Propriété
Une chaine de Markov admet une unique distribustationnaire si et seulement
si elle ne posséde qu’une seule classe récurrente.
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Exemple 6(suite)
Si on trace le graphe de la chaine, on voit qu'iy m qu'une seule classe

récurrente. Effectivement, il n’y a qu’une seulestdibution stationnaire.

Exemple 7
Soit la chaine de Markov définie par

P=

(o) NoNe)

eololoNe)
O O e
= O Onl-

En tracant le graphe de la chaine, on voit qu’'d geux classes récurrentes {2} et
{3,4}, ce qui exclut I'existence d’'une seule didtution stationnaire. En effet, on
trouver=(0,1-20,a,a) avec Ga<l1/2.

4.2. Comportement asymptotique

Définition
On appelledistribution limite ou régime permanentde la chaine de Markov
{Xn}noy le vecteur de probabilit& (i.e OidIl, 0sm<l etZm=1) tel que

= lim 1(n).

n - +oo

Remarque Si un état eest transcient alorkm m;(n) = .0
n- 4o

Etant donné quelim 1(n) = lim T(O)P", il pourrait y avoir une distribution limite
n - +oo n - +oo

pour chaque loi initialet(0).

Définition

On dit que la chaine de Markov {X.,oy estergodiquesi et seulement si elle

admet une unique distribution limite indépendanéela loi initiale 11(0).

Propriété

Si une chaine admet une distribution limite alorette distribution est
stationnaire. Si la chaine est ergodique alors Isstribution limite est
nécessairement I'unique distribution stationnaieeld chaine.

On peut noter que si la chaine admet plusieursrithistions stationnaires alors
elle ne peut étre ergodique. Par exemple, les @widEhrenfest ne sont pas
ergodiques.

Propriété
Si une chaine de Markov est apériodique et irréidlietalors elle est ergodique.

Proprieté

Une chaine de Markov de matrice de transition Peegbdique si et seulement si
la valeur propre 1 de P est simple et si toute eutaleur propre de P est de
module strictement inférieure a 1.

Exemple 2(suite)

Les valeurs propres de la matrice de transitiontsap=1, A,=0.3-0.2 et
A3=0.3+0.4. On remarque qué,0=0A30=0.36<1, donc la chaine est ergodique
(on pouvait aussi remarquer que la chaine est agérue et irréductible). On peut
donc en déduire que la distribution limite est liatdbution stationnaire calculée
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précédemment=(0.755,0.094,0.151). Cela signifie que quel qué Eétat de la
personne initialement, a terme elle a 75% de chatiége immunisée.

5.DELAIS ET PROBABILITE D ATTEINTE

Soit {Xn}noy Une chaine de Markov homogéne a valeurs dans E=¢p;P sa
matrice de transition.

5.1. Délais et probabilité d’absorption

Supposons que la chaine admette des états abserbant est généralement
intéressé par les deux questions suivantes :
» Combien de temps faudra-t-il pour que le processo# absorbé étant
donné son état initial ?
> S’il existe plusieurs états absorbants, quelle kstprobabilité pour le
processus d’étre absorbé par un état donné ?

Pour répondre a ces questions, il est nécessaiirtrdduire les quantités
suivantes :
* N;: le nombre de transitions jusqu’a I'absorption gartant de I'état initial
€

= ni=E(N;) : le temps moyen jusqu’a I'absorption en partdatl’état ¢
* b; : probabilité que le processus soit absorbé d&tatl g si son état initial
est g

Remarque
Si I’état g est absorbant, on g0, bj=1 et jj=0 si jZi.

Exemple 8
Soit la chaine de Markov définie par

P=

O rlw O
O Onle
BRI Y 15

On considére Nle nombre de transitions pour arriver a I'étatlBarption (3) en
partant de I’état (1). On trouve
P(lel):% P(N1:2):%x% P(N:L:S):%X%X% P(N1:4):%X%X%X
P(N, =2k -1) =1(2)" et P(N, = 2k) = 1(2)**, k=1,2,...
On en déduit

N

n =E(N) =Y 2k -D3() 7T+ X @0)3(E) = 24
k=1 k=1
Si on part de I'état (1), il faudra en moyenne 2dités de temps pour que le

processus soit absorbé.

Propriété
Soit S I'ensemble des états non absorbants. Alarsr gout i tel que €IS, les
quantités pet h; sont les solutions des systémes d’équations :

n :l+zpiknk
S

b, =p; +> Py by . OjOS.
kS
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Exemple 8 (suite)
On a S={(1),(2)}. On obtient le systéme d’équations

— - 1
{nl =1+p;yn, + PN, _1+En2

s = n;=2.4 et n=2.8
N, =1+p,N; +Pyun, =1+3N,

Exemple 9
Soit la chaine de Markov définie par

P=

O O wkk
ovrvk OO0
O OwhO
Pl OO

Les états (1) et (4) sont absorbants, donc S={83),(On obtient le premier
systéme d’équations
{nz =1+pyn, +Pyng =1+45nN,
Ny =1+ Pg,N, + Py =1+35n,
Donc que I'on parte de I'état (2) ou (3) le tempsalbkorption est a peu prés le
méme. Pour savoir si on a plus de chance que lanehsoit absorbée par I'état (1)
ou I'état (4), on résout les systémes suivants,

{b21 = p21 + p22b21 + p23b31 = % +%b31
b31 = p31 + p32b21 + p33b31 %b21
{b24 = p24 + p22b22 + p23b34 =%b34
Das = Pay + P30y + Pasbs =5+ 35Dy,
Donc si initialement la chaine est a I'état (2)yik autant de chance qu’elle soit

absorbée par (1) ou (4), en revanche si I'étatiahieést (3), il y a trois fois plus de
chance que la chaine soit absorbée par I'état (4).

= Ny=2.25 et R=2.5

= b21:O.5 et Q]_:O.ZS

= b24:0.5 et Q4=075

5.2. Délais et probabilité d’atteinte

Si on considére une chaine ne comprenant pas dababrbant. Soit jel’état
initial et g et g deux états différents de.eAlors les deux quantités suivantes
peuvent présenter un intérét pratique.
> Le temps moyen nécessaire pour que le processwse e |'état gpour la
premiere fois élais moyen d’atteinteu premier passage
> La probabilité d’atteindre I'étatjeavant g.

Pour les calculer, on utilise les délais et probiéds d’absorption définis
précédemment. Pour cela on modifie la matrice adgadition P en transformant
I’état g en éetat absorbant, si on cherche le délai d’ateginu en transformant les
états ¢ et g en états absorbants, si on cherche la probahiliaéteinte. Soit P la
matrice ainsi obtenue. On détermine alors relatigrtra P, le temps d’absorption
moyen R et la probabilité d’absorptionijB, et on obtient ainsi les deux quantités
cherchées.

Exemple 10
Soit un tétraedre régulier dont les sommets somhénotés de 1 a 4. Un robot qui

se trouve initialement en 1 met une minute pourcparir une aréte. Arrivé en un
sommet il choisit avec la méme probabilité 'unesdeois arétes pour continuer sa
route. Quel est le temps moyen T nécessaire pairatre le sommet 4 ? Quelle

19



E.I.S.T.l. Ingénieurs %®année

est la probabilité p d’atteindre le sommet 4 sadhgn’'il y a de la colle au
sommet 2 ?

11
Wk wlk o~ O
Wk wlk-k O wl-

wlk O wl- wl-
O wlk wlk wl-

Il Ny a pas d’état absorbant donc le robot pourrabntinuer son voyage
indéfiniment. Si on rend I’ etat (4) absorbant, alu1t remplacer la derniére ligne de
P par (0,0,0,1) pour avoir POn trouve alors n=n, =ns =3=T, donc il lui faudra
en moyenne 3 min pour atteindre le sommet 4. Splde, on transforme I'état (2)
en état absorbant, alors la probabilité qu’il sa@bsorbé par I'état (4) est
b14*=p:0.5.

Propriétés

Notons iy le délais moyen d’atteinte de I'étaten partant de I'etatie

. A . 1 N L .
- Sila chaine est ergodique along =—, ot est le régime permanent de la
Tt

chaine.
- Si la chaine est irréductible alors nous avons ¥yst&ame d’équations
n; :1+zpiknkj :

k#j

20



E.I.S.T.l. Ingénieurs %®année

ANNEXE : Matrices stochastiques

Un vecteurm=(1y,Ty,...,T,) est unvecteur de probabilitési ses composantes sont
comprises entre 0 et 1 et si leur somme vaut 1.

Une matrice carrée P={p0M,(R) est ditestochastiquesi tous ses termes sont

compris entre 0 et 1 et si la somme des termeshdgue ligne vaut 1 c’est-a-dire
si chaque ligne est un vecteur de probabilité :
Oi,j0{1,...,n}, 0<p;j<1

0i0{1,...,n}, > p; =1 (somme de la ligne i)

=1

Exemple
La matrice R est stochastique et la matrice e I'est pas,
010 3 0 2
PR=l3 ¢ b|eth =3 ¢ -4
12 0 12 1
3 3 2 3 3

Propriétés générales
Si A et B sont deux matrices stochastiques alors
- AB est une matrice stochastique
- Pour tout entier mN, A" est une matrice stochastique

Propriétés sur les vecteurs et valeurs propres

- Toute matrice stochastique admet 1 comme valeupn.o

- Il existe un vecteur proprg associé a la valeur propre 1 qui définit une
distribution de probabilité, c’est-a-dire tel que est un vecteur de
probabilité.

- La valeur propre 1 est la seule a laquelle on peEstocier un vecteur de
probabilité comme vecteur propre.

- Toute valeur propre a un module inférieur a 1.

- Si le module d’'une valeur propre est égale a 1 saloelle-ci est une
racine de l'unité.
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