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Chapitre 9

Indépendance des variables aléatoires

1 Variables aléatoires indépendantes

Définition 1.1
Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P)donc (X, Y): (2, A, P) — (Rx R, B)
On dit que X, Y sont indépendantes si quelque soit le couple de boréliens B;, B;, ona:

PH{X € B;}n{Y € B;}| = P[{X € B;}]P[{Y € B;}]
Autrement : la loi de probabilité Pxy du couple (X, Y') est égale au produit des lois Px et Py :
Pxy = Px Py

Définition 1.2 (Généralisation)
Soient { X7, Xo,...X,} une famille de variables aléatoires définies sur (€2, .4, P) donc

{X1, Xo,... X} (2, A, P)— (R", B(R"))

On dit que ces variables aléatoires sont indépendantes si quelque soient les boréliens By,... B,,ona:

n n

P[({Xi € Bi}] = [[IP{X; € Bi}]

i=1 =1

Théoreme 1.1
Si deux variables aléatoires X1 et Xy sont indépendantes :
(P{X1 € A}N {X; € BY] = P[{X: € A}] P[{X, € B}))
Remarque 1.1
Attention : La réciproque n’est pas toujours vraie !

2 Variables aléatoires dépendantes

Définition 2.1
PH{Xi € i} n{X; € 4;}] =P[X; € Ai}{X; € 4;}] P[{X; € 4;}]

& PH{X.X,}€ A A=A, n A
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1 Covariance de deux variables aléatoires X;, X,
Définition 2.2

cov[ X1, Xo] = E[(X1 — px, ) (X2 — px,)] = E[X1X2] — px, pix,

Remarque 2.1
Quand X et X5 sont indépendantes, d’apres le théoreme précédent :
E[X,, Xs] = E[X;] E[X3]
=  cov[X, X2]=0

Théoreme 2.1

Soient Xy, avec k € {1, ... p}, variables aléatoires et, ay, by, avec k € {1 ... p}, une suite de nombres

réels alors :

p
= var [Z ap Xy + by
k=1

P
= Z aivar [ X;] + Z a;a;cov [ X; X]
k=1 i#j

Théoréme 2.2

Soient Xy, avec k € {1, ... p}, variables aléatoires indépendantes et, ay, by, avec k € {1 ... p}, une
suite de nombres réels alors :
P P
FE Zaka—i—bk :ZakE[Xk]+bk
k=1 k=1
P P
var l ap Xy +bi| = Z azvar [Xy]
k=1 k=1
3 Echantillon
Définition 3.1 (échantillon)
On définit un échantillon par les données suivantes.
1. Le n-uplet de variables aléatoires (X1, ..., X,,) indépendantes qui suivent la méme loi de probabilités

avec paramétres (p, o2).

2. X une variable aléatoire abstraite appelée variable aléatoire parente, (qui suit la méme loi) avec para-

metres (p, 02)
1

n

n
Z X, la moyenne empirique de I’échantillon, qui vérifie les propriétés :
i=1

3 X=

EX]=p var[X] = 7.



Chapitre 10

Inégalités de Tchebycheff

1

Théoreme 1.1 Soient (2, A, P) et X variable aléatoire sur (2, A)
Sih:R — [0, +oo] rel que h(X) variable aléatoire et E[h(X)] existe
Elh
= Vk>0P{h(X)} >k < T[c ]

Théoréme 1.2
Soient (2, A, P) et X variable aléatoire sur (Q, A) avec (px, 0% ) données

=

1
1. V5>0P[{|X—NX|250X}]§67

1
2.6 >0 P{|X = px| <dox}] >1- =

2
3 (a) VE>OP[{\X7uX|Z€}]§%

2
g
() Ve >0 P{IX — x| < e} 21— 55X
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Chapitre 11

Convergence d’une suite de variables
aléatoires

1

1 Convergence en probabilité

Définition 1.1 (Convergence en probabilité)
Soit (€2, A, P). Une suite de variables aléatoires { X1, ..., X,, ...} sur (£, A) converge en probabilité
vers X (variable aléatoire : {2 — R)
Si:
Ve>0 lirf PH{|X,—X|>€}]=0

notations équivalentes :
X, 5 X & lim X, =X(P)

n—-+4oo

Théoreme 1.1 Soit (2, A, P). Soient X, {X1, ...} variables aléatoires définies sur (2, A), dont le second
moment par rapport a l’origine existe et il est tel que : hrf E[(X, - X)?=0

=

lim X, = X(P)

n—-+o0o

— Cette limite en probabilité est unique.

Pour la démonstration de ce théoréme on utilise les inégalités de Kolmogorov et Tchebycheff.

2 Convergence en moyenne quadratique

Définition 1.2 (Convergence en moyenne quadratique)

Soient (2, A, P)et X, (X1, ..., X,, ...) variables aléatoires définies sur (2, .A) et dont le second
moment /), existe
On dit que la suite X, ..., X,, converge en moyenne quadratique si

lim E[(X,-X)?|=0& lim X,=X(mg & X, X

n—-+o0o n—-+4oo
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Proposition 1.1
Si:
lim X, =X(mg)= lim X, =X(P)

n—-+00 n—-+o0o

-

Convergence en moyenne quadratique = Convergence en probabilité.

3 Convergence presque siire

Définition 1.3 (Convergence presque siire)
Soient (2, A, P)et X, (X1, ..., X, ...) variables aléatoires définies sur (§2, .A). On dit que la suite
(X1, ..., Xn, ...) converge presque siirement vers la variable aléatoire X si

P{ lim X,=X}|=1 X, - X< lim X,=X(ps).
p.s

n—-+4oo n—-+4oo

Remarque : Si X = C (avec C' € R constante) < X var. al. dégénérée en C alors on a convergence presque
stire vers C'

Théoreme 1.2

1- lim X, = X(ps) si et seulement si
n—-+oo

Ve>0, 3 N>0: 1i>n]1VP[{sup\anX\<e}]:1

2- Si
lim X, =X(ps) = lim X, =X(P)

n—-+oo n—-+oo

2 Lois des grands nombres

1 Loi forte (resp.Loi faible) des grands nombres

Définition 2.1

Soit (2, A, P), et (X3, ..., X,, ...) une suite de variables aléatoires sur(§2, .4) pas forcément indé-
pendantes et tel que V ¢ E[X] existe.
Si la variable aléatoire transformée définie par :

. (X — E(X;)]

Yn:zl :X—
n

n

> ELX)

converge vers 0 suivant un mode de convergence, alors la suite obéit a la loi des grands nombres :

* Si liIJIrl Y,, = 0(P) = la suite obéit a la loi faible des grands nombres.

* Si lir}rl Y,, = 0(p.s) < la suite obéit a la loi forte des grands nombres.
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Théoreme 2.1 (Application a un échantillon)
Soient (2, A, P), et X1, Xa, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantes sur (Q, A), suivant
la méme loi de probabilité et telles que :

Vie{l,2,... n} E[Xi]=p, var[X;] = o>
existent, alors la suite { X1, ..., X, } obéit a la loi faible et aussi a la loi forte des grands nombres.

Pour la preuve de ce théoréme on utilise la généralisation de I’inégalité de Tchebycheff < inégalité de Kolmo-
gorov.

2 Convergence en loi

Définition 2.2 (Convergence en loi)

Soient les variables aléatoires X, { X7, ... X,,} etles fonctions de répartition correspondantes, F'x, {Fx,, ...

On dit que la suite { X, Xo, ..., X, } converge en loi vers X si

lim Fx, (z) = Fx(z)

n—-+oo

en tout point de continuité x de F'x.

X, »X & lim X, = X (L)
L n—-—4o0o

Exemple 2.1
R | 1
Fx(x) :/ — gt

Lo V2T

1 1
X, N <, 1+ )
n
T 1 1 (t_%llf
lim Fx, (z)= lim e © Yu o dt = Fx(x)

1
t - —
On pose z = 7711
1+ =
n
Théoreme 2.2 (de Lévy-Cramer-Duguc)
1.
Xp = X = Oy, (w) = Px(w)

uniformément dans tout intervalle fini.
Sidx, (w) — P(w)avec RO (w) continue a w =0

= ®(w) fonction caractéristique d’une variable aléatoire X

et X, 7 X

Fx, }.
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Remarque 2.1 Tableau de la hiérarchie des convergences
Conv. en moyenne quadr.

N

Conv. en probabilit¢ — Conv. en loi

/!

Convergence presque siire

3 Th. "Limite Centrale"

Théoréme 2.3 (Théoréme de la limite centrale)
Soient (2, A, P), et X1, Xa, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2, A), suivant
la méme loi de probabilité et telles que :

Vie{l, 2,... n} E[X;]=up var[X;]= o2

existent,

la suite Y1, Yo, ..., Y,, ... ou

X—pu 1 (X, —p
Yn: _
Vi o \/ﬁ;( o )

converge en loi vers une variable aléatoire Y : N'(0, 1).

4 Th. de De Moivre- Laplace

Théoreme 2.4 (Théoréme de De Moivre-Laplace)

B(n, p) — N(0, 1)
Convergence en loi de la loi binomiale vers la loi N'(0, 1).
Soient (2, A, P), et X1, Xo, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantes sur (Q, A), suivant
la méme loi de probabilité binomiale B(n, p).
=
. Xn —np . . . . .
La suite Y,, = —— converge en loi vers la loi Normale centrée réduite :

vV 1Pq

Y, & v:N(@,1)

n—oo

Preuve :
La fonction caractéristique de X, :

Dy (w) = [pe“"—kl —p]n

W —iwnp
= ®y, = [peV™P1 11 -p| xe V™

n
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w
=IndPy, =nln peVP4 41 —p| — np
V1pq
Développement limité de I’exponentiel a I’ordre 2 :

. 2 .

w w wnp
=>hdy, =~ nln{qup( — >}

oo Jipd  2npg) | /g

Développement limité du In a I’ordre 2 :

avecqg=1—p
w2
=>mhdy, ~ ——et
n—oo 2
w2
(Py >~ € 2

n—oo

On reconnait la fonction caractéristique de la loi normale N(0, 1).
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Chapitre 12

Vecteurs aléatoires

1 Vecteurs aléatoires de dimension 2

1 Définition

Soit un espace de probabilité (€2, A, P) et soient deux variables aléatoires (X, Y") définies sur cet espace.
Le vecteur aléatoire V(X,Y") est défini par :

X: (A P) —R
Y: (A4 P) —R
V(XY): (Q,A4 P) - R2?
Yw €0 — V(X (w),Y (w))

Exemple 1.1
Sur la figure on représente le vecteur aléatoire V (w) € R%. Etpour I’ événement: A(D) =V € D, D C
R?, on associe I’ensemble des pts w t.q.

Az, y) = {w[X(w) <z; Y(w) <y}

S\l
£

X(w)

2 Mesure de Probabilité - Fonction de répartition conjointe

Flz,y) = PIX < a} ()Y <y)]

11
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* Cas continu :

La mesure de probabilité définie par :
0’F
0x0y

si elle existe on I’appelle fonction de densité conjointe (notée “f(x,y))”) d’un vecteur aléatoire continu
et inversement :

P('Tvy) =

Fz,y)=[_['. P, y)d'dy

(f(@',y)

* Cas discret - fonction de masse conjointe :

(i)
Plai,y;) = PUX = 2} (Y = y;})

etV D € R? fonction de répartition

PDI= 3 Plaiy,

(wi7yj)€D

3 Fonction de répartition marginale

* Cas continu :

F(e) = [ OO / :o 1) dyf

et fonction de densité marginale <> (dériv. par rapport a )

+oo
fx(@) = / F (. y)dy

J —00

* Cas discret
Fonction de masse marginale

Yi

Fonction de répartition marginale
Fx(l‘i) = F[Z‘Z‘, +OO]
l
yj €] — 00, +o0|
4 Espérance mathématique (cas général : 1(X,Y"))

*Cas continu :

E[h[X, Y]] = / / Wz, y) f(z,y)dedy
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* Cas discret :

ERX, Y] =Y hiwi,y;) Plai, y;)

Ti,Yj
Propriétés
(@ Sih(r,y)=z+y
E[h(X,Y)] = E[X] + E[Y]

(b) Sih(z,y) =2y = en général
E[(X -Y] # E[X]E[Y]

5 Indépendance

Théoreéme 1.1 (Indépendance) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Deux variables aléatoires X, Y sont indépendantes

ii) la fonction de répartition conjointe se factorise en produit de fonctions de répartition marginales :
& Flz,y) = Fx(2)Fy (y).

iii) La fonction de densité (resp. fonction de masse) conjointe se factorise en produit de fonctions de densité
(resp. de masse) marginales :

f(z,y) = fx(x)fy(y)

P(x,y) = Px(x) Py (y)

Corollaire
Pour deux variables aléatoires (X,Y") indépendantes on a le résultat suivant :

E[(X -Y] = E[X]E[Y]

mais : Remarque importante
Cette factorisation peut se produire méme si X, Y ne sont pas indépendantes (liées).

6 Covariance (définition)

Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]

ou =
COV[X, Y] = E[XY] — UXx Uy

(i) Corollaire
Cov(X,Y)=0
si X, Ysont non corrélées

(i1) "Inégalité de Schwartz"
Cov?(X,Y) < 0% 0%

COV(X, Y) S ox0y
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e) Coefficient de corrélation (de X, Y) déf.
Cov(X,Y)

OX0y

C

en général
IC] <1

*SiC =0 < varal X, Y non corrélées.
* Si |C] =1(C peutétre aussi < 0) & X, Y complétement corrélées.

2 Vecteurs aléatoires a n > 2) dimensions

Soit (2, A, P)et (R, R)

—

X(w) ={X1(w), X2(w) ... X7(w)}

avec
Xi : QHR(OUC)
w— X;(w)
(Vi=1,2,...,n)
et t.q.

{wX;w)e A} =A

(ouVAe(CO)VAEeR

Rappel :
R < Tribu de Borel de R
A < Tribu de Q
ou (C Tribu de C)

1 Fonction de répartition
VxeR(ouxeCh)
F(z) = F(x1,...,2n) = P{X1 < a1} [ [{ X2 S @2} [ {Xn < 20}
Remarque En général on peut décomposer :

F(r) = Fa(v)+ Fe(z)+ Fs(o)
T T !
(cas (cas (singuliere
discret) continu) car on ignore..)

(1) (Cas continu) fonction de densité

(ii) (cas discret) fonction de masse

P(a) = P[{X = (a2 .20}

Attention
2% est un vecteur précis dans R” ou dans C".
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2 Espérance Mathématique (cas général pour une fonction /(X))

cas continu

E[{h(X)}] = // .../h(:c)f(x)dacl...dxn
o)

cas discret

E{pn(xX)} = > P)na")
@ e R"
ouz(® € Cn
3 Matrice de covariance (I")
(i) Siz e R™ (neR")

ou
éléments diagonaux

& variances des X;

ou
I'=E[(X - p)(X - )]
Remarque E[X;X ;] = Matrice de corrélation
(i) Siz e C”
r < Bxx) - e

ou
I = E[(X — p)(X — )]

et si X centré (u = 0)
I'= E[XX7]

4 Probabilités Conditionnelles par rapport a un événement
Cas scalaire

a) Soit A € R (événement) (ex. A = [a, b])
Fonction de répartition conditionnelle

_ PH{X <z} A]
Flaldl ===
Fonction de densité conditionnelle dF[z|A]
T
flzlA] =

dx
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X)|4] = / fle|Alh()dz

b) (def. analogue pour un vecteur de probabilité)
Fonction de répartition conditionnelle

Espérance Conditionnelle

FIX1, Xs ... Xo|4] = P S @} (X < x;[}AT-~ﬂ{Xn <204

Espérance conditionnelle

E[h(Xy,...X,)|A] = //f . zp|Alh(x)dxy . . . day,

5 Indépendance
Théoreme 2.1 (indépendance (Généralisation a n > 2 dimensions)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Les variables aléatoires {X1, ..., X, sont indépendantes,

ii) la fonction de répartition conjointe se factorise en produit de fonctions de répartition marginales

iii) La fonction de densité (resp. fonction de masse) conjointe se factorise en produit de fonctions de densité
(resp. de masse) marginales.

6 Distributions Conditionnelles entre variables et vecteurs aléatoires

Fonction de répartition conditionnelle

Plaly <) % Plx < ajly <)) = Aot

F(+00,y)
avec, F'(400,y), fonction de répartition marginale par rapport 2 Y’
Fonction de masse conditionnelle
(cas discret)
Définition 2.1
nomnon def P[{X = x;} ﬂ{Y =y;}]
P, X=x{Y = =

ou

Y =yl ZPLUJ
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Fonction de densité conditionnelle (cas continu)

Cas vectoriel (sur R)

Définition 2.2 ief [(r.y)
€ Z,Y
Ixlzly] =
xlzly] fr(y)
et aussi :
Proposition 2.1

i) /fx[x|y]dx1 coodr, =1

i) /fx[x|y]fy(y)dy1dyn = fX(I)

Exercice 2.1 Montrer la proposition

7 Moments conditionnels (cas général-vectoriel)
Espérance Conditionnelle

Soit une fonction - var. aléatoire h(X), avec,

Définition 2.3 Espérance Conditionnelle

Ex[h(X)ly] = / h(z) fx zly)dz

Propriété importante !

Proposition 2.2
Ey[Ex[h(X)|y]] = Ex[h[X]]

Exercice 2.2 Montrer la proposition

Moments Conditionnels d’ordre p

Définition 2.4
Ex[XPlyl = [ a” flzly)dx

(Définition analogue pour le cas discret)

Variance conditionnelle

Définition 2.5

Ex[(X — px)?|y] J(X = pe)? flzlylda

E[X?|y] + p% — 2ux Ex[X|y]
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8 Transformations de vecteurs aléatoires (a densité)

Théoréme 2.2 Soit (2, F, P) un espace de probabilité et soit

X ={Xy, X5,.., Xn}: (Q,F,P) - R"

un vecteur aléatoire.
Soit Y = ¢(X) un vecteur aléatoire - transformation biunivoque du vecteur aléatoire X.

=

la densité de probabilité du vecteur Y est obtenue par la formule suivante :

(I )

ou J est la matrice -Jacobien de la transformation.
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