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Chapitre 7

Transformations de variables aléatoires
X =Y =pX)

1 Transformations

Soit (2, A) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire et une application ¢ : R — R,

QXRAR
ou

0" R
On pose

Y = ¢(X)
alors :

Proposition 1.1
Y est une variable aléatoire si et seulement si

VoeR{x: p(x) <b}e R.

Si Sx est le support (continu ou discret) de X, alors p(Sx) est le supportde Y.

Théoréme 1.1 (p(Sx ) discret)
Soit X une var. aléatoire discrete avec support Dx, fonction de masse px et une application :

p:R—-R
telle que Y = p(X) est une variable aléatoire.
= Yest une variable aléatoire discréte avec : support Dy = o(Dx)

et fonction de masse :

Z px(x) siy € Dy
pY(y) = ze{p(x)=y}NDx
0 siy & Dy
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Théoréme 1.2 (p(C'x) discret)
Soit X une var. aléatoire continue avec support C'x et fonction de densité fx . Soit une application :

p:R—-R

telle que Y = (X)) est une variable aléatoire. et o(Cx ) un ensemble discret.

=Y est une variable aléatoire discrete avec support Dy C ¢(Cx)

et fonction de masse

/ fx(@) siyep(Cx)
py(¥) = Jie@=yincx
0 ailleurs

Théoréme 1.3 (p(C'x) continu, © monotone )
Soit X une var. aléatoire continue avec support C'x et fonction de densité fx . Soit une application

p:R—-R
fonction monotone (strictement croissante ou décroissante) et telle que :
Y = ¢(X) variable aléatoire et o =1

(I’image inverse) admet une dérivée continue,
=

Y est une var. aléatoire continue avec support Cy = ¢(Cx)

et fonction de densité
Fy(y) = { 0 siy & Cy
YT ) W) siy € Oy

Remarque 1.1
Si la fonction n’est pas monotone, I’image inverse n’a pas de dérivée.

Théoreme 1.4 (Généralisation ¢ pas monotone)
Soit Xune var. aléatoire continue avec support C'x et fonction de densité fx . Soit une application :

p:R—R

telle que Vx € Cx @ dérivable et ©'(x) # 0 sauf en un nombre fini de points et,
Yy € R il existe m(y) points x1(y), z2(y), ... zm(y) € Cx tels que

Vk=1...m(y),ezx(y) =y et ¢'(xk(y)) #0

ou il n’existe pas de points x € Cx tels que

olx) =y et ¢'(x) #0 etonpose: m(y) =0
=Y = @(x)est une variable aléatoire continue avec

support Cy = ¢(Cx)
et fonction de densité

m(y)

few) = 4 2o Ix@r@) @)™ sim(y) >0
k=1
0 sim(y) =0
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2 Espérance d’une variable aléatoire transformée

Définition 2.1 Soit X une variable aléatoire ¢ : R — R telle que Y = (X)) variable aléatoire (Variable al.
transformée de X)

1. Si X discrete E[o(X)] = Z o(z)px(x)

xEDx

+oo
2. Si X continue avec fx fonction de densité E[p(X)] = / o) fx(x)dx
— 00
1l faut assurer la convergence dans les deux cas :
existence < convergence absolue de la série ou de ’intégrale au sens de Lebesgue.

Théoreme 2.1
Soient : X variable aléatoire
©1 ... n fonctions de R dans R telles que p1(X)...on(X) sont des var. aléatoires et E(p;(X)) existe
V:i=1,2,...n
=V a,...,a, €R

E Zaz—%—(x)] = > aBlpi(X)]
i=1 i=1




EISTI-1"¢ année-Cours Introduction aux Probabilités par M.Manolessou



Chapitre 8

Fonctionnelle Génératrice
Fonction Caractéristique

1 Fonctionnelle génératrice des moments : )M

1 Définition et Exemple

Définition 1.1
Si E[e*X] existe ¥ t €]ty, ta] avec 0 €|t1, ta[, on définit I'application :

]V[X :]tl, tg[ — R
t = Mx(t) = Ele"];
avec, Mx(0) =1.
Mx est appelée fonction (ou fonctionnelle) génératrice des moments de X.
|t1, ta] de longueur maximale, est appelé : intervalle de définition de M.

Exemple 1.1 Exemple de fonction génératrice
Soit X variable aléatoire discrete avec :
Support : Dx = {—2, —1, 0, 1, 2} et fonction de masse :

1

- i D
px(m): 5 st € Dx

0 siz¢gDx

E[e™] =Y e*px(a)
T e ?px(=2) + e 'px(—1) + px (0) + e'px (1) + e*'px (2)
. (7% + et + 1+ ¢t + )

= Mx(t) existe Vt € R

2 Série entiere de M x (t) et moments de X

Remarque 1.1
Souvent on calcule les moments d’une variable aléatoire
a partir de M x (t) (en prenant ses dérivées) d’aprés le résultat suivant :
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Théoreme 1.1
Soit X variable aléatoire avec :

Mx (t) définie pour t €]tq, tof et t1 <0 < tg

i) Tous les moments iy, de X existent.
v Vite]—s, slon, 0<s<ty=min]—t1, taf,
Mx (t) admet un développement en série entiére :
Mx(t) =1+ E[X]t + %@ﬁ + ...
iii) V k € N* E [XF] = M)((k) (0) : dérivée n-ieme de Mx au pointt = 0

Exemple 1.2

%(672t+67t+1+6t+62t)

((—1)* + 1) k-ieme moment de X

On avait (v. exemple précédent) : Mx (t) =

142k

k
M (0) = —

1+2%)
-~ E (Xk) _ 2% si k pair
si k impair

3 Unicité de la fonction Génératrice

Théoréme 1.2 (Unicité et propriétés)
Soit X et'Y, deux variables aléatoires admettant les fonctions génératrices Mx, My respectivement,
avec :t €]ty, ta| et, t1 <0< ta.

=

i) Les variables X etY suivent la méme loi de probabilité si et seulement si :

Vi G]th tg[ Mx<t) = My(t)
& X et Y identiquement réparties.

ii) Lafonction génératrice vérifie toutes les propriétés de la transformée de Laplace (linéarité, convolution,
théoreme du retard etc.).

2 Fonction caractéristique oy

Définition 2.1
Soit X une variable aléatoire. On définit I’ application :

dx:R —R
w — Ox(w) = Ele™“X]

appelée fonction caractéristique de X.
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1 Cas continu

Définition 2.2
Fonction caractéristique < Transformée de Fourier (complexe conjuguée) de la fonction de densité :

+oo
Ox(w) = / e fx(z)dr & E [eY] = dx(w)

— 00

Remarque 2.1 La fonction caractéristique vérifie toutes les propriétés de la transformée de Fourier.

Théoreme 2.1

1. La linéarité.

2. L’existence d’apres Lebesgue :

3. Le théoréme de Convolution :
(I)X*y(w) = @X(w)‘by (w)

4. Fonction caractéristique d’une fonction linéaire :
<I),\X(w) = @X(/\w)
Dy io(w) =e“*dx(w)

5. Dérivées a I’origine : @g?)(O) =whE [ XF]

2 Cas discret

Ox(w) = Be™¥] = ) e“px(a)

z;€EDx

Avec la fonction § de Dirac on définit :

Fx(@) = px (@i — a1)
alors on obtient que : ® x (w) est la transformée de Fourier discréte :

+oo
Ox(w) = [ ei”:”ZpX(xi)é(xfxi)dx
“+o0

= ZpX(xz)/ eiwzé(ﬂf — xz)dm = pr(xi)eiw-’ﬂi
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