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Chapitre 7

Quelques lois de probabilités discretes

1 Loide Bernoulli

On considére I'expérience de Bernoulli ou on a deux issues possibiesicces et =échec, donc I'espace
fondamental est2 = {s, e}.

Définition 1.1 On pose :
P[{s}]=p avecO<p<1.

On introduit I'application :
X:Q— R avec z(s)=1 et z(e)=0
On définit ainsiX une variable aléatoire discréte qui suit une loi de Bernoulli avec parametre
< X :B(p)
ayant comme supportDx = {0, 1} et fonction de masse

_J p*(1=p)'* VzeDx =0, 1}
px(z) = { 0 ailleurs

Moyenne :

Variance :

2 Loi binomiale

On considére comme expérience aléatoire la répétition@gériences indépendantes de Bernoulli.

Définition 2.1 On associe a cette expérience une variable aléatoire dis€rétd suit la loi binomiale avec
paramétres € N, p €]0,1]:
< X : B(n, p)

1
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ayant comme support :
l)XZ{O7 ey n}

et comme fonction de masse :

( Z )pf’:(l —p)" T =CFp"(1 —p)"® Vx € Dx
px(z) =

0 ailleurs

On vérifie facilement quex est une fonction de masse ga¥(z) > 0 Vz et
pr(x) =(p+(1—-p)"=1: (Newton)
z=0

Espérance: E(X)=mnp
Variance:  o%(X) = np(1 — p)

3 Loide Poisson
1

Définition 3.1 X variable aléatoire discréte suit une loi de Poisson
< X @ P[]
avec parametrg € R*™, si elle admet comme support :
Dx={0,1, ...}

et comme fonction de masse :
e"ANE

Vx € Dx

0 ailleurs

On vérifie quepx est une bonne fonction de masse ca (z) > 0 Vz et Z px(x) =1.
r€Dx

Espérance: FE(X)=A\

Variance:  o?(X) =\

2 Application

Théoreme 3.1 (loi de Poisson comme limite de la loi binomiale)
Soient{py, p2, ... pn ...}, Une suite de nombres appartenan®al|tels quenp,, = A (A €]0, +oo]) n =
1,2,3...

n—-+oo

. n _ . _
= lim < x >pﬁ(1pn)” Y= lim Cipigr™*
n—-+oo

€7>\ T

= Vr € N
z!
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3 Complément sur la loi de Poisson

Conditions pour que& variable aléatoire avec support une partie\de
se formalise d’apres une loi de Poisson.

La variable aléatoire discrete qui donne le nombre d’apparitions d’'un phénomeéne aléatoire dans un inter-
valle de temp9§” suit une loi de Poisson :

A=0T
Pylz] = e T(T)" avecd g — nombre d'apparitions

! unité de temps
T = temps, longueur, surface, volume

si les conditions suivantes sont respectées :

C1 3 6 > 0tel que la probabilité d’observer exactement une apparition du phénoméne aldafpire; 1}],
dans l'intervalle de templg, ¢ + h] est donnée par :

P{z =1} = 0h + p(h)

avecyp tel que :
lim L(h)

=0
h—0 h

C2 Soient les intervalles indépendants; ..., I,,, I;NI; =, etsoientles événements :

A; = {"au moins une apparition du phénomeéne aléatoire dans l'interi/glle
= Tous les événement$; sont mutuellement indépendants :

P[A; N Aj] = P[A;] P[A;]

4 Loi hypergéométrique
Expérience Tirage simultané de boules par une boite d¥ boules :

N; boules blanches
avec .
N5 boules noires

On associe a cette expérience une variable aléatmei désigne le nombre de boules blanches parmi les
n choisies.
La plus petite valeur :

o 0 Si’H,SNQ
man TL—(N—Nl):’/L—NQ Sin > Ny

La plus grande valeur :

r . N SinZNl
mar Tl n osin< Ny

Il existe ]\;1 facons de choisix boules blanches EG nz%z ) facons de choisifn — x) boules noires

et le modele est uniforme
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Définition 4.1
X variable aléatoire discréte suit la loi hypergéométrique avec paramiérég etn

& X :H(N, Ny, n)
si elle admet comme support :

Dx = {max(0, n — N + Ny), max(0, n — N + N +1)... min(n, N1)}

N N - N,
x n—x _ CR,CN N,

S

et fonction de masse

px(x) = Vo € Dy

avec .
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