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Chapitre 6

Fonctionnelle génératrice Fonction
caracteristigue

1 Fonctionnelle génératrice des moments M

1

Définition 1.1
Si E[e!X] existeV t €]ty, to] avec0 €]ty, to[, on définit I'application :

Z\/[X I]th fg[ — R
t = Mx(t) = E[e!X];
avec Mx(0)=1.

Mx est appelée fonction (ou fonctionnelle) génératrice des momenis.de
Jt1, to[ de longueur maximale, est appelétervalle de définition dé/x.

2

Exemple 1.1 Exemple de fonction génératrice

Soit X variable aléatoire discréte avec suppabty = {—2, —1, 0, 1, 2}
et fn. de masse :
1

- D
px(x){ 5 TELX
0 ngX

E[X] =Y eXpx ()
= e ?'px(=2) + e 'px (1) + px(0) + e'px (1) + e*px (2)

%(6_2t+€_t+1+6t+€2t)

= Mx(t) existe¥ t € R
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Remarque 1.1
Souvent on calcule les moments d’une variable aléatoire
a partir deM x (t) (en prenant ses dérivées) d’'aprés le résultat suivant :

Théoréme 1.1
Soit X variable aléatoire avec :

Mx (t) définie pourt €]tq, ta] etty <0 <ty

i) Tous les momenjsx de X existent.
ii)

Vite]—s, sjol, 0<s<ty=min] —t1, tof,

Mx (t) admet un développement en série entiére :

BIX? ,
o1 "+ ...

Mx(t) =1+ E[X]t +

iy VkeNE[XF] = M) (0) : dérivéen-ieme delMx au pointt = 0

Exemple 1.2
. . 1
On avait (v. exemple précédent)M x (t) = = (e +e ' +1+e +e*)
1+ 2% .
MP(0) = +T ((=1)* + 1) k-iéme moment d&
(1+2F) ,
;sE(Xk) — 2T S!k:palr |
Si k impair
4

Théoréeme 1.2 (Unicité et propriétés)
Soit X etY, deux variables aléatoires admettant les fonctions génératildgs My respectivement,
avec :t €]ty, to| et, t1 <0< ta.

=

i) Les variablesX etY suivent la méme loi de probabilité si et seulement si :

Vit elty, to] Mx(t) = My (1)

& X et Yidentiquement réparties.

ii) La fonction génératrice vérifie toutes les propriétés de la fonction de Laplace (linéarité, convolution,
théoréeme du retard etc.).
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2 Fonction caractéristique ®x
Définition 2.1
Soit X une variable aléatoire. On définit I' application :
dy:R —R
w o Ox(w) = EledvX]

appelédonction caractéristique d&.

1 Cas continu
Définition 2.2
Fonction caractéristique> Transformée de Fourier (complexe conjuguée) de la fonction de densité :

+oo
Oy (w) = / e fx(z)dr & E [e/X] = @ (w)

— 00

Théoreme 2.1 La fonction caractéristique vérifie toutes les propriétés de la transformée de Fourier.
1. Lalinéarité.
2. L'existence d’aprés Lebesgue :

—+oo

EfleX|] =1 / fx(@)de =1

— 00

3. Le théoreme de Convolution :
@X*y(w) = @X(w)q)y(w)

4. Fonction caractéristique d'une fonction linéaire :
@Ax(w) = <I>X(/\w)
Py io(w) =e*®x(w)

5. Dérivées a I'origine 12 (0) = Wk E [X*]

2 Cas discret

Ox(w)=F [ej“X] = Z eI%ip ¢ (24)

z,€Dx
Avec la fonctiond de Dirac on définit :

fx(@) = px(@:)d(x — ;)
alors on obtient que® x (w) est latransformée de Fourier discrete
+oo
Dy(w) = / eJWZpX(xi)(S(x—xi)da:

- +oo
= px(xi)/ ejww(‘)'(x — xi)dx = pr(ﬂfi)ejwzi
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