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Chapitre 5

Transformations de variables aléatoires
X =Y =¢pX)

1 Transformations

Soit (92, A) un espace probabilisable.
Soit X une variable aléatoire et une application R — R,

QOXRER
ou
0P pr
On pose
Y = ¢(X)
alors :

Proposition 1.1
Y est une variable aléatoire si et seulement si

VoeR{x: p(x) <b}e R.

SiSx estle support (continu ou discret) dé, alors (Sx ) est le support dé&”.

Théoréme 1.1 ((Sx) discret)
Soit X une var. aléatoire discrete avec suppdri, fonction de massgy et une application :

p:R—-R
telle queY = p(X) est une variable aléatoire.
= Yest une variable aléatoire discrete avec : suppbit = o(Dx)

et fonction de masse :

z€{p(z)=y}NDx

Z px(z) siy € Dy
py(y) =
0 siy & Dy
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Théoreme 1.2 {(Cx) discret)
Soit X une var. aléatoire continue avec supp6ti et fonction de densitgy . Soit une application :

p:R—-R

telle queY = (X)) est une variable aléatoire. et(Cx) un ensemble discret.

= Y est une variable aléatoire discréte avec suppit C ¢(Cx)
et fonction de masse

py(y) = /{sa(w)—y}mcx fx(x) siy e p(Cx)

ailleurs

Théoréme 1.3 ((C'x) continu, ¢ monotone )
Soit X une var. aléatoire continue avec supp@rt et fonction de densitgy . Soit une application

p:R—-R
fonction monotone (strictement croissante ou décroissante) et telle que :
Y = p(X) variable aléatoireet o ! =1

(I'image inverse) admet une dérivée continue,
=

Y est une var. aléatoire continue avec suppoyt = ¢(Cx)
et fonction de densité
_Jo siy ¢ Cy
F0={ Swmmwn ayeo

Remarque 1.1
Si la fonction n’est pas monotone, I'image inverse n’a pas de dérivée

Théoreme 1.4 (Généralisationp pas monotone)
Soit Xune var. aléatoire continue avec suppo6rt et fonction de densitgy . Soit une application :

p:R—R

telle quevz € C'x ¢ dérivable ety’(z) # 0 sauf en un nombre fini de points et,
Yy € R il existem(y) pointsz(y), z2(y), ... zm(y) € Cx tels que

Vk=1...m(y),p(zx(y) =y ety (zx(y)) #0
ou il n'existe pas de pointst € Cx tels que

o(xr) =y et ¢'(x) #0 etonpose: m(y) =0
=Y = p(x)est une variable aléatoire continue avec

supportCy = ¢(Cx)
et fonction de densité

m(y)

Frly) = > fxex )¢ (e ()™ sim(y) >0
0 sim(y) =0
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2 Espérance d’'une variable aléatoire transformee

Définition 2.1 Soit X une variable aléatoireg : R — R telle queY = (X)) variable aléatoire (Variable al.
transformée de&X)

1. Si X discréteE[p(X)] = Y o(x)px(x)

xEDx

+oo
2. Si X continue avedx fonction de densit&[p(X)] = / o) fx(x)dx

— 00
Il faut assurer la convergence dans les deux cas :
existence= convergence absolue de la série ou de l'intégrale au sens de Lebesgue.

Théoréme 2.1
Soient : X variable aléatoire
©1 ... n fonctions deR dansR telles quep; (X)... ¢, (X) sont des var. aléatoires d(p;(X)) existe
V:i=1,2,...n
=V ay,...,a, €R

E Zaiw(w)] = > aBlpi(X))
i=1 i=1
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