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Chapitre 5

Transformations de variables aléatoires
X → Y = ϕ(X)

1 Transformations

Soit (Ω, A) un espace probabilisable.
SoitX une variable aléatoire et une applicationϕ : R → R,

Ω X→ R ϕ→ R

ou
Ω

ϕ(X)→ R.

On pose
Y = ϕ(X)

alors :

Proposition 1.1
Y est une variable aléatoire si et seulement si

∀b ∈ R {x : ϕ(x) ≤ b} ∈ R.

SiSX est le support (continu ou discret) deX, alorsϕ(SX) est le support deY .

Théorème 1.1 (ϕ(SX) discret)
SoitX une var. aléatoire discrète avec supportDX , fonction de massepX et une application :

ϕ : R → R

telle queY = ϕ(X) est une variable aléatoire.

⇒ Y est une variable aléatoire discrète avec : supportDY = ϕ(DX)

et fonction de masse :

pY (y) =


∑

x∈{ϕ(x)=y}∩DX

pX(x) si y ∈ DY

0 si y 6∈ DY

1
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Théorème 1.2 (ϕ(CX) discret)
SoitX une var. aléatoire continue avec supportCX et fonction de densitéfX . Soit une application :

ϕ : R → R

telle queY = ϕ(X) est une variable aléatoire. etϕ(CX) un ensemble discret.

⇒ Y est une variable aléatoire discrète avec supportDY ⊆ ϕ(CX)
et fonction de masse

pY (y) =


∫
{ϕ(x)=y}∩CX

fX(x) si y ∈ ϕ(CX)

0 ailleurs

Théorème 1.3 (ϕ(CX) continu, ϕ monotone )
SoitX une var. aléatoire continue avec supportCX et fonction de densitéfX . Soit une application

ϕ : R → R

fonction monotone (strictement croissante ou décroissante) et telle que :

Y = ϕ(X) variable aléatoire et ϕ−1 = ψ

(l’image inverse) admet une dérivée continue,
⇒

Y est une var. aléatoire continue avec supportCY = ϕ(CX)
et fonction de densité

fY (y) =
{

0 si y 6∈ CY

fX(ψ(y))|ψ′(y)| si y ∈ CY

Remarque 1.1
Si la fonction n’est pas monotone, l’image inverse n’a pas de dérivée.

Théorème 1.4 (Généralisationϕ pas monotone)
SoitXune var. aléatoire continue avec supportCX et fonction de densitéfX . Soit une application :

ϕ : R → R

telle que∀x ∈ CX ϕ dérivable etϕ′(x) 6= 0 sauf en un nombre fini de points et,
∀y ∈ R il existem(y) pointsx1(y), x2(y), . . . xm(y) ∈ CX tels que

∀ k = 1 . . .m(y), ϕ(xK(y)) = y et ϕ′(xK(y)) 6= 0

ou il n’existe pas de pointsx ∈ CX tels que

ϕ(x) = y et ϕ′(x) 6= 0 et on pose : m(y) = 0

⇒ Y = ϕ(x)est une variable aléatoire continue avec

supportCY = ϕ(CX)
et fonction de densité

fY (y) =


m(y)∑
k=1

fX(xK(y))|ϕ′(xK(y))|−1 sim(y) > 0

0 sim(y) = 0



4. Espérance mathématique -Variance 3

2 Espérance d’une variable aléatoire transformée

Définition 2.1 SoitX une variable aléatoireϕ : R → R telle queY = ϕ(X) variable aléatoire (Variable al.
transformée deX)

1. SiX discrèteE[ϕ(X)] =
∑

x∈DX

ϕ(x)pX(x)

2. SiX continue avecfX fonction de densitéE[ϕ(X)] =
∫ +∞

−∞
ϕ(x)fX(x)dx

Il faut assurer la convergence dans les deux cas :
existence⇔ convergence absolue de la série ou de l’intégrale au sens de Lebesgue.

Théorème 2.1
Soient :X variable aléatoire

ϕ1 . . . ϕn fonctions deR dansR telles queϕ1(X) . . . ϕn(X) sont des var. aléatoires etE(ϕi(X)) existe
∀ : i = 1, 2, . . . n

⇒ ∀ a1, . . . , an ∈ R

E

[
n∑

i=1

aiϕi(x)

]
=

n∑
i=1

aiE [ϕi(X)]
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