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Chapitre 3

Variables aléatoires

1 Variables aléatoires

Définition 1.1 (Variable aléatoire)
Soit €2, A) un espace probabilisable, alors I'applicatio¥i : 2 — R est une variable aléatoire si :

VeeR {w: X(w)<z}e A

SX: Q-R{w:X(w)eAleAd VAeR
& X:Q—-R ettqg VAeR, X '(A)ec A

Cas discret :
Toute fonctionX : O — R est une variable aléatoire st,(P(£2)).
Cas continu: (92, A)=(R, R).
On vérifie que : Toute fonction continug : R — R et toute fonction monoton& : R — R est une
variable aléatoire sui, R).
Exemple 1.1
Expérience aléatoire : Lancement de 2 dés équilibrés
A- variable aléatoire X (w) = z + y si {w = (z, y)}
< {la somme des résultats sur les 2}dés
Y(w)=2 siw=(z, 3)

Y(w)=0 siw=(z,y) ety#3
<la valeur du résultat sur le premier dé quand le second donne 3.

B- variable aléatoire

1 Espace de Probabilité induit(R, R, Px)

Définition 1.2 (Probabilité Px [A])
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

X:QoR VAeR Px[A]=P[{Xed)] oPw:X(w)e Al
& PX1[A]
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Theoréme 1.1

Soit 2, A, P) espace de probabilité.
Si X variable aléatoire surQ, A) alors Py [A] = P[{X € A}] = P [X ! [A]] est une mesure de probabi-
lité.

Définition 1.3 (“Loi de probabilité de X™)
(2, A, P)espace de probabilité variable aléatoire suf), .A)
= espace de probabilité indufiar la variable aléatoireX : (R, R, Px) ouPx :

VAe€R PylAl=Pl{w: X(w)e A}

2 Exemples
Exemple 1.2 (Expérience de 2 dés)
Q={(,75),i=1...6,j=1...6}
cardS) = 36
1
P =— V Q
ol =z Wwe
X=z4+y z=1...6,y=1...6

{w: X(w) = 12}]
[{(6, 6)}]
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Exemple 1.3 (Expérience aléatoire (chaine de production))
Classifier : piece défectueuse (d) ou piece acceptable (a).

Q={a,d} (Q, P[Q], P) P[{a}]=p associée alapiéce acceptalpfle< p < 1)
P[{d}] =1 — p associée a la piece défectueuse
Variable aléatoire X : Q@ — R
X(a)=1; X(d)=0 = { Px [1] - P[{a}} b
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2 Fonction de répatrtition-Fonction de masse

Définition 2.1 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire
Remarque On a la méme définition dans le cas discret ou le cas continu.
Soit (22, A, P)
Soit X, une variable aléatoire s(f2, A)
Soit(R, R, Px) espace de probabilité induit par la variable aléatdire
On définit la fonctionF'xy appelédonction de répartitiony X € R :

Fx(x) = Px[] =00, z]] = P{X < z}]

Définition 2.2 Fonction de masse d’une variable aléatoire
Soit X, une variable aléatoire s(f, A)
Soit (R, R, Px) espace de probabilité induit par la variable aléatdire
On définit la fonctiorpx appelédonction de masse,
VX eR:

px(z) = Px[{z}] = P{X = z}]

On définit aussi :
{ px(—00) = Px[{—o0}] = 0
px(+00) = Px[{+o0}] =0

Exemple 2.1
On considére I'expérience de la classification des piéces défectueuses ou non. On obtient la fonction de
répartition suivante :

=1-p si0<z<1

Fx(z) = Px[] —o0, z]] =0 siz <0
=1 siz>1

et la fonction de masse suivante :
px(z) =1—p siz=0
=p sizx=1
=0 ailleurs

Théoréme 2.1
Soit(2, A, P)
Soit X, une variable aléatoire suf2, A)
Soit(R, R, Px), un espace de probabilité induit par la variable aléatoiXe

Soitpx (), la fonction de masse et sdity (x), la fonction de répartition
1. Pxl[la, b]] = Fx(b) — Fx(a)
2. Px[la, b[] = Fx(b) — Fx(a) — px[b]
3. Px|la, b]] = Fx(b) — Fx(a) + px|a] — px 0]
4. Px|[a, b]] = Fx(b) — Fx(a) + px|a]
5. Px[la, +oo[] =1 — Fx(a)
6. Px][a, +oo[] =1 — Fx(a) + px|a]
7. Px[] — o0, b]] = Fx(b) — px|b]
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Théoréme 2.2
Soit(Q2, A, P)
Soit X, une variable aléatoire suff2, A)
Soit(R, R, Px), un espace de probabilité induit par la variable aléatoie
Soitpx (z), la fonction de masse éty (z), la fonction de répartition
e 0< Fx(z)<1 VzxeR
e 'y est non décroissante
o wgmw Fx(z)=0 1EI-41-1<>0 Fx(z)=1
alors— ¢ ¢ Fy est continue & droite (mais pas forcément continue & gauche)
e lim Fx(y) = Fx(z)—px(x)

Yy—z

y<x

1 Cas discret
Rappel :

px(z) = Fx(x)— lim Fx(y)
y—x

y<wx

Remarque 2.1
Sipx(x) # 0, Fx estdiscontinue em etpx représente la “hauteur du saut” d€'x enz.

Théoréme 2.3
Soit X une variable aléatoire avec fonction de magse L'ensemble :

Dx = {z : px(2) > 0}
est discret.

Définition 2.3
Soit(2, A, P)
Soit X, une variable aléatoire su(f2, A) avec(R, R, Px) espace de probabilité induit par la variable
aléatoire X
Soitpx, sa fonction de masse
X est unevariable aléatoire discréte ssi

1 {z:px(z) >0} =Dx #0
2. Z px(x)=1
x€Dx
Dx est appel&upportde la variable aléatoire discréte

Exemple 2.2 Uexemple du test des pieces défectueuses et acceptables est un exemple de variable aléatoire
discréte ave€! = {a, d}, Dx = {0, 1}, P[{a}] =p, P[{d}]=1—-p:
> px(@) =px(0)+px(1) =1—p+p=1
x€Dx
0 siz <0
Fx(z)=< 1—p si0<z<1
1 siz>1
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Exemple 2.3
Soit X une variable aléatoire ayant pour fonction de répartifignou :

Fx(x):{o siz <0

1—e™® siz >0

Fx estcontinue etz € R, Dx = (). DoncX n’est pas une variable aléatoire discréte.

Exemple 2.4
Soit X une variable aléatoire ayant comme fonction de répartifigrou :

0 siz <0
1 .
Fx(x) = Zm si0<z<1
1 siz>1
Dx ={0, 1}
> px(@) =px(0) +px(1) =

x€Dx

el

=

X n’'est pas une variable aléatoire discréte.

Théoréme 2.4

Soit(Q2, A, P)
Soit X, une variable aléatoire discréte syf?, A)
Soitpx (x), la fonction de masse €y, le support

0 siBNDx =10
VB € R Px[{X € B}] = Z px(z) siBNDx #0
rxeBNDx

Remarques sur les variables aléatoires discrétes :

Comment construire une variable aléatoire discrete
Données :

1. Un sous-ensembl® C R discret

p(r) =0 Vo & D

2. Une applicatiorp : R — R tel que px) >0 vreD
p(z) =1

xzeD

3. Définir:
VB eR, px{XeB}= > p)
zeBND
avec :

Z p(z)=0 siBND=1

rxeBND
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2 Cas continu

Théoreme 2.5

Soit(R, R), un espace probabilisable
Une mesure de probabilit® est déterminée d’une facon unique par ses valeurs sur les interyalles, z
(boréliens)

Définition 2.4 (Fonction de densité de probabilité)
f : R — R est une fonction de densité si :

* f(z) >0 VzeR

* f admet au plus un nombre fini de discontinuités quelque soit I'intervalle fii de
+oo
* fintégrable (au sens de Lebesgue/et flx)dz =1

oo

Définition 2.5 (Support Cx d’une variable aléatoire continue X)
Cx ={z: f(z) >0}

Remarque 2.2 Détermination deF'x (x) étant donnég'y :

Ve e R, Fx(z)= Px[] — oo, z]}:/f f(x)dx

Théoréme 2.6

Soit(R, R), un espace probabilisable
Soitf : R — R, une fonction de densité.
Sil'application P : R — R est définie par :

v Ac R, PA] :/Af(x)da:

(au sens de Lebesgue),
alors P est une mesure de probabilité siiR, R)

Définition 2.6 .
Une variable est dite continue ic € R, safonction de répartition est donnée pBf:(z) = / fx(t)dt

(au sens de Lebesgue) aveg, fonction de densité.

Exemple 2.5
Soit X une variable aléatoire ayant comme fonction de densité

Fx(z) = 0 siz <0
XWI=Y Ne ™ siz >0\ R

On vérifie quefx est une fonction de densité
On remarque que cette fonction est continue partout, dérivable partout saef &)y = fx (x) pourz # 0
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Théoréme 2.7
Soit X variable aléatoire continue ave€x # 0, fx et Fx (fonction de densité et de répartition) B
continue alors :

¢ Si fx continue enx alors F'x dérivable enc et F (z) = fx(z)
e Dx ={z|px(z) >0} =0 (Px(z)=0Vz €R)
eVICR, PHXel}] z/fx(x)dx
I
eVAER, Pl{X €A} = / Fx(@)da

ANCx

Théoréme 2.8
SiF : R — R vérifie :
1. F est non décroissante
2. F est continue a droite
3. lim F(z)=0 1121 F(z)=1
et si on définitG par :
G[] — o0, z]] = Flz] Vz €R,

alors G est une mesure de probabilité siR, R) et F est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire
ayantG comme loi de probabilité.

Conclusion 1 : Détermination d’une var. al. continueX a partir de fx
* (Cx intervalle deR (support deX)
* f:R— Rtelque:
o f(z)>0sizeCx
o f(x)=0siz & Cx
e f admet un nombre fini de discontinuités sur chaque intervalle fiffi de
° /+oo f(x)dx =1 (f intégrable)

— 00

e P{X € B}] :/Bf(z)dx:/BmC f(z)dxVx € R

Conclusion 2 : Détermination d’une var. al. continueX a partir de Fx

Pour vérifier queX est une variable aléatoire continue (étant donfgg, il faut que la dériveer’
vérifie les propriétés suivantes :

1. F% existe sauf en, au plus, un nombre fini de points

2. F, >0

3. F% continue sur chaque intervalle ou elle est définie
+oo

4. / Fy(x)dz =1

— 00
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