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Chapitre 2

Probabilité conditionnelle et
iIndependance

1 Probabilité Conditionnelle

1 Définitions-Propriétés

Définition 1.1 (déf. préliminaire pour le cas discret d’'un modéle unifornfepbabilité conditionnelle ou
“Probabilité queA se réalise sachant que I'événeme&ns’est réalisé”.

P[A|B]:n27;]3

Exemple 1.1 (les boules...) 5 boules dans une urne dont 3 rouges et 2 bleues.
On tire 2 boules (sans remise) (et sans regarder la premiére).

A= {Ia 2Mepoyle est roug}.

Si au F'tirage la boule est rougg; [A] =

SN

Si au F'tirage la boule est bleu®, [A] =

Exemple 1.2 (Skieur...)
A représente I'événement d’au moins une chute par desceBté@ténement de descentes sur une piste

rouge.
nanp représente le nombre de descentes avec une chute au moins sur une piste rouge.
np représente le nombre de descentes sur une piste rouge.
P[A | B] représente la probabilité d'une chute au moins par descente en skiant sur les pistes rouges; d’apres
le modéle uniforme : n

P[A|B] = =CF

np
En divisant pan (nombre total de descentes, é@-d2) on aura une autre définition :
nanB/m _ P[AN B

PlA| B] = = b
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Définition 1.2
___ P[ANDB] B
PIA|B] == =g = P4l = Pol4]
Exemple 1.3 (Boules (suite))
5!

Q = {couples ordonngs= cardQ = A% = 5= 20

cardB =3 x4 =12

> dANB=2x3=6
SiB = {1ereb0ule roug% alors{ “" 6

P[A|B]:%:§
20
cardB =2 x4 =28

. . dANB=2x3=6
SiB= {1ereboule bIeu% alorsd "

6
PA|B=2% ="
20

Définition 1.3 Définition générale de la probabilité conditionnelle

Soit (2, A, P) un espace probabilisé Bt A avecP|[B] > 0.
L'espace de probabilité conditionnelle par rappoB @our tout modéle est donné pét,(A, Pg) avec :
P[AN B]

Po=PA| B =55

Attention :  Pour établir cette définition, il a fallu montrer d’abord glbig [ A] est bien une mesure de proba-
bilité.

Théoreme 1.1
Soit (2, A, P)un espace de probabilité & € A avecP [B] > 0

* SiIBC AetAec A alorsP[A| Bl =1
* PourtoutA € A, P[ANB] = P[A]| B] x P[B] (loi de multiplication)
* Si0< P[B] < 1l,alors YA€ A P[A]=P[A|B]xP[B]+ P[A|B] x P[B°]

Théoreme 1.2 (“Loi de multiplication généralisée”)
Si{B;} Cc AavecP[B;N---NDB,_1] >0alors:

i=1...n

n—2

K
i=1

n—1

P =P (Bi| xP X -+ x P[By|B1] x P[B]
1=1

)=

Bi Bn Bn—l

i=1
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2 Formule de Bayes

Probléme :
Si on n'a pas d'information nécessaire pour évalgd],
Sipour{B; ...B,} C A (partition def2),
onconnaitP [A |B;]Vi=1...n,onconnaltP [B;]Vi=1...n
alors comment faire pour trouvét [A] et P [B;| A]Vi=1...n ?

Theoréme 1.3
Soit: (2, A, P),{By...B,}, une partition d&? avec :

— VA e A P[A]ziP[A\BJXP[Bi]

i=1

Preuve

Théoréme 1.4 (Formule de Bayes)
Avec les mémes conditions qu'au théorémg 1.3, on a:

PBi| Al = nP[A\Bi] xP[Bi] P[ﬁ&]&]
ZPVHBJ'] x P[Bj]

2 Indépendance

1 Evénements indépendants

Définition 2.1
Soit 2, A, P).
A et B € A sontindépendantsou stochastiquement indépendantsssi:

PIANB] = P[A] x P|B

(autrement P[A | B] = P [A]).
Si P[AN B] # P[A] x P[B] alors on dit queA et B sontdépendantsou liés.
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Attention :
Ne pas confondre&vénements indépendantst événements mutuellement exclusifs.

Exemple 2.1
Pour montrer que la notion de I'indépendance n’est pas une notion intuitive : on lance une piéce de monnaie
3 fois.

Q={(1L1L,1), (ILIL, F), (I, F,1I), (I, F, F), (F,ILL), (K1, F), (F,F,1II), (F,F,F)}

A = {"Pile & chacun des deux premiers lancérs"
B = {"Pile au troisieme lancep"

C = {"au moins deux pilesf

D’aprés le modéle uniformenrdQ = 23

2 4 4
PlAl=3 PIBl=3 PICl= % } = A, Bindépendants
P[ANB|=P({ILI,11}) = 3
[ANC] = ;;AP[ ] [C’]_%x%_% = A, C dépendants
[BNC] = g7réP[ ] x P[C] = 3%X371 = B, C dépendants

Théoréeme 2.1
Soit (2, A, P), A et supposons quB € A soient indépendantsP [A N B] = P [A] x P [B].

1. A et B¢ sont indépendants
Preuve:

PIANB =P[A] - P[ANB]=P[A] x (1 - P[B]) = P[A] x P[B°]

2. A°¢ et B sont indépendants
Preuve:

P[A°NB] = P[B] - P[ANB] = P[B] x (1 — P[A]) = P[A°] x P[B]

3. A¢ et B¢ sont indépendants
Preuve:

P[A°N B = P[A] — P[A°N B] = P[A%] x (1 — P[B]) = P[A°] x P[B]

2 Familles indépendantes

Définition 2.2
Soit (2, A, P) et soient deux familles d’événemems C A, A, C A
Alors A; et A, sont indépendantessi

VA; € Ay etA; € Ay, A; et Ajsontindépendants> P [A; N Aj] = P[A;] x P[Aj]
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Définition 2.3
Soit 2, A, P)et{A;, ..., A,} C A
LesAy, ..., A, sontmutuellement indépendants ssi
l l
P mAai = HP[Aaz]a
i=1 =1
pour toute sous-famill€A,1, ..., Au} de{A4u1, ..., Aan}-

Remarque 2.1
L'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse.

3 Expériences indépendantes- espaces produits

Expériences de BERNOUILLI (ou suites de BERNOUILLI) :

Une suite den épreuves de Bernouffliest une succession deépreuves indépendantes & deux issues
possibles : succés ou échge.=p, p.=1—ps=gq

Exemple 2.2
— N lancers d'un dé (on veut par exemgle})
— N tirages d’une boule blanche dans une urne avec remise.
— On lance la roue fois. Soitp la probabilité d’obtenir le secteur rouge (succés) ket probabilité pour
un échec. On cherche la probabilité pour gagntmis. On ale :

Théoréeme 2.2
Pour une suite de épreuves de BERNOUILLI, la probabilité d’obteriirsuccésP(k) au cours den
épreuves estP [k] = Ckpkgn=F,

PIO)=) P[kl=> Ciprq"*=(p+q¢" =1"=1
k

n n

1 k=1

P [k] > 0 (vérification que; est une mesure de probabilité)

4 Exemple cas continu

Exemple 2.3
On choisit au hasard un nombre ddfis1]

Rappel :
Espace de probabilité £ A, P)avec2 = [0, 1], A= R|[0, 1] etP[A4] = / dx VA € R. Pour les

y 1 1 3 3 7
événementsl = {O, 2} , B= L, 4} , C= {8’ 8}

1J. BERNOUILLI 1654-1705 Mathématicien suisse parmi les premiers a étudier ce probléme
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= A et B indépendants

P[AﬂB]:/zl.dx:i

1

4

8
/ l.dx :1
3 2

5 4 = A etC dépendants

PBNC]= /S ldz = % = B etC dépendants
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