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Chapitre 11

Convergence d’'une suite de variables
aléatoires

1

1 Convergence en probabilité

Définition 1.1 (Convergence en probabilité)
Soit (2, A, P). Une suite de variables aléatoirg¥, ..., X,, ...} sur(?, A) converge en probabilité
vers X (variable aléatoire ) — R)
Si:
Ve>0 lirf PH{|X,—X|>€}]=0

notations équivalentes :
X, =X < lim X, = X(P)

n—-+4oo

Théoréme 1.1 Soit(Q2, A, P). SoientX, {X;, ...} variables aléatoires définies s(f2, .4), dont le second
moment par rapport a I'origine existe et il est tel quelirf E[(X,—-X)?=0

=

lim X, = X(P)

n—-+o0o

— Cette limite en probabilité est unique.

Pour la démonstration de ce théoréme on utilise les inégalités de Kolmogorov et Tchebycheff.

2 Convergence en moyenne quadratique

Définition 1.2 (Convergence en moyenne quadratique)

Soient(?, A, P)etX, (X1, ..., X,, ...) variables aléatoires définies g2, .A) et dont le second
momentu/, existe
On dit que la suiteXy, ..., X, converge en moyenne quadraticgie

lim E[(X,-X)?|=0& lim X,=X(mg & X, X

n—-+o0o n—-+4oo
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Proposition 1.1
Si:
lim X, =X(mg)= lim X, =X(P)
n—-—4o0o n—-+4oo

-

Convergence en moyenne quadratiquee Convergence en probabilité.

3 Convergence presque sire

Définition 1.3 (Convergence presque sdre)
Soient(Q2, A, P)etX, (X1, ..., X,, ...) variables aléatoires définies g, .A). On dit que la suite
(X4, ..., X,, ...) convergepresque slrement vers la variable aléatalfe si

P{ lim X,=X}|=1 X, - X< lim X,=X(ps).
p.s

n—-+4oo n—-+4oo

Remarque Si X = C (avecC € R constante)=> X var. al. dégénérée efi’ alors on a convergence presque
shre verg”

Théoreme 1.2

1- lim X, = X(ps) sietseulementsi

n—-+oo

Ve>0, 3 N>0: 1i>n]1VP[{sup\anX\<e}]:0

lim X, =X(ps) = lim X, =X(P)

n—-—+0oo n—-+0oo

2 Lois des grands nombres

1 Loiforte (resp.Loi faible) des grands nombres

Définition 2.1

Soit (2, A, P),et(Xy, ..., X,, ...) une suite de variables aléatoires($ur.4) pas forcément indé-
pendantes et tel qué i E[X;] existe.
Si la variable aléatoire transformée définie par :

. (X — E(X;)]

Yn:zl :X—
n n

n

converge ver$ suivant un mode de convergence, alors la suite obéit a la loi des grands nombres :
* Si lirf Y,, = 0(P) = la suite obéit & la loi faible des grands nombres.
n—-—1+0oo

* Sij lirf Y, = 0(p.s) < la suite obéit a la loi forte des grands nombres.
n—-—1+0oo
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Théoreme 2.1 (Application & un échantillon)
Soient(2, A, P),etX;, Xo, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantegQurA), suivant
la méme loi de probabilité et telles que :

Vie{l,2,... n} E[Xi]=p, var[X;] = o>
existent, alors la suit¢ X, ..., X, } obéit a la loi faible et aussi a la loi forte des grands nombres.

Pour la preuve de ce théoréme on utilise la généralisation de I'inégalité de Tchebycinéfalité de Kolmo-
gorov.

2 Convergence en loi

Définition 2.2 (Convergence en loi)

Soient les variables aléatoirés {X;, ... X,,} etles fonctions de répartition correspondantés, { F'x,, ...

On dit que la suitd X7, X», ..., X,,} converge en loi verX si

lim Fx, (z) = Fx(z)

n—-+oo

en tout point de continuité de Fx.

X, »X & lim X, = X (L)
L n—-—4o0o

Exemple 2.1
S| 1
FX(.’E) :/ T €7§t2dt

—oo V2m

1 1
X, N <, 1+ )
n
T 1 7;( _%11)2
lir+n Fx (z)= lirf e M dt = Fx(x)

Théoréeme 2.2 (de Lévy-Cramer-Duguc)

1.
Xp = X = Oy, (w) = Ox(w)

uniformément dans tout intervalle fini.
Sidx, (w) — ®(w)avechd(w) continue &w =0

= ®(w) fonction caractéristique d’une variable aléataie

et X, - X

Fx, }.
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Remarque 2.1 Tableau de la hiérarchie des convergences
Conv. en moyenne quadr.

N

Conv. en probabilité— Conv. en loi

/!

Convergence presque s(re

3 Th. "Limite Centrale"

Théoréme 2.3 (Théoréme de la limite centrale)
Soient(Q2, A, P),etX,, Xo, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantegQurA), suivant
la méme loi de probabilité et telles que :

Vie{l, 2,... n} E[X;]=up var[X;]= o2

existent,

la suiteYy, Ys, ...,Y,, ... ou

X—pu 1 (X, —p
Yn: _
Vi o \/ﬁ;( o )

converge en loi vers une variable aléatolre: A'(0, 1).

4 Th. de De Moivre- Laplace

Théoréme 2.4 (Théoréme de De Moivre-Laplace)

B(n, p) — N(0, 1)

Convergence en loi de la loi binomiale vers la gi(0, 1).
Soient(2, A, P),etX;, Xo, ... X, une suite de variables aléatoires indépendantegQurA), suivant
la méme loi de probabilité binomialg(n, p).

=
. X, —np . . PP
La suiteY,, = ——— converge en loi vers la loi Normale centrée réduite :
\V/1Pq
c
Y, = Y:N(,1)
n—oo

Preuve :

La fonction caractéristique d¥,, :

D, (w) = [pe’ +1—p]"

Jjw —jwnp
= ®y, = [peV™T 11 -p| xe VI
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Jw
=IndPy, =nln peVP4 41 —p| — JUnp
V1pq

Développement limité de I'exponentiel a I'ord2e

Jw w Jwnp
=>hdy, =~ nln{qup( — >}
" n—oo Vpq - 2npq /g

Développement limité din a I'ordre?2 :

avecg=1-—p

w2

=mhdy o~ —5 et

n—oo

(PY >~ e 2

n—oo

On reconnait la fonction caractéristique de la loi normaf¢é0, 1).
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