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Chapitre 10

Indépendance de deux variables
aléatoires

1 Variables aléatoires indépendantes

Définition 1.1
SoientX, Y deux variables aléatoires définies sur(Ω, A, P) donc(X, Y ) : (Ω, A, P) → (R× R, B)

On dit queX, Y sont indépendantes si quelque soit le couple de boréliensBi, Bj , on a :

P [{X ∈ Bi} ∩ {Y ∈ Bj}] = P [{X ∈ Bi}]P [{Y ∈ Bj}]

Autrement :la loi de probabilitéPXY du couple(X, Y ) est égale au produit des loisPX etPY :

PXY = PX PY

Théorème 1.1 (indépendance)
Deux variables aléatoiresX, Y sont indépendantes si et seulement si la fonction de répartitionH(x, y) =

P [{X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}] est égale au produit des fonctions de répartitionsFX(x), GY (y) (appelées fonctions
de répartition marginales)

⇔ H(x, y) = FX(x) GY (y)

Théorème 1.2
Si deux variables aléatoiresX1 etX2 sont indépendantes :
(P [{X1 ∈ A} ∩ {X2 ∈ B}] = P [{X1 ∈ A}] P [{X2 ∈ B}])

⇒ E(X1, X2) = E(X1) E(X2)

Remarque 1.1
Attention :La réciproque n’est pas toujours vraie !
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2 Variables aléatoires dépendantes

Définition 2.1

P [{Xi ∈ Ai} ∩ {Xj ∈ Aj}] = P [Xi ∈ Ai}|{Xj ∈ Aj}] P [{Xj ∈ Aj}]
⇔ P [{XiXj} ∈ A] A = “Ai ∩A′′

j

1 Covariance de deux variables aléatoiresX1, X2

Définition 2.2

cov[X1, X2] = E[(X1 − µX1)(X2 − µX2)] = E[X1X2]− µX1µX2

Remarque 2.1
QuandX1 etX2 sont indépendantes, d’après le théorème précédent :
E[X1, X2] = E[X1] E[X2]

⇒ cov[X1, X2] = 0

Théorème 2.1
SoientXk, aveck ∈ {1, . . . p}, variables aléatoires et,ak, bk, aveck ∈ {1 . . . p}, une suite de nombres

réels alors :

⇒ var

[
p∑

k=1

akXk + bk

]
=

p∑
k=1

a2
kvar [Xk] +

∑
i 6=j

aiajcov [XiXj ]

Théorème 2.2
SoientXk, avec k ∈ {1, . . . p}„ variables aléatoires indépendantes et,ak, bk, avec k ∈ {1 . . . p}, une

suite de nombres réels alors :

E

[
p∑

k=1

akXk + bk

]
=

p∑
k=1

akE [Xk] + bk

var

[
p∑

k=1

akXk + bk

]
=

p∑
k=1

a2
kvar [Xk]
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Définition 3.1 (échantillon)
On définit un échantillon par les données suivantes.

1. Le n-uplet de variables aléatoires(X1, . . . , Xn) indépendantes qui suivent la même loi de probabilités
avec paramètres(µ, σ2).

2. X une variable aléatoire abstraite appeléevariable aléatoire parente,(qui suit la même loi) avec para-
mètres(µ, σ2)

3. X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi la moyenne empirique de l’échantillon,qui vérifie les propriétés :

E[X̄] = µ var[X̄] =
σ2

n
.
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