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Chapitre 10

Independance de deux variables
aléatoires

1 Variables aléatoires indépendantes

Définition 1.1
SoientX, Y deux variables aléatoires définies éix A, P) donc(X, V) : (2, A, P) — (R xR, B)
On dit queX, Y sont indépendantes si quelque soit le couple de boréBenss;, on a :

PH{X € B;}n{Y € B;}| = P{X € B;}]P[{Y € B;}]
Autrement Ja loi de probabilité Pxy du couple(X, Y') est égale au produit des loBy et Py :

Pxy = Px Py

Théoreme 1.1 (indépendance)

Deux variables aléatoireX, Y sont indépendantes si et seulement si la fonction de réparfifion y) =
P[{X <z} Nn{Y < y}] est égale au produit des fonctions de répartitidns(z), Gy (v) (appelées fonctions
de répartition marginales)

< H(z, y) = Fx(z) Gy (y)

Théoréme 1.2
Si deux variables aléatoireX¥; et X, sont indépendantes :
(P[{X1 € A}n{X, € B}] = P[{X € A}] P[{X; € BY}))

= F(X;, Xo) = E(X1) E(X2)

Remarque 1.1
Attention :La réciproque n’est pas toujours vraie !
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2 Variables aléatoires dépendantes

Définition 2.1
PH{X; € i} n{X; € A;}] = P[X; € Ai}[{X; € A;}] PHX; € A;}]
4 P[{XZXJ} € A] A=“A; N A;’

1 Covariance de deux variables aléatoireX;, X,
Définition 2.2
COU[Xla XQ} = E[(Xl - :uxl)(XQ - sz)] = E[XlXQ} —HX X,

Remarque 2.1
QuandX; et X, sont indépendantes, d’apres le théoréme précédent :
E[X,, X5] = E[X,] E[X2]
= COU[Xl, XQ] =0

Théoréme 2.1
SoientXy, aveck € {1, ... p}, variables aléatoires et;,, by, aveck € {1 ... p}, une suite de nombres
réels alors :

P
= Z aivar [ X;] + Z a;ajcov [X; X

P
= var [Z ap Xy + by
k=1 i#]

k=1

Théoréme 2.2
SoientXy, avec k € {1, ... p}, variables aléatoires indépendantes ef,, by, aveck € {1 ... p}, une
suite de nombres réels alors :

p
FE :ZakE[Xk]+bk

1

p
> arXy + by
k=1

=~
Il

azvar [ Xy]

[
NE

=
var [ arp Xy + bi
k=1

™~
Il

1
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Définition 3.1 (échantillon)
On définit un échantillon par les données suivantes.

1. Le n-uplet de variables aléatoireX, ..., X,,) indépendantes qui suivent la méme loi de probabilités
avec parametre§:, o?).

2. X une variable aléatoire abstraite appeléeiable aléatoire parentgqui suit la méme loi) avec para-
metres(y, o2)

3. X = % Z X; la moyenne empirique de I'échantilloguii vérifie les propriétés :

=1
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