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Une compagnie américaine posséde deux mines d’or, A et B, dont les produc-
tions journaliéres sont données par le tableau suivant (unité : 1 tonne).

Qualité | Mine A | Mine B
Haute 1 2
Moyenne 3 2
Basse 5 2

La compagnie a besoin de : 80 tonnes d’or de haute qualité, 160 tonnes d’or de
qualité moyenne et 200 tonnes d’or de basse qualité. Les entrepreneurs de la com-
pagnie, s’interrogent sur le nombre de jours que chacune des mines doit fonctionner,
si le cotit journalier de la production est de 200 dollars pour la mine A et de 200
dollars pour la mine B.

i. Formaliser mathématiquement ce probléme d’optimisation. Donner la solution
du primal en programmation linéaire par la méthode géométrique. Interpréter votre
résultat.

min(z = 200z + 200y) D : 200z +200y =0 (0, 0)  (—10, 10)
z + 2y > 80 Dy : x+2y =80 (0, 40) (80, 0)
3z + 2y > 160 Dy : 3z+2y=160 (0, 80) (20, 50)
Ba: + 2y > 200 Ds : 5z +2y=200 (0, 100) (40, 0)
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On obtient le minimum en C'= Dy () Dy :

zt = 40
r+2y = 80
<49y = 20
3r+2y = 160
z* = 12000

ii. Etablir le premier tableau de la méthode du simplexe, ayant une base réalis-
able. Résoudre le probléme des mines d’or par la méthode des pénalités.
forme standard :

min(z = 200z + 200y)

r+2y —x3+ 27 =80
T+ 2y — 23 =80 & af

< 3+ 2y — x4 + 25 = 160

= e o 50+ 2y — 5 + 25 = 200
et =

o5 + 2y — x5 = 200 & 23

Soit M >>>. On injecte dans le systéeme :
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min(z = 200z + 200y + M (z{ + 2§ + z%))
¢ =80—x — 2y + x3
x5 =160 — 3z — 2y + x4
x5 = 200 — 5z — 2y + x5
T3+a4+x5 = min(zy = —(9M —200)x— (6 M —200)y+ M x3+Max s+ Mxs+440M)

= af + 2§ + 25 =440 — 9z — 6y +

On déduit le premier tableau du sipmplexe par méthode des pénalités :

~

x Y T3 | Ty x5 |2 | 25| 28 | 2p | SM
—(9M —200) | —(6M —200) | M | M [ M [0 |0 |0 |—1|—440M
1 2 ~1/0 |0 [1 0 |0 |0 |80

3 2 0 [=1/0 |0 |1 |0 |0 |160

2 0 [0 |=1]{0 |0 |1 |0 |200

By(z§, x5, %) est une base réalisable mais pas optimale car ¢, < ¢ < 0. On
effectue un changement de base :

variable entrante :

€] < g < 0 = x est la variable entrante.

variable sortante :

30 + 2§ = 160
10+ 2 =80 = 0 = min %, %, %} = 40 = x4 est la variable sortante.
50 + z§ = 200

Par transformation par rapport au pivot on obtient le nouveau tableau du sim-
plexe :

T |y T3 | a4 | 5 x{ | x5 | 2§ Zv | SM
0| =2M+120| M | M | ZM+40]0 |0 | 2M —40 | —1 | —80M — 8000
0185 ~1]0 |i 1o |3 0 |40
0|3 0 |-1]2 0|1 |2 0 |40
1|2 0 [0 |Z 010 |3 0 |40

By(x§, x§, x) est une base réalisable mais pas optimale car co < ¢5 < 0. On ef-
fectue un changement de base :

variable entrante :

co < c5 < 0= y est la variable entrante.

variable sortante :

%9 + 2§ =40
20+ 25 =40 = 0 =min{25, 50, 100} = 25 = { est la variable sortante.
20 + 25 = 40
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Par transformation par rapport au pivot on obtient le nouveau tableau du sim-
plexe :

x|y |xs3 T4 | Ts x§ x4 | 2§ Zv | SM
010 5FM+75|M | FM+25|3M—75|0 | 3M —25| —1 | —20M — 11.000
013 0 |2 2 0 |5 0 |25
JE —1{1/2 L = 0 |20
1{0]31 0o |+ = 0 |3 0 |30

Bsy(y, 3, x) est une base réalisable mais pas optimale car ¢5 < 0. On effectue un
changement de base :

variable entrante :

¢s < 0 = x5 est la variable entrante.

variable sortante :

§0+y=25 .
{ 50Ty = 6 = min{200, 40} = 40 = x4 est la variable sortante.

19 4 29 =20

Par transformation par rapport au pivot on obtient le nouveau tableau du sim-
plexe :

Ty | T3 | T4 | TH x$ x5 x5 | Zm SM
0(0]50 500 |M—-50|{M-50| M |—-1|-12.000
0]1]=2 110 : =2 0 20
0j0| 1 |-2|1 —1 2 —1 40
Lo 3tjo| = 0] 0 40
By(z, y, x5) est une base réalisable et optimale.
x* =40
*=20 = 2" =12.000
i = 40

iii. Etablir le probléme dual du i). Résoudre ce nouveau probléme par 'algo-
rithme du simplexe.

Rappel : tableau des correspondances
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Primal (P) Dual (D)
min(Z = cx) max(W = ub)
Az =bx >0 (wA)T <

A= matrice des contraintes | AT (transp. de A) matr. des contr.

Contrainte 7 : > Variable u; >

Contrainte 7 :

=
Variable u; 2
<

Contrainte 7 : Variable wu;

Variable z;

>
Variable z; 2

<
0 Contrainte j :
0

Contrainte j :=

Primal Dual
min(z = 200z + 200y) | max{w = 80u; + 160uy + 200u3}
r+2y >80 (& w) uy + 3ug + Huz < 200 (& x)
y =160 (& ug) | 2ug + 2up + 2uz < 200 (< )
5z +2y =200 (& ug) | ur =0, up >0, uz >0
y =

Résolution du Dual (formalisé) :

min{z = —w = 80u; + 160us + 200uz}
Uy + 3us + dusz + x < 200

Premier tableau du simplexe :

Ug U us |x|y|lw|SM
—80 | =160 | =200 /0|0 | 1| 0
1| 3 1/0]0 | 200
2 | 2 2 [0[1]0 /200

By(z, y) est une base réalisable mais pas optimale car ¢3 < ¢ < ¢; < 0.
Changement de base :

variable entrante : us

variable sortante :

=0= min{2?, 20} =40 = z est la variable sortante.

50 + 2 = 200
20 + y = 200
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Nouveau tableau du simplexe :

Uy Uy |uz| x |y|lw| SM
—40 | =40 0 [ 40 |0 | 1 | 8000
1 3 1
z : 1] =]0[0] 40
4 —2
8/5 = 0= |10 120

By (us, y) est une base réalisable mais pas optimale car ¢; = ¢; < 0.
Changement de base :

variable entrante : u;

variable sortante :

{g+u3:40

=0= min{40 x 5, 120 x 2} = 75 = y est la variable sortante.
86 _ 8
5 +y= 120

Nouveau tableau du simplexe :

u | ux |ug| x|y |w| SM
0|—20]0|30|25|111.000
0 /1/2[1] L2110 ] 25
1| 5 (0|5 2]0] 75

Bs(usz, uy) est une base réalisable mais pas optimale car uy < 0.
Changement de base :
variable entrante : us
variable sortante : us

¢ -+ Uz = 25 ~
2 = 6 = min{25 x 2, 75 x 2} = 50 = ug est la variable sortante.

g+U1:75

Nouveau tableau du simplexe :

w (ug|us | x|y |w| SM
0 |40 |40 20 1 |12.000

2 | 1110 50
Ljo|-1|3t 30| 50

Bs(uy, ug) est une base réalisable et optimale.
max{w} = 12.000 pour u; = uy = 50.
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iv. Comparer la solution du dual obtenue en iii. avec la solution du primal du i.
Montrer la cohérence de vos résultats par application du théoréme de dualité et du
principe de complémentarité. Comment pourrait-on obtenir la solution du primal
directement par la procédure détaillée faite dans le dual ? Justifier votre réponse.

Par le théoréme de Dualité on a : z* = w* = 12.000

Théoréme de complémentarité :

Solution du Primal

Solution du Dual

¥ =40>0
y*=20>0
3.5 x40+ 2 x 20 = 240 > 200 non saturé <

uj + 3u; + dujy = 200 contrainte saturée
2u] + 2u3 + 2u3 = 200

o —
uy =0
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