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OPTIMISATION

Concepts de base: recherche opérationnelle
Programmation linéaire

Méthode du simplexe

Logiciels (Scilab, Solveur Excel, Solveur SAS, LINDO, Eclipse)

Variables artificielles et pénalités
v'Méthode du grand M
v'"Méthode des 2 phases

Dualité
Programmation en nhombres entiers
Programmation en nombres binaires

Heuristiques
v Algorithmes génétiques
v" Algorithme de colonie de fourmis
v" Algorithme de recherche tabou



DUALITE

PROBLEME PRIMAL PROBLEME DUAL

Max Z = ) cx, Min Y, = sz’yi
J=1 i=1
sujet a sujet a
Zal-jxj < bi I = 1, e, M Zal]yl > Cj ,] — 1’ N/
/=1 i=1
Xj > 0 ] =1,.., n yi > O j = L.”,m



Dualité

= A tout probléme de PL on peut associer un

autre probléme PL, son dual —*le primal

= Le probleme dual permet de donner une autre
interprétation économique au probléme

primal



Dualité

Exemple :

regime alimentaire :

- 6 produits alimentaires comme sources
de vitamines Aet C

* but : minimiser le cout du regime tout en
satisfaisant l|la valeur nutritionnelle
minimale de chaque vitamine



Dualité

Exemple :

Valeurs nutritionnelles & cout par produit

produit (i) Produits demande
(unités/kg) 1 2 3 4 5 6 (unite)

vitamine A 1 0 2 2 1 2 9
vitamine C 0 1 3 1 3 2 19

prix par kg 35 30 60 50 27 22




Le modele :
X; = quantité consommeée de chaque produit (en kg)

min z =33 x,+ 30 x,+ 60 x;+ 50 x, + 27 x; + 22 X,
SC
X4 + 2X;+ 2x, + X+ 2x; =2 9

Xo+ 3X;+ X+ 3X;+ 2% > 19

X1 Xo, X3 ,X4,X5,Xg> 0



Dualite

Exemple : une autre vision du probleme

producteur de cachets de vitamines synthétiques :

* 6 produits alimentaires contenant vitamines
AetC

* but : étre compétitif tout en maximisant son profit
et en remplissant la demande



Dualité

Exemple :

Prix maximum & composition de chaque produit

produit ( i) Produits
(unite/kg)

demande
1 2 3 4 5 ¢ [(unite)

vitamine A 1 0 2 2 1 2 9
vitamine C 0 1 3 1 3 2 19

prix par kg 35 30 60 50 27 22

par exemple, prix compétitif du produit 5 = inférieur ou
égal a 27



Dualité

Le modele :
w; = prix d’une unité de chaque vitamine
produit 5 = 1 unité de vitamine A + 3 unités de vitamine C
= w,; +3w, < 27
max v =9w,;+19w,

sc
W, < 35
w, < 30
2w, + 3w, < 60
2w, + w, < 50
w, + 3w, < 27
2w, + 2w, < 22

w,,w, > 0



Dualité

Primal Dual

min z= 35 x, + 30 x,+ 60 x, Scmax v=9w,+19w,
+ 50 x, + 27 X+ 22 X, W, < 35

w, < 30

> 2W1+3W2$60
2W1+ W, < 50

X4 +2X3+2X4+ X5+2X62 9 W+ 3w < 27

X1, Xy, X3, X4, X5,Xg= 0 Wi, W, > 0



Dualité

' wb
Cx \Prlmal Dual o
= + 1
min z = |35 x, + 30 x, + 60 x, scmax V=W 19w,
t 50 x, + 27 x5+ 22 X, W, < 35
sC w, < 30
2w, + 3w, < 60
Xy F 22Xy 20+ X+ 2Xg 2> 9 2w:+ Wz < 50
X, + 3X3+ X+ 3X; +2X, > 19 w, + 3w, < 27
—>
2w, + 2w, < 22

1 X3, X35, X35, X5, Xg= O
A7w1,w22 0
Ax>b



Primal Priblem
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Dualité - Généralisation

Primal (P) Dual (D)
min z =c¢x max v =wb
1xn n x1 1xm

SC SC
Ax > b wA < ¢
/ \
m xn m x 1



Primal « Dual

Primal Dual
min z =cx max v =w (-b) = (-w)b
scC scC
Ax@b & (-A) x> -b w(-A) < c < (-WAS<cC
x>0 w=>0

-Wow = min v =wb

~ SC
(Des contraintes primales wA < ¢
du type < correspondent a w<o0
\des variables duales w; < 0




Primal « Dual

Primal

min z =cx

Sj\x@b @[_':]xz[_g] sf:v" w-)| 2

A

w=>0

x>0

Dual

max v =[W+|W'] b

-b

<ceswr-w)As<c

wrt,w- >0

<& min v =wb

’Des contraintes primales d’egalite )
2a,x=b; correspondent a des
variables duales w; de signe

\quelconque )

SC
wA < ¢

W de signe quelconque



Primal « Dual

Primal Dual

min z = cx < maxv=wb
iéme contrainte & ieme variable

A x> b, <~ w;, > 0

A X< b - w; < 0

A X= Db © w; de signe quelconque
jeme variable < jeme contrainte

X; > 0 o WAl < ¢

X, < 0 o WAl > ¢

X; # 0 (de signe quelconque) <> WAl = ¢



Propriétés de la dualité

1 - Le dual du dual est le primal
2 - Pour toute paire de solutions réalisables x de P et w
de D,onacx > wb

Xx >0et Ax> b = w (Ax) > wb

> >
w>0etwA<c [=WA)x<ecx [X° (WA)x > wb

3 - Critéere d’optimalité : cx* = w*b
sinon, cx’'<cx*=w*b<wb ?77??

4 - Théoréeme Fondamental de la Dualité : si x* et w* sont
les solutions optimales finies de P et D, respectivement,
alors z* = v*.

En effet z* = cx* = w*b = v*.




Proprietés de la dualite

5 - Théoréme des écarts complémentaires : pour toute
paire de problemes duaux, une CNS pour qu’une paire de
solutions réalisables x de P et w de D, soit une paire de
solutions optimales est que :

— si une contrainte i de I'un des problemes n'est pas saturée
ou est lache (A, x > b, ), la variable correspondante du dual
est nulle.

— si une variable de I'un des problemes est positive, la
contrainte correspondante du dual est ‘““serrée” ( A, x =b,).




Propriétés de la dualité

= Démonstration

Ax> b

wA< ¢

— AX - s=b — WAX -ws =wb -
— WA+t =c — WAX + tx =cXx -

tx +ws =cx -wb

x et woptimales = cx-wb=0= tx+ws=0

\
% S ‘2 0= tx=ws=0 tixi=0<:>Iti>OZ>Xi=o

w, X >0=>t=0
tx, ws - somme de - -
produits de variables W s =0 $i>0=>w;=0

non-négatives p w,>0=1s5,=0




Analyse de sensibilité

Etude de [lintervalle de variations des c; et des b, pour lesquelles la
solution optimale courante reste optimale.

= Variation d’un coefficient de la fonction économique :
Calcul d’un intervalle de stabilité pour chaque coefficient

= Variation du second membre d’une contrainte :
*Pour quelles valeurs la solution de base obtenue reste-t-elle optimale ?



Post-optimisation

= inclusion d’une nouvelle variable de décision
ou d’une nouvelle contrainte.

= alteration d’une valeur b; ou d’un cout c;.



