EISTI - DEPARTEMENT MATHEMATIQUES

EXAMEN D’ANALYSE NUMERIQUE - RATTRAPAGE?

10 juillet 2012 — DUREE 3h00
La consultation et I’échange des documents, et I’utilisation des calculatrices sont interdits.
L’utilisation des 2 feuilles manuscrites recto-verso, format A4 est autorisée

— Ne pas détacher les feuilles.
— Utiliser I’espace blanc pour vos réponses et le verso pour brouillon.
— Pensez a indiquer votre nom sur chaque feuille
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Exercice 1
Considéérons une suite de nombres entiers a1, as, . - . , a, avec a; € Z, Vi. La moyenne arithmétique est donnée par la

formule
1 n
Mn = E é - Q;

Considérons aussi le calcul itératif

k—1 1
Sk = Tsk—l“r%ak?k22

1. Montrer que les deux formules de calcul M, et S,, sont équivalentes.

SOL.-Ona Sy = ay; Sy = %al—&—%ag = 255 = (a1+a2);53 = %Sg—i-%ag = %(al—l—ag—&—ag) = 353 =
(a1 + as + a3) , et donc
kS =(a1+---ap);k>1

En utilisant cette relation, on a
1w e 1 1 1
(@ M, :Ezai:Mn:ﬁ > a; + an = nn Sn—l"’ganzsn,et
i=1 i=1

n—1 n
n—1 1 n—1 1 1 1
b) Sp="=5 1+ ;an, = T YL G A = Y ap = M,
i=1 =1

n T n

ce qui établit I’équivalence.



2. Supposons que nous travaillons avec un ordinateur qui utilise le standard IEEE 744, double précision. En établissant
les algorithmes respectifs pour chacun de deux calculs, M,, et S,,, indiquer lequel de ces deux calculs est le plus
précis. Justifier brievement votre réponse.

SOL.- Algorithme pour M,,.

Mn =Qa3
Pour k = 2 a n faire
Début

M, =M, +a;
Fin
M, =M, /n.
Algorithme pour .S,
Sn =a
Pour k =2 a n faire
Début

Sp=(k—1)x Sg_1/k+ax/n
Fin
Le premier algorithme effectue n — 1 additions des nombres entiers, qui se font sans erreur de calcul, tandis que le
second algorithme effectue 2 (n — 1) divisions et n — 1 additions des nombres réels, chaque addition ayant une erreur
de calcul. Par conséquent le premier algorithme est plus précis.



Exercice 2
Soit la formule

YTy o (-0

Ecrire I’algorithme qui, sans modifier ou simplifier la formule, effectue le calcul et évaluer la borne supérieure de I’erreur
de calcul propagée par 1'utilisation de cet algorithme.
SOL.- Les étapes de 1’algorithme sont

1. s« 1+4+=x
2.r+«1—=x

3. w+sxr

4. y+2/w
Donc r = 4.
Ona
moa [ 1+ ]

! 1
.20=|2 | — ¢(1) (Jc(o)) = =z
[ 2 ] 2

- o
2. 2z = 1 — ¢(2) (x(l)) =|1-2 | =2
. 2
L 2 - -
5 3 S Xr
0 = | 1 | 0@ (@) = | 237 | =20
L 2 -
4. 20 = ;U — oW (2®)) =12/w] =2@® =y

et donc ¢ = ¢ 0 ¢ 0 ¢ o p1).
Calculded)(k) pourk=1,...,r—1=3.0Ona
1 4 3 2
qp()zd)()oqg()od)()(x(l)):ﬁ
P @ = 6™ 6 63 (x) =

1p(?)) _ ¢(4) (x(3)) 2
On calcule les jacobiens :
16 @) = — 2

J [¢(1) (5'3(1))] = [SQ(IEm)’Ov 5(131)270}
T[#® )] = [# 7.0
[

2
ST

J [0 (@®)] = [53,0]
Ona Ax = [Ax]
Calcul des matrices H;
n, 0 0 0 00 0
0 0 0 O N3 0O
H, = Ho=10 7, 0| ,Hy= s Ha = [n,]
0 0 0 O 00 0 0 O
0 0 0 O

Application de la formule (1.8.19) du poly :



Ay = Jp(x)Az+ Til J {qp(k) (:c(k))} H,z® +H,y
k=1

n, 0 0 0 1+x
0 0 0 O 1
— 2x —2 2
a (I*OCZ)QA:E+ [(1”)2(171)707 (1+w)(1*96)2’0} 0 0 0 O T *
0 0 0 O 2
0 0 0 1+
—2 —2
{ 0} 0 m 0| 1-2 |+
142)2(1—r)’ (14z)(1—z)?’ 2
(14+=2)*(1—r)’ (1+z)(1—=) 0 0 o 9
—2 nz 0 (I+2)x(1-2) 2
|:(1+a:)2(1—w)2’0:| [ 0 0 } 2 + [14] (I+x)(1—=2)
= (1_252)2A - (1_21.2) (1 + 12+ 13 —n4)
d’oll on obtient
Ayl< =22 an e—8 o
y_(l—x2)2 ‘1_$2|p
Exercice 1
Soit le systeme d’équations linéaires
Ax=b 0.1)

avec

A= [ All ;I" } ,b= [ ]]31 } ; A1 € R™™™ matrice carrée symétrique, by € R”, I, matrice identité d’ordre n
—in 1 1

On suppose que les matrices A;+1,, et A;—I,, sont régulieres.

1. Montrer que la solution x €R?" du systeme (0.1) est de la forme x = [ il ], avec x; € R™.
1
A I, u | | by Aju;—uy = by _
SOL. On a { I, A, [ w | = { by ] & { —u—-Aju, = by S Ay —uwy = —u—Ajwy &

(A14+1,)u; = (A1+1,) us. Comme (A;+1,) est réguliere, on en déduit que u; = up = x.

2. Montrer que la solution du systeme (0.1) est équivalente a la solution du systeme (A; — I,,) x;= b;.
SOL. Soit x = [ : ] une solution du systéme. Donc Ax = b < (A; — I,,) x;= b;.
3. On cherche a résoudre le systeme (0.1) par la méthode itérative suivante :
Bx" ) £ (A-B)x® =b; k=0,1,2,... 0.2)

avec B =21I,,, ol ¢ € R et ¢ # 0. On prendra x(*) €R?" un vecteur initial arbitraire.

Déterminer I’intervalle dans lequel doit appartenir ¢ pour que la solution klim x(%) = x ot x est solution du systéme
— 00

(0.1) et ceci quel que soit x(%),
SOL. L itération (0.2) peut se mettre sous la forme

xTD = (T, — cA)xW 4 cbi k= 0,1,2,...

Ce schéma converge si et seulement si le rayon spectral de la matrice C = I,,, — cA est strictement inférieur a 1.
Exprimons les valeurs propres de C en fonction des valeurs propres de A. Soit A une valeur propre de C et v le
vecteur propre associé. On a
1—A
c

Cv=v—CcAv=)\v = Av = v



Donc les valeurs propres de A sont de la forme @ = % ou A est une valeur propre de C. On doit avoir pour la

convergence | A 1< lcequisignifie 1 1 —cp i< 1= -1<1l-cu<l=0<c< % . Cette inégalité doit étre
vérifiée pour toute valeur propre de A. Par conséquent on a

<o sml

ol p (A) est le rayon spectral de A.

4. Soient p; > --- > puo, les valeurs propres de A. Pour une valeur propre quelconque p; de A, la valeur propre
correspondante A de C est une fonction A (¢, p;) = 1 — cp;, avec 0 < ¢ < u% Posons
2
cp=—"—
M1 + Hon

Vérifier que A (¢, pig,,) = —A (¢, 119)-

SOL. On vérifie aisement que A (¢, o, ) = % =—A(c,pq)

5. Montrer que ¢y minimise la fontion
g(c) = joax (A (¢, ) 1
qui est donc la valeur de ¢ pour laquelle la convergence du schéma itératif (0.2) est la plus rapide.
SOL. On a A (¢, pig,) > -+ > A(e,pq). Done g (¢) = max | A (e, ;) 1= max {1 A(e, 1) 1,1 A(e, pioy,) 1} On
<i<n

. . . 2
aboutit au résultat en on observant que si 0 < ¢ < TRET—

: 2
alors | A (¢, pig,,) 121 A (e, py) 1et si i << g

alors 1 A (¢, g ) 121 A (e, prop,) 1.

Exercice 3
Rappelons qu’un algorithme est une appliacation ¢» : D — R™, avec D C R™, telle que pourunx € D,onay = ¢ (x).
Rappelons aussi qu’étant donné un algorithme ¢, le facteur de conditionnement de cet algorithme est donné par la

formule
L J(¢X)
¢ (%)
ol J (¢ (x)) est le jacobien de ¢.
Soit le systeme d’équations linéaires
Ax=b; A cR"":x,becR" 0.3)

dont on cherche a calculer la solution x.

1. Formuler la solution de ce probleme en utilisant la notion de 1’algorithme.
SOL.-x = ¢ (b) = A~ 'b.

2. Calculer la norme || k||, du facteur de conditionnement pour ce probleme.
SOL.- J (¢ (x)) = A~L. Donc

_ bl - HA_1||2 [Ax][, - HA_1||2 (NP I P HA_lHQ
6]l = — = <
|A=1b], IR EIB

= ||AH2 : HA71H2

3. La solution par de méthodes directes du systeme d’équations linéaires (0.3) conduit toujours a factoriser la matrice A
en deux matrices B et C. Nous avons ainsi
A=B-C 0.4)



et la résolution de (0.3) se réalise par la résolution de deux systemes
By=b; Cx=y (0.5)

reputés plus simples a résoudre.
En utilisant le conditionnement des matrices, établir un critere qui permet de savoir si la méthode de résolution donnée
par (0.5) peut étre utilisée sans perte notable de la précision du résultat a la place de la résolution par inversion de la
matrice A, c’est-a-dire x = A~ 1b.
SOL.- On forme la quantité
cond (B) - cond (C)
cond (A)

Si k > 1, on a une perte importante de la précision du résultat.

Exercice 4

Soit A une matrice inversible d’ordre n, b un élément de R™ ; on note x la solution du systtme Ax = b.
Soit A A une matrice carrée d’ordre n. On suppose que la matrice A + A A est également inversible.
On considere le systéme linéaire perturbé (A + AA)x’' = b.

On écrit sa solution x’ sous la forme x’ = x + dx oll x est la solution du systéme initial Ax = b.

1. Etablir une expression de dx en fonction de x, A et AA
SOL.- (A+AA)X =b= (A+AA)(x+x)=b e (A+AA)Sx+ AAx=04sdx=—(A+AA)TAAX

2. Que se passe-t-il si AA =07
SOL.- On trouve 6x = —(A + 0)710.x = 0 : la perturbation sur la solution est nulle si celle que la matrice initiale
du systeme 1’est aussi.

3. Montrer que I’on peut obtenir une expression de dx en fonction de x 4+ dx, A et A A sous la forme :
0x = —ATAA(x + 6x)

SOL.- (A + AA)(x+6x) =b & Adx = —AA(x+0x) & ox = —A"TAA(x + 6x)

6
4. En déduire une majoration de ||| X||| sous la forme :
x
[10x]| [AA] 1
< cond(A)
[l A (1= [|AH[|AA)

SOL.- De 6x = —A~"AA(x + dx) on déduit
[ox]| = AT TAA(x + ox) || < [|ATH[ |AA] (] + [|ox])

donc
(1 A |AA]) 1] < [|A~Y]| | AA] ]
soit
™ . | e [AA] |
- A AA = ||A A
r = AT HAA G aay = 1A A S a oA aan
= cond(A)”AA” 1

Al (1= [[AZH[[AA)

7



On considere le systéme linéaire (S.) : Acx = b sous la forme

100 +e)x +y =101
(55){( (1-?5)3,11

avec

_[1004e 1 [ 101 R
o[ e[ e[

ou ¢ représente une erreur sur les termes diagonaux de la matrice du systéme.

5. Résoudre le systéme non perturbé (Sp) : Agx =b
SOL.- SOLUTION :

100z + y = 101
s { 1Y

donc la solution est (z,y) = (1,1)

6. Calculez le conditionnement pour la norme ||- ||l de Ag, ot A désigne la matrice du systeéme non perturbé (¢ = 0)

SOL.-
condoo (Ao) = [| Aol [|AG |,
avec 00 1
o= (1)
2
[Aollo = 1.:%);; A =101
et 1 1
Aol = ( 180 ioo >
2
HA51||OO = Zn__l?éz |Aij] =1
j=1
donc

condso(Ap) = 101

7. Donnez, en fonction de € et sans calculer explicitement la solution du systeme perturbé une majoration de I’incertitude

SOL.- D’apres la question 4 on a

10| o

AA 1
7<condoo(A)” Hoo

Al (1= AT [[AA]L)

%] oo

Orona



donc
[AA],, = [e]

En réutilisant les résultats précédents on obtient :

0% _ o) L1 e

[E3] 101 (1—lel) 1



