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2 TRANSFORMATION DE LAPLACE DANS Ejy

1 Introduction et motivations

2 Transformation de Laplace dans Ej

La plupart des seconds membres des équatiosn différentielles qui interviennent dans les phénomeénes
physiques sont des fonctions dites "exponentielles-polynomes", c¢’est & dire qu’elles sont de la forme
t— f(t) = e"tP(t) avec r € C et P un polynome a coefficients réels. On obtient ainsi la plupart des
fonctions usuelles : les fonctions polyndémes, sinusoidales, exponentielles et les produits de telles
fonctions.

En pratique on s’intéresse en physique a des phénoménes débutant a partir d’un instant t = «
(a > 0), et les fonctions sont donc nulles pour ¢ < a. La plupart des signaux vus en électronique
peuvent étre générés par des fonctions simples résultant d’opérations élémentaires sur des fonctions
usuelles. D’ou le choix de Ejy énoncé ci-apres.

2.1 Définition de E|

2.1.1 Fonctions causales

Définition : Une fonction f est dite causale si f(¢) = 0 pour tout ¢ strictement négatif

Exemple(s) Echelon unité U ou fonction de Heaviside H :

R—R
H PN 0sit<O
1sit>0

a pour représentation

1.0

06T

02T

X L

Exemple(s) Translatée de la fonction de Heaviside :

R—R
I t— H(t—a) ,a€eR
c’est a dire
R—-R
f: t'—>{ Os%t<oz
1sit> «

a pour représentation si a = 2



2.1 Définition de Ey 2 TRANSFORMATION DE LAPLACE DANS Ejy

10T

06T

027

5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

5
X

Remarque La fonction de Heaviside sert & "fabriquer" des fonctions causales.

Exemple(s) A partir de la fonction sinus, on construit la fonction causale

fite 0sit <0
L sin(t) sit >0

qui est également définie par fi(¢) = sin(¢)H(t), ayant pour représentation

10T

y

057

-1.0—

Exemple(s) A partir de la fonction f1, on construit la fonction causale translatée

foiti Osit<a
2 sin(t —a) sit >«

qui est également définie par fo(t) = sin(t — a)H (t — «), ayant pour représentation si o = 3

10T
y
051 /
2 4 6 8 10
T X

-057T

-1.0—

t/2

Exemple(s) A partir de la fonction g définie par g(t) = 3¢7*2 on construit la fonction causale

RPN 0sit<O
g1+ 3et/2 it >0

ayant pour représentation
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Exemple(s) On peut également définir des fonctions causales en cosinus non continues, par
exemple :

Osit<m

g2:t’—){ cos(t—m)sit>m

ayant pour représentation

07T
y
05T
: I 1 : 1 |
-2 2 4 6 8 10
X
05T
10+

2.1.2 Les fonctions de E

Définition Ej est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires a coefficients réels ou complexes
de fonctions de la forme :

t H(t —a)t"e™

ota€eRy,neNreC.

Exemple(s) f; définie par fi(t) = sin(t)H(t) est une fonction de Ey car sin(t)H (t) = 3.¢" H(t)—
e H(t)
2 €

Les fonctions de Fy ont les propriétés suivantes :

e une fonction de Ej est continue par morceaux avec un nombre fini de discontinuités

e FEj est stable pour les opérations suivantes : t — f(at), t — f(t —b),t — €™ f(t) c’est a dire

N

que si f € Ep, la nouvelle fonction construite a partir de f par 'un de ces procédés 'est
aussi.

e [y est stable par dérivation

e Si f € Ey, la fonction définie par ¢ +— fot f(x)dx appartient aussi & Ey.
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2.2 Transformation de Laplace dans F
2.2.1 Généralités

Définition Si une fonction g est de la forme g(t) = kH(t — a)t"e™ avec k € R,r € C,a € Ry, le
nombre r est appelé exposant de la fonction g.

Proposition Soit g une fonction dont I’exposant r est réel. L’intégrale f0+oo g(t)e Ptdt est
absolument convergente si p est strictement supérieur a r, exposant de g.

Preuve On a |g(t)e ?t| = |[kH(t — a)t"e" e P = |k|t"e("~P)* pour tout t € R,. A I'aide de la
Reégle z° f (x) en 400 qui est rappelée ci-dessous, on peut conclure.
Reégle 2 f (x) en 400 : Soient a € RY et f: [a,4+00[ — R continue telle que f > 0.

+oo
o §'il existe a € |1, +00] tel que z f (x) = 0 alors f (z) dz converge.
+oo
e S'il existe a € |—00, 1] tel que z®f (z) = +oo alors (x) dz diverge.
T— 100 a

En effet si on prend a = 2, alors t*t"e("—P)t M 0 sir—p < 0soit p > r. Dans ce cas le résultat
— 100

+oo
s’applique et / t"e("P)tdt converge comme annonceé.
a

Dans le cas ot p < r, il suffit de prendre o = 0 pour obtenir t"e("—P) o 400 ce qui implique
— 100

“+oo
que / t"e(r=P)tdt diverge.

Remarque Dans le cas oit 'exposant r € C, on a e™ = e e donc |e(""P)?| = |ela=P)| || =
el@=P)t |et| donc avec le méme choix de o on obtient [t3"e(r~P)t| = ¢2gnele=P)t |eibt| (s
t——+o0

a — p < 0 comme précédemment.

On admettra le résultat suivant qui se démontre sans difficulté :

Proposition Soit f € Ey.L’intégrale 0+Oo f(t)e~Ptdt est absolument convergente si p est un

nombre réel appartenant a |o(f),+oo[ o o(f) est la plus grande des parties réelles des
exposants des fonctions composant la combinaison linéaire réalisant f.

Remarque La condition p € Jo(f), +0o0o[, étant une condition suffisante de convergence absolue,
c’est aussi une condition suffisante de convergence.

Définition o(f) est appelé abscisse de convergence de f.

Exemple(s) Soit f définie par f(t) = 2 cos 3t.H (t)+te! sint. H (t—m). En utilisant les formules
d’Euler on a
1 (243t , 1 (2—3iyt , 1 (+iye 1L (1—i)t
f@t)==H(t)e + —H(t)e + —t.H(t—m)e — —t.H({t—m)e
2 2 2 2
Les exposants des différentes fonctions composant f sont 2 + 3¢, 2 — 3¢, 1 + ¢, 1 — ¢. Leurs parties
réelles sont donc 2 et 1, donc o(f) = 2.

2.2.2 Définition de la transformée de Laplace

Définition Soit f € E, d’abscisse de convergence o(f). La transformée de Laplace de f, notée
L(f) ou Ly est la fonction F définie sur Jo(f), +oo[ par

+oo
Fo)= [ e

0
On note F' = L ou F = L(f) ou F(p) = L(f)(p) ou F(p) = L¢(p).

L désigne la transformation de Laplace f — F
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Exemple(s) L(e"™)(p) = f0+°° e"te~Ptdt pour p > Re(r) donc L(e")(p) = f0+oo e(r=P)tdt =

A
lim {%e(”*l’)t] = lim L [ePA 1]
A—too LTTP 0 A—toco" TP
Si on note r = b +ic, on a e"PIA = btic=p)A — picA(b-p)A (opc ‘e(r_p)A’ = ’e“Ae(b_p)A =
|eied] P4 Commeb—p<0Oona lim e® P4 =0donc L(e)(p) = =% = -1

A—+o0 r—p p—r’

L(e™)(p) = ;% pour p > Re(r)

Exemple(s) Soit @ > 0. L(H(t — )e™)(p) = [7° H(t — a)e"e Ptdt = f;oc e(r=Pltqt . Si

0

A
p > Re(r) on obtient f;oo e(r=P)tdt = AliIJIrl {ﬁe(“p)t] = p%e(“p)a.

L(H(t—a)e™)(p) = pire(’“’p)o‘ pour p > Re(r), a >0

Exemple(s) L(te")(p) = f0+oo ter=Ptdt = lim fOA ter=Pltdt = lim Iy

A—+4oc0 A—+oc0
On fait une IPP avec
{ u=t " { u =1
r— SO1 1 r—
Vv = e( p)t v = 7‘—pe( p)t
t A 1A A A 1 1 A A A
donc 14 = [Tew—p)t} — L [Aetreptg = A A _ L [iew—p)t} — A (rp)A _
r—p 0 r—p JO T—p r—p | T—Pp 0 T—p

(ij)Q (e(r_p)A — 1) . L’abscisse de convergence de te"" est toujours Re(r) donc pour p > Re(r) on
a ALHEOO%Q(PP)A =0, AEIEme(T’p)A =0, d’ou L(te")(p) = (rjp)z

L(te™)(p) = ﬁ pour p > Re(r)

Remarque La tranformée de Laplace peut étre définie comme 'opération qui a f, fonction

quelconque, associe f0+°° f(t)e~Ptdt, donc dans ce cas on ne parle pas de fonction causale. On aura
alors par exemple £(cost)(p) & la place de L(cost.H (t))(p).

2.3 Propriétés de la transformée de Laplace dans FE

On suppose toujours que p appartient a un intervalle ol toutes les transformées utilisées sont
définies. Les fonctions utilisées sont toujours causales.

2.3.1 Linéarité

Proposition Soient f et g sont des fonctions de Ey, de transformées de Laplace F' = L(f) et
G = L(g) respectivement, et soient a € C, § € C Alors

Laf + Bg)(p) = aL(f)(p) + BL(9)(p), pour tout p €lo(h), +-00f

ou o(h) est la partie réelle du plus grand exposant figurant dans les fonctions f et g.
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2.3.2 Transformée d’une dilatée

Connaissant la transformée de Laplace d’une fonction f, notée F, on cherche celle de la fonction

t— f(at).
Définition On appelle dilatée de f la fonction ¢t — f(at), a € R

Proposition Pour tout a € R%, on a

L(f(at))(p) = zL(f)(£) pour p > Re(r)

Preuve L(f(at))(p) = hm fo f(at)ePtdt.

On procéde au changement de Varlable u = at soit du = adt.
L(fan)(p) = lim L[4 flwer/edu =1 tim [ f)erodu = 1[5 faperodu =
aA— 100

LL(f)(B)sik > cr(f) Sp> a.a(f) car a € R7.

2.3.3 Transformée d’une translatée

Définition On appelle translatée de f la fonction ¢t — f(t — 1), 7 € R

Proposition On a

[L(f(t—7)(p) = e 7" L(f)(p) pour p > Re(r) |

La quantité e P est appelée facteur retard. Lorsqu’une fonction est "retardée" d’un temps
T, sa transformée est multipliée par e P7.

Preuve L(f(t—71))(p) = f0+oo f(t —7)e Ptdt = Alirf fOA f(t —T7)e P'dt. On pose u =t — T
d’ott du = dt, on obtient :
L(f(t—7))(p) :Alirf ff;'r (u)e Pt dy, = f flu)e p“J”)dqu hm f f(w)e PUtn) dy,

Comme f est causale la premiére intégrale est nulle, donc on a
L(FE =) = T [ e du = [ e vt du = 7[5 flu)e idu =

e PTL(f)(p)-

Exemple(s) Application au calcul de fonctions définies par morceaux.
On veut calculer la transformée du signal ¢ — e(t) défini par sa représentation graphique :

0 si z<0Oouz>2

soite(t) =4 =z si 0<z<1 . On ne peut pas utiliser les fonctions locales sans précaution.
1 si 1<z<2

On décompose donc la fonction sous forme de somme. On utilise les fonctions ci-dessous :
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2T 2T
y y
1T 1+
2 4 1 2 3 a2 a1 1 2 3 4
X X
1+ 1+
Fonction e; Fonction ey
2T 2T
y y
1T 1+
2 4 1 2 3 sl |2 a1 1 2 3 4
X X
1+ 1+

Fonction ej Fonction ey

on obtient la fonction e. On en déduit que
tH(t) —tHt—-1)+H(t—-1)— H(t—2)
tHt)+(1—-t)H(t—1)— H(t—2)

En formant e; — ey + €3 — €4

e(t) =

On utilise ensuite la linéarité de la transformation de Laplace pour montrer que :
1 1 1

LEp) = 5 — 3¢~ ¢

2p
€
p?  p? p

Exemple(s) a traiter a la maison.
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction i définie par

. 0 si
it) { sint si

2

t<Oout>mw
0<t<nm

y

Fonction ¢
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2.3.4 Multiplication par la variable
On admet que pour p > o(f) :

Par conséquent

ce que 'on peut aussi exprimer par :

L f(1)] (p) = (-1)" LEL (p)

Remarque Pour information, ces résultats découlent d’une propriété relative aux intégrales
généralisées dépendant d’un parameétre, elles-mémes liées aux fonctions de plusieurs variables. Le
théoréme fondamental est énoncé ci-dessous :

Théoréme Soit ¢ une fonction continue sur I x [a, +00[, dérivable par rapport a sa premieére
variable s. On suppose que

- f;oo ©(s,t)dt converge simplement,

- % est continue sur I x [a, +00],
- f oo Wdt converge uniformément,

a S

Alors ¢(s) = f+oo (s, t)dt est dérivable et

do, . [T p(s,t)

2.3.5 Multiplication par ¢ %, o1 a € R

On montre facilement que pour tout p > —a+ o(f) on a :

L (1)) = L()(p+a) |

Preuve A faire en exercice

2.3.6 Transformée d’une dérivée
Si f € Ey, alors thI(I)l f(t) existe dans C. On pose f(04) = tliI(Y)l f(t).

Pour p > o(f) on a F(p) = L(f)(p) = f0+°° f(t)e=Ptdt. On suppose que f € C*(]0, +oc]), alors
f’ est continue sur |0, 4o0[. On a :

+o0 +oo
/ (e Ptdt = [f(t)e P j°° +p / f(t)e Pldt

En passant a la limite pour A — +o00 et pour € — 04, on montre que :

+oo +oo
| rwera= o ep [ e
0 0

soit

L1/’ ®) () = pLN) () = [(01)]
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On admet que si f € Ey est seulement continue sur ]0, +oo[ (c’est & dire qu’on ne suppose plus
que f’ soit continue), le résultat reste vrai.
Si f’ est a son tour continue, on a :

L)) (p) =pL(f)(p) - f(04)

et en appliquant le résultat précédent a f’, on obtient :

LIF"®I(p) = pPLF)P) = F04)] = f(04)

f
= p’L(f)(p) — pf(04+) — f(04)

Exemple(s) Soit f définie par f(t) = cos(wt)H (t).

f(t) = —wsin(wt)H (t) + cos(wt)H'(t) or H'(t) = 0 sur R* donc

f'(t) = —wsin(wt)H(t) sur RY.

Verifions que L[f"(4)] (p) = pL(f)(p) — f(04).

D’une part on calcule : L(f )(p) = L(cos(wt)H(t))(p) = 2tz et f(04) = cos(0)H(04) =1
donc le second membre vaut pL(f)(p) — f(04) = =tz — 1.

D’autre part on calcule : L[f'(¢)] (p) = L[-wsin(wt)H(¢)] (p) = —wL [sin(wt)H(t)] (p) =

w [ . A—
pPHw? T pPtw? .
Les deux quantités sont bien égales.

—Ww

2.3.7 Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale

Théoréme Théoréme de la valeur initiale

Si une fonction f € Ey admet pour transformée de Laplace F, alors non seulement lim F(p) =0
p—oo

mais encore
lim pF(p) = f(04)

p—0o0

Théoréme Théoréme de la valeur finale
Si une fonction f € Ey admet pour transformée de Laplace F| et si 2Slim f(t) existe et est finie
— 00

alors
limpF(p) = lim f(t)
p—0 t—o0

Remarque Ces théorémes sont utilisés en physique, le premier pour déterminer les conditions
initiales, le second pour connaitre le comportement d’n systéme lorsque t — oc.

2.4 Convolution dans £
2.4.1 Définition

Définition Convoluée
La convoluée h = f x g de deux fonction f et g définies sur R, est définie (sous réserve de
convergence de l'intégrale) par :

+oo
W) = (f * g)(x) = / f(g(e — tydt

— 00

Remarque Si f est causale, alors 'intégrale devient :

+oo
ha) = (F=0)e) = [ f(Oato— )
Si g est aussi causale, alors

esiz<0,h(zr)=0carx—t<0,Vt>0
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o siz >0, h(z)=[; f(t)g(x —t)dt car g(x —t) =0sit > x.

Il en découle la définition suivante :
Définition Soient f et g deux fonctions de Ey. On appelle convoluée de f et g (dans cet ordre),
la fonction causale h définie pour tout = positif par :

h(z) = (f * 9)(z /f (z— t)d

Proposition
frg=gxf
frlgts)=Ffxg+[fx*s
Si f et g sont dans Ey, fxg € Ey

2.4.2 Transformée de Laplace de f xg

On admettra le théoréme suivant :
Théoréme Soient f et g deux fonctions de Ey alors la convoluée h = f*g a pour transformée
de Laplace, le produit des transformées de f et g soit

L(f *9)(p) = L(f)(p)-L(9)(p)

pour p > max(a(f),o(g)).

2.4.3 Transformée de = — fo t)dt (primitive de f s’annulant en 0)

Soi f une fonction continue de _Eo. On a
Va > 0, (H* f)(x) = [y f&)H(x —t)dt = [ f

Sachant que L(H)(p) = % et en apphquant le theoreme précédent, on obtient :

£ / " ()t (p) = L)

2.5 Image et transformation inverse

Toutes les transformées de fonctions de Ey sont des combinaisons linéaires de produits de fractions
rationnelles par des exponentielles e P (7 est le retard). On admet que la réciproque est vraie,
c’est & dire que sur ’ensemble de ces combinaisons linéaires on peut définir £, transformation
inverse de L.

On utilise donc des décompositions en éléments simples pour connaitre certaines transformées
inverses.

Définition On appelle original ou transformée inverse, la fonction f dont la transformée
est F, donnée.

2.6 Tableau des transformées dans FEj

10
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pour f € Ey F(p) = L(f)(p)
H(t) %
tH (t) }%
t"H(t),n € N pﬂl
et H (1) -
sin (wt) H (¢) i
cos (wt) H (£) pEE
sh (wt) H (t) e
ch (W) H(?) e
flat),a >0 lpe
ft—7) e~ PF(p)
f(ye F(p+a)
f(@) pF(p) — f(04)
£(8) PLN®) ~pf(04) — [(04)
Jy F(w)du £
~t£() )
(~1)"" £ I ®)
pour f et g dans Eo (f g)(x) = H(t) [y f(w)g(t —uw)du | si G =L(g), F(p) x G(p)

11
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2.7 Utilisation
Exemple(s) Calcul de la transformée de Laplace de f définie par f(t) = sin(3t) cos(2t).H (t)

Exemple(s) Détermination de l'originale de la fonction G définie par G(p) = m
Exemple(s) Détermination de loriginale de la fonction F' définie par F(p) = 1)22(27;14)

3 Extension de la transformation de Laplace
On étend la transformation & toutes les fonctions f vérifiant :
1. f est causale

2. f est localement sommable sur R} au sens ot : foa |f(t)|dt existe Va € RY,

3. Il existe un nombre réel py tel que Tlim fOT |f(t)| e Potdt existe
— 00

De telles fonctions appartiennent & un ensemble appelé E, pour lequel on peut montrer que
Vf € E, 3 o(f) abscisse de convergence de f tel que :

A

Vp > o(f), Alirn |f(t)| e P'dt existe

12
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On définit alors de la méme fagon que précédemment la fonction transformée de Laplace F' sur
Jo(f), +oc] par F(p) = [;° f(t)e Pt

Exemple(s) de fonction de E n’appartenant pas a Ey
Si g est une fonction périodique, continue par morceaux sur une période, alors f = g.H est
causale et bornée mais elle n’appartient pas & Fjy.

Toutes les propriétés démontrées sur Ey restent vraies sur E. On peut aussi utiliser le tableau
pour calculer des transformées ou des originaux.

4 Applications - Calcul symbolique

Les applications concernent par exemple la résolution de problémes différentiels régis par des
équations différentielles linéaires du ler ou du 2nd ordre, dont les seconds membres et les solutions
doivent étre causaux pour permettre I'utilisation de la transformation de Laplace.

5 Impulsion unité

On utilise trés fréquemment en physique la symbolisation d’une impulsion électrique ponctuelle en
t = 0. Ce n’est pas une fonction puisque I'impulsion unité "vaut" 400 en 0 et 0 partout ailleurs.
C’est une pseudo-fonction ou distribution, appelée distribution de Dirac, et notée 4.

Nous admettrons que

L(0)(p) =1

13



