Développements limités

I désigne un intervalle non singulierxetun entier naturel.
Les fonctions considérées ici sont a valeurs reellecomplexes et sont présumées continues.

|. Développements limités
Soit a un point de/ ou une extrémité finie dé et D=1 ou D =1I\{a}.

1°) Définition
Déf: Onditquef:D — C admet un développement limité a I'ordieen a (DL, (a)) sSi Ja,,ay,...,a, €C
tels quef(z) = ay, +a,(z—a)+---+a,(z—a)" +o((xr—a)") au voisinage de .
La fonction polynomialer — a, +a,(x —a)+---+a, (x—a)" est alors appelée partie réguliére du
DL, (a) de f ena.
Prop :Si f admetunDL, (a) de laformef(z) =a,+a,(x—a)+---+a,(x—a)" +o((z—a)")
alors, pour toutn <n, f admetunDL,_(a) de la forme :
f@)=a,+a(z—a)+-+a,(z—a)" +o((z—a)").
2°) Unicité
Théoréme (Unicité du DL)
Soit f:D—C avecD=1 ouD=1\{a}.
Si f admet unDL, (a) alors celui-ci est unique.

Cor : Supposons symétrique par rapport 8 0 Bt=7 ou D =I\{0}.
Soit f: D — C admettant unDL, (0).
Si f est une fonction paire (resp. impaire) alors dipaéguliere def ne contient que des termes
d’exposants pairs (resp. impairs).

3°) Existence

Théoréme de Taylor-Young
Soit f:I—C etacl.

Si f est de class€" alors f admet unDL, (a) de la forme :

n (k)
F@ =319 oy o —a)).

o k!

Cor: Si f estC™ surl alors f admetunDL, (a) en touta € I et pourtoutn € N .

4°) DL deréférence

1 L
=1+zx+--+2a" +0(IW)ZZI}" +o(z").
1-x =0
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coSst = Z((ZZ;;I 2k+ @27;+1) 1— %m +: 4+ . E;l));m +0@27+1)

L. 1 1
Ainsi cosz = =z +—z* 40 *).
o Tt to )

H - (_ 1)A 2k+1 2n+1 1 3 1 5 ( 1)L 21+ 1 2+
sing =Y ———2 g2+ oy gty T T ey
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Ainsi sinz = I*%Is +o@?).

n

Chm—l—i—im +1 e — 1 t? +o@? )= Z ! tF¥4o@®

2t 4 (2n)! 3 (2h)!

Lol 1 1,

shr=z+—z"+— +...+— 2n+1 2h+ 2'+1+ 2+
e 3'I 51" (2n+1)!x )= Az;(zk_i_l)lx o(z ")

n _ 1)1 _ _
ln(l—i_x)zz%mk"'0(53"):?5——;1‘2—1- v Y ——2z"+o(z")
(1—1—3:)":1+ax+%$2+...+o‘(a*1)“-%l n+ 1) "4 o(z")

n!
I 1.1 . 1 1 3
Poura =12 Jl+z=1+-z—-2"+0(") eta=-12, on obtient: —1- o202 1 o@?).
a=y ’ 2" 8" o@") eta=-Y T LR @)

I1. Détermination de développements limités

1°) Positionnement du problémeen 0

Pour déterminer uDL, (¢) d'une fonctionz — f(z), on relocalise le probleme dhvia le changement de
variablez =a+h (h=z—a). On détermine alors ubPL (0) de h+— f(a+h) puis on forme leDL, (a)
voulu en remplacant parz—a.

2°) DL d’un produit

Supposons qu’au voisinage @eon ait :
f(@)=ay,+ax+---+a,z"+o(z") et g(z) =b, + bz +---+0b,z" +o(z").
On a f(z)g(z) = axby + (ah, +apr+---+(ad, +...+a,b)r" +o(@")

ce qui détermine uL, (0) de z — f(z)g(z) .

3°) DL d’une composée.
Supposonsf(z) jOO et qu'au voisinage d8 : g(u) =ay, +au+---+a,u" +o(u") aveCe?O.
u"e(u)
On peut écrire :
g(f(@)) =ay +a,f(@)+---+a,(f(@)" +(f(z)"e(f(x)) avece(f(z)) :OO ce qui permet d’'écrire :
9(f(2)) = ag +a,f (2) 4+ +a,(f(2))" +o((f(2))") -
Ainsi on a pu substituef(z) au dans leDL, (0) de g(u). Ceci était possible cayf(a:) — 0.
On peut alors a partir d'udL, (0) de f, f(z) =gz +---+a,z" +o0(z") , former unDL (O) de g(f(x)) car
f(z) = O(x) permet d'écrireo((f(z))") C. o(z").

4°) DL d'uninverse

Supposons f(z) =a,+a,z+...+a,z2" +0(z") aveca, = 0 au voisinage d@ .

Ona (1) 1 ! :—1.1 1 ce qui permet de former ubL, (0) de (1).
f@)  a, T U Fo@") a, 14+u f(x

Qg Qg
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5°) Intégration de DL
Théoréme :
Soit f:1 — C dérivable eta € I. Si f' admet unDL, (a) de la forme :

f'(@)=ay+a(z—a)++a,(z—a) +o((z—a)")

alors f admet uneDL, . ,(a) de la forme :

an

nJrl(I—a)"+ +o((x—a)"™).

f(@) = fla)+ay(z—a)+---+

6°) Notion de développements asymptotiques
Déf: Soita €I ou une extrémité, éventuellement infinie He
Soit f:D—C avecD=1 ouD=1\{a}.
On appelle développement asymptotiquefden a toute décomposition
f(@) =ayg,(x) +a9,(zx)+---+a,g, (x)+0(g,(z)) auvoisinage de avec :q,...,a, €C etg,,...,q,
des fonctions « simples » telles que< g, ;, < -+ <K g,.
Un tel DA est alors dit réalisé a la précisigp(z) .

1. Applications des développements limités et asymptotiques

1°) Détermination d’équivalents

Le premier terme non nul d’un DL ou d'un DA donneéquivalent simple de la fonction étudiée au point
considéré.

2°) Détermination delimite

L’obtention d’'un équivalent permet d’obtenir la ltende la fonction considérée.

3°) Prolongement d’unefonction en un point

Prop : Soit a un point de/ ou une extrémité finie dé. Soit f: /\{a} — C.
Si f admetunDL,(a) de la formef(z) =a,+a,(z —a)+o(z—a)
alors on peut prolongef par continuité e en posantf(a) = q, .
De plus ce prolongement est dérivableseet f'(a) = a, .

4°) Positionnement local d’une courbe et de sa tangente

Soit f:/ — R etael.On suppose qu¢ admetunDL (a) de la forme :
f(@)=a, +a(z—a)+a,(r—a)’+..4a,@—a) +o(@x—a)").
Comme par I'étude ci-dessus, on observe gue f(a) eta, = f'(a).
Soit k le plus petit entier supérieur ou égak &el quea, = 0.

On a f(z)—(f(a) + f'(a)(z —a)) ~a, (z —a)*.

1% cas : Sik est pair alor§z —a)" >0.

Sia, >0 alorsT', est au dessus dE au voisinage de .

Sia, <0 alorsT', est en dessous dé au voisinage de .

. x | a

(z—a) |— 0 +°

Dans ce cast traverse sa tangente en

2éme

cas : Sik est impair alors

Le signe deq, permet de préciser de quel cotedel’, est au dessus de.

5°) Etude de droite asymptote

L'obtention d’'un DA en+oo de la formef(z) = az +b+0(1) permet de conclure que la droite d’équation
y=ax+b estasymptote & en +oo.
De plus I'étude du signe de(l) permet de positionner la courbe par rapport Figsote.
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6°) Etude locale des points d’ une cour be paramétr ée

On noteP le plan géométrique muni d’un repére orthonoi @, ;) .
Soit v = (I, M) un arc suffisamment régulier éte I fixé. On étudie l'allure de I'arey au pointM (Z,) .
On notez(t) et y(t) les coordonnées du poinf (¢) .

a) formule de Taylor-Young

Théoreme :
Pour toutn <k, on a, quanch — O :
W(to+h)onw’(to)+hd§—f4(to)+...+ h; dd?nM (1) +h"=(h) avec=(h)—5.
n:
b) tangente
Théoreme :

n

Lo . d"oM - . .
S'il existe un entiem >1 tel quev(to) =0 alors en notanp le plus petit de ces entiers, on peut

. . o d'OM
affirmer que l'arcy présente une tangente &f(t) dirigée par le vecteu+dOT(tO) .
¢) position de la courbe par rapport a sa tangente

e
Supposons gu'il existe un plus petit entjer 1 tel que%(to) =0 (ce vecteur dirige la tangente).

n

P
Supposons gu'il existe un plus petit entiegr p +1 tel que%(to) n’est pas colinéaire gd?—pM(to) .

Si p impair etq pair : Sip impair etq impair :
a'M a'M
t t
dt’ ®) dt ®)
i (1)
M(t a'M a'M
y Y N Y
Point ordinaire Point'd’inflexion.
Si p pair etq impair : Sip pair etq pair :
a'M
— (¢ q
a M
dt?

M) W 0 JDV

M{(t a"M
t
Point de rebroussement dé®espéce. Point de rebroussementtfeezpéce.

d) miseen pratique
o d"OM . e .
(1) On calcule les vecteurs dérivés successg%— jusqu’a détermination des entiepset ¢ .

(2) Onréaliseun DL de ety ent, :

z(t) =ay+a,(t—t,) ++a,(t—1t)" +o((t—1t)"),
y(t) = by + bl(t - to) +-4b, (t— to)n +o((t— to)n)

a . 1d'OM
AU TR
On peut alors raisonner a partir dés:

le premieri, non nul donne la direction de la tangente,

Donc en notant,

a N
bl,...,u
1

(%)

le premier, suivant non colinéaire &, donne la position de la courbe par rapport arsgetate.
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