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Remise a Niveau - ANALYSE

Correction partielle de la série 3

Transformée de Laplace
Exercice 3

Déterminer la transformée de Laplace des fonctions données par les graphes ci-dessous
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Le cours pour les fonctions périodiques causales de période T donne :
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ol fo est la fonction définie sur une période et nulle ailleurs, représentant le motif de base de f.
Ici on a
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Exercice 4
Calculer l'inverse de la transformée de Laplace pour les fonctions suivantes :
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(2—38)(2+ ) 2+s—1 s—1 (s—1)(s+3)

1.

1 L2 () = 2H(1)

2. £7(- 3 () =371 . () = 3 H (1)

3 c—l((sj‘g)z)(t) - 45—1((8_13)2)(15) - 45—1(3%)(15.6%). Comme c—l(si?)(:r) — TH(T), on a
E‘l(s%)(t.e:“) — LS (L), Or H(te) = { ézi EZZ ig _ { ézi i zg — H(t) donc
E‘l(s%)(t.e?’t) — LH ().

4L ()0 = S (o )(0) = Ssh(BN H ()

S

m)(t) nécessite la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
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Par linéarité, on en déduit :
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S () — e H () ()
= —ch(2t)H(t)
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6. Eil(m)(t) La fraction rationnelle est irréductible puisque son dénominateur n’admet
pas de racine réelle, on passe par la forme canonique :
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)(t). On utilise le fait que

L(g(t—a)H(t—a))(s)=e *L(g(t)H(t))(s)
donc
LTUL(g(t—a)H(t—a)) ()] (t) = L7 [e*L(gH)(s)] (¢)
— g(t—a)H(t—a)

1
Pour a =2, et L(gH)(s) = p—

pona g(t) = e! donc

6—25

L L) s)] = L))
= g(t—a)H(t—a)

= et_2H(t —2)
52
8. E‘l(m) (t). On utilise la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

52 1 9
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dont on tire directement :
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Exercice 5
En utilisant la transformation de Laplace, résoudre sur ]0, +oo[ les équations différentielles suiv-
antes :

y(0) =1

/P
1. y" —y=sin2z avec{ y(0) = —1

On a
Ly")(s) = s*L(y)(s)— sy(0) —y'(0)
= $’L(y)(s) —s+1

en intégrant les conditions initiales. Par application de la transformation de Laplace aux deux
membres de I’ED, on obtient :

S2L(Y)(s) —s+1—L(y)(s) = L(sin2x)(s)
2
s?2+4



donc

+s—1
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(s> =1) L(y)(s) = 254

& Ly)(s) =

y(t) = <—; cos(2t) + %et + :et> Ht)

y(0)=1
y'(0)=0

Le méme type de calcul sur I’ED donne :

LY+ 2yt+y=e”* avec{

$"L(y)(s) = s +25L(y)(s) =2+ L(y)(s) = L(e7")(s)

B 1
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d’ou
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(32+23+1)£(y)(s)—2—3 =TI
1
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& (DLW = g + 24
1 2+s
& Ly)(s) =

_l’_
(s+1)°  (s+1)*
La décomposition en éléments simples du second membre donne:

1 2+s 1 1 1

(s+1)3+(5+1)2 _8+1+(s+1)2+(8+1)3

donc

1 1 1
LDE = 5t ot e
d’ou
L(y)(s) = L(y1)(s) + L(y2)(s) + L(y3)(s)

L(y1)(s) = SJ{%

L(y2)(s) = (+1)2

L(ys)(s) = (84_11)3
Lin)(s) = 5 = mi(t) = e TH()
Ll)(s) = i = = (1) = — 8 (L)) = L(te™)(5) = palt) = te  H (1)
Ls)(s) = i = 3 (5h) = b (L)) = 3LG2e)(s) = L(P57)(s) = walt) =
L H(t).
Finalement




3. vy + 2y + 5y = e *sin 2z avec { ;//,

Exercice 6
Trouver les solutions (x(t),y(t)) du systeme différentiel sur IR% x IRY :

{ z'(t) = =5z (t) + 2y(t)
y'(t) = —22(t) — 5y(t)

z(0) =1

y(0)=0
On applique la transformée de Laplace aux deux équations, on obtient avec L(z')(s) = sL(z)(s) —

2(0) = sL(z)(s) — 2, et L(y')(s) = sL(y)(s) — y(0) = sL(y)(s):

avec les conditions initiales{

{ sL(xz)(s) — 2 = —=bL(x)(s) + 2L(y)(s)
sL(y)(s) = —2L(z)(s) — 5L(y)(s)
soit
{ (s +5)L(x)(s) — 2L(y)(s) =2
2L(z)(s) + (s+5)L(y)(s) =0
s+5 =2 L(x)(s)\ [ 2
( 2 5+5)<L(y)(5)>_<0>
donc
2 =2
0 s+5 ’ 2(s+5)
= L) = (s +5)% +4
2 s+ ‘
et
s+5 2 '
2 0 —4
S = T [T G
2 s+ ‘

dont on tire ensuite z(t) et y(t).



