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Remise a Niveau - ANALYSE
EISTI

' Correction de la série 1 bis

Réwisions : Développements limités et Equivalents

Exercice 1

tt—1 (1—z)l-=—1

t .
1) hn%m On pose x = 1 — ¢ pour se ramener en 0. hmm ilir(l)m Pour
In(2 —z), hr% In(2 — z) = 1n2 donc hr%x +1In(2 —z) =1n2. Si on fait un DL on trouve que :
xr— Tr—
r 22 9
z+1n(2 —x) :ln2+§—§+m e(z)
En ce qui concerne le numérateur, on a (1 — z)'=% = e(I=2)In(1=2) 1] est dangereux d’écrire

directement que sa limite est égale & 1, car on ne peut pas élever une limite & une puissance. On le
vérifie donc avec un DL, ou un équivalent. D’apres le DL du In(1 + z) on a :

22
In(l—z)=—-z— 5 + +x2e(x)

donc

2 72 2
l-—2z)ln(l—z)=(1-2x) [—aj - —+ .’1228(56):| = -+l +al(z)= -+ 5 + 2%¢(x)

2 2
Comme ,
X X
_1+—+?+X2 e(X)
on obtient en posant X = —x + %

22 22\ 2 22 22
e(l=2)n(1-2) 1—x—|—?+ <—x+ 2) + 22e(z) = 1—w—|—?+x2+m25( r)=1-x+— 5 % 2¢(x)
. On en déduit le DL du numérateur :

3 2
1—z) " —1=—z+ % + 2%¢(x)
Le quotient (Hlﬁw a donc pour limite 0.
2) %EI% lf(t) On pose 2 =t — 1 pour se ramener en 0. hn% ltn(tl) = l (1;””) L’équivalent de In(1+x)
en 0 est x, donc le quotient In(1 +m) est équivalent & 1. On a donc hm (t) lin%] w =1
Tr—>
x‘f 1 —+
3) xll}r_{loof On pose t = L pour se ramener en 07.
—Int
VT evelnz o7y % nt —lnt+lnt —1+ 1 It
= = =e e =exp|—— =ex — 4+ —=|In
e erlnyz =l Pl T PINVE T 2

= exp {<_2£+ 1) lnt]

Raisonnons en équivalents :



or

. 1
lim <> Int =—c0
t—0+ Qt

d’ou
-2Vt +1
lim exp [<\[+> lnt} =0
t—0+ 2t
et donc
VT
Iim — =0

T—+00 \/Em -

Exercice 2

. 1 1 c 12 T
1) lim ;== + -5 Considérons la seconde partie : lim
z—07F xz—07F

1

oy = — 0. C’est donc cette fraction

qui donne la limite de la somme sauf si la premiére tend aussi vers U'infini (positivement).

1—2" =1—¢"% donc comme lim zlnz =0~ on a lim ¢*™% =1~ donc lim 1 — % =

z—0t r—0t z—0t

1
zlnx

Par suite lim ﬁ = 4o00.Donc lim ﬁ + n’est pas calculable directement.
z—0t z—0t
Considérons 1 — z%. On a d’aprés le DL de e :

2 2

1 1
l—a®=1-—€"M" =1 |14+znz+ (@)’ + (xlnx)ze(:p)] =—zlnz — (@ha)” + (zlnz)?e(z)
donc

I 1 B 1
1—a” —mlnx—%—i—(mlnxﬁa(m) zlnz [~1 - 32 + (zlnw)e(z)]
d’ot
1 1 1 1 1 -1
1 T + 1 = zlnzx + 1 = 1 zlnzx +1
—2* zlhzr  zhe[-1-2224 (zlnz)e(z)] zhnz  zhhe |14+ 202 4 (zlng)e(a)
Avec le DL de ﬁ en posant X = ml% on obtient :
1 1 1 zlnz 1
= -1 1 1 = -
11—z zlnzx zlnz * i+ nm)e(m)} 2+€($)
donc
1 1 1

li = -
xgél+1—x9”+:vlnx 2

2) lim \/x + v/ — \/x. On voit de suite que la limite n’est pas calculable directement puisqu’on a
r—00

”+00 — 00”. Posons t = 1/x pour se ramener en 0 :
1 \/T \/T 11 1 1( t) 1
T+vVr—+Vzr = -\ -\ =t —=——==/ |1+ —= | ——
vesve = Ve ViTVit v v ViUt T
1 t
= I+—-1
(V vi )

Du DL de /1 4+ X en posant X = % (qui tend bien vers 0 quand ¢t — 0), on déduit :

S

t 1
1+ —=1 — —t +te(t)

t
_i_i
Vit 2Vt 8

2



donc

1 t 1/t 1 11
\/i< 1+\/Z—1>:ﬁ<m—8t+ts(t)>:2—8x/i+\/%s(t)

On en déduit que

. .1 t . 1 1 1
lim x—i-\/;c—\/iig%\/i( 1+\/E—1>%1_r)r[1)(2—8 t)2

T—00

Exercice 3

1. x +sinz lorsque x — 0 : sinx ~ x donc = +sinz ~ 2z
0 0

2. x4+ sinz lorsque  — 400 : lim ML — ]im 1 4 882 Comme sinz est borné en +0o et que
z—oo L —00 z

1/x tend vers 0 on a lim % =0 donc lim 1+ % = 1, d’apres la définition des équivalents
rT—00 r—00

on adonc x+sinx ~x
o0

3. x —sinz lorsque x — 0 : sinx 7T donc on ne peut pas faire la somme des équivalents sous

peine d’avoir simplification. Il faut faire un DL d’ordre 3 en O :

3

) x
sin = — = + 23¢(2)
3!
donc
a3 3
:L'—smx:?—i—:c e(x)
d’ou )
. xz—sinx
lim 3 =1
z—0 =
3!
. R . 23
ce qui conduit & x —sinz ook
4. z—sinx lorsque x — +o00. lim £=2L — ]im 1—32Z — ] pour la méme raison que précédemment
)
r—oo T T—00 T

donc x —sinz ~ x
o0

5. In(tanx) lorsque z — 01 : On sait que tan z e et on a le droit de composer par le In donc

In (tan x) ¥ Inx.

4 14+tan X
In(l—tanX)—In(1+tan X). tan = v donc In (1 — tan X) ¥ —X et In(1+ tan X) ¥ X donc

on peut faire la différence des équivalents et on a :

6. In(tanz) lorsque z — 7 :Posons X = 7 — z alors In(tanz) = In(tan (§ — X)) =In 1_tanx) =

In(1—-tanX) —1In(1+ tan X) ¥ —2X

d’ou
In(tan x)



7.

1

1 lorsque £ — 0 : On sait que tan x E x donc (tanx)~ f(\; 2~ ! et on ne peut donc pas

T tan:p
se contenter de cette écriture pour trouver ’équivalent demandé. Par contre

1 1 _1(1 x )
x tanz tanx

Du DL de tanz en 0, on déduit que

tan
T 3

<taz x>_1 - [1 + 22 + x%(x)} B

En posant X = %—Hﬂze(m) on obtient avec le DL de HLX =1-X+X24+ 4 (=1)"X"+o(X")

T tan 2\ x2
:( ) =1- " +a2%(x)

tanx T 3

donc

on en tire
2

(-2 ):i<1—1+2+x25(x)> =2+ ze(a)

tanx

1
tanz =z

8|~

donc
1 1 T

r tanz 0 3

Va2 + 2 =3 Va3 + 222 lorsque @ — +o00 @ Val+z -3 Vet +222 = 2 /1+2 — 23 /1+2 =
[\/1 -3 \/1 2}. Comme % tend vers 0 quand z — 400, on peut utiliser le DL de

VIFX =1+% —:X%+ X%(X) et celui de (1+ X)* —1—|—o<X+a(a X2 4 X% (X) avec

1
=3 soit :

X 1
I+ 5 - §X2 + X%e(X)

=

(1+X)

On en déduit :
1 2 1 1 2 4 1 1 -1 1 1
1 —3\/1 e T =
\/+:17 T2 T2 T 8 (+3:1; 9$2>+x26(m) 6:1:+x€(:1:)

Vet v VB et = 4 e(2)

donc

soit

Va2 +x -3 \/:1:3+2:1:2~%1
o0

Va2 +x =323 + 222 lorsque © — 07 : Va2 +z -3 Va3 +222 = /o /o +1-3V2 \/ﬁ
En utilisant le DL de v/ + 1 en 0 et celui de 2/X + 1 en 0, on obtient :

VEVETT= Vit Y 4 ()

et

3 5/3
3,/%+1:1+%+xa() =3 V2z +1 =3 V22 4 \f + 25/3¢(x)

4



donc

3 3 o3, TVE 1/2 3 Y
Va2 + =323+ 222 = V2 — 2x2+T+az\/§5(x):az/ —3 /222 +T—|—x/5(x)

donc

Va2 + =323 4 222 Bﬂ\/f



