INTRODUCTION AUX PROBABILITES
II

Support du cours donné en 1" année
par Marietta Manolessou
EISTI - Département Mathématiques

Année 2009-2010






Table des matieres

[ Probabilités

2 Probabilité conditionnelle et indépendance]
[ Probabilité Conditionnellel . . . . . . . . . . ... .

(1 Dénnitions-Propriétés| . . . . ... ...

7 Formulede Bayes| . . . .. .. .. .. . . .. .
2 Indépendance| . . . . . . . . L.

|1 Evénements indépendants| . . . . . .. ... ... ...
12 Familles indépendantes| . . . . . . ... ... oo

13 Expériences indépendantes=> espaces produits| . . . . ... ... ... ... ...
g Indépendance pour un exemple cascontinu] . . . . . .. ... ...

iii

DN B W W W —






Table des figures






Chapitre 2

Probabilité conditionnelle et
indépendance

1 Probabilité Conditionnelle

1 Définitions-Propriétés

Définition 1.1  (déf. préliminaire pour le cas discret d’'un modéle uniforme) Probabilité conditionnelle ou
“Probabilité que A se réalise sachant que 1’événement B s’est réalisé”.

P[A|B]:n27;]3

Exemple 1.1 (les boules...) 5 boules dans une urne dont 3 rouges et 2 bleues.
On tire 2 boules (sans remise) (et sans regarder la premiere).

A= {la 28ME phoule est rouge}.

Si au 1°T tirage la boule est rouge Py [A] =

SN

Si au 1 tirage la boule est bleue P, [A] =

Exemple 1.2 (Skieur...)
A représente I’événement d’au moins une chute par descente et B 1’événement de descentes sur une piste
rouge.
nanp représente le nombre de descentes avec une chute au moins sur une piste rouge.
np représente le nombre de descentes sur une piste rouge.
P[A | B] représente la probabilité d’une chute au moins par descente en skiant sur les pistes rouges ; d’apres

le modele uniforme : n
P[A| B] = 408
np
En divisant par n (nombre total de descentes, i.e card()) on aura une autre définition :
nAﬂB/7L P [A M B]

PlA| B] = s 1
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Définition 1.2
P[ANB]
P[A | Bl == PJA], = Pg[A
A B == "prp = PlAlp = P54
Exemple 1.3 (Boules (suite))
5!

Q = {couples ordonnés} = cardQ = A% = 3= 20

cardB =3 x4 =12

. dre cardANB=2x3=6
SiB= {1 boule rouge} alors 64
PlA|B] =8 =
= 2
20

cardB =2 x4 =28

N dANB=2x3=6
SiB= {1ere boule bleue} alors &

6
PA|B=2% ="
20

Définition 1.3 Définition générale de la probabilité conditionnelle

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et B € A avec P[B] > 0.
L’espace de probabilité conditionnelle par rapport a B pour tout modele est donné par (2, A, Pp) avec :
P[AN B]

Po=PA| B =55

Attention : Pour établir cette définition, il a fallu montrer d’abord que Pp [A] est bien une mesure de proba-
bilité.

Théoréme 1.1
Soit (0, A, P)un espace de probabilité et B € A avec P [B] > 0

* SiBCAetAe Aalors PIA| B =1
* Pourtout A€ A, P[AN B]= P[A| B] x P|[B] (loi de multiplication)
* Si0< P[B] <1l,alors VYA€ A P[Al=P[A|B]xP[B]+P[A|B]x P[B

Théoreme 1.2 (“Loi de multiplication généralisée’)

Si{B;},_, , CAavec P[B;N---NDB,_1] > 0alors:
n n—1 n—2

P ﬂBi =P |B, ﬂBi x P |B,_1 ﬂBi X -+ x P[By|B1] x P[B]
i=1 =1 =1
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2 Formule de Bayes

Probleme :
Si on n’a pas d’information nécessaire pour évaluer P [A],
Sipour {B; ... B,} C A (partition de ),
on connait P[A|B;]Vi=1...n,onconnait P [B;]Vi=1...n
alors comment faire pour trouver P [A] et P[B;| A]Vi=1...n?

Théoréme 1.3
Soit : (2, A, P),{Bi...By,}, une partition de ) avec :
B; GAEIP[Bi] >0 Vi=1l...n

— VA€ A P[A]=> P[A|B;] x P[B|]

Preuve

Théoreme 1.4 (Formule de Bayes)
Avec les mémes conditions qu’au théoréme[l.3| on a :

PBi| Al = nP[A\Bi] xP[Bi] P[ﬁ&]&]
ZPVHBJ'] x P[Bj]

2 Indépendance

1 Evénements indépendants

Définition 2.1
Soit (2, A, P).
Aet B € A sont indépendants ou stochastiquement indépendants, ssi :

PIANB] = P[A] x P|B

(autrement : P[A | B] = P [A]).
Si P[AN B] # P[A] x P[B] alors on dit que, A et B sont dépendants ou liés.
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Attention :
Ne pas confondre, événements indépendants et événements mutuellement exclusifs.

Exemple 2.1
Pour montrer que la notion de I’indépendance n’est pas une notion intuitive : on lance une piece de monnaie
3 fois.

Q={1L1L,1I), ILIL, F), (I, F,1II), (I, F, F), (F,ILI), (FIL, F), (F,F,1T), (F,F,F)}

A = {”Pile a chacun des deux premiers lancers“}
B = {"Pile au troisieme lancer*}

C' = {”au moins deux piles*}

D’aprés le modele uniforme card() = 23

2 4 4
PlAl= 8 P18l = 8 Pl = % } = A, B indépendants
PIANB] = P({ILILI}) = ¢
[ANC]| = ;#P[ ] [C’]%x;% = A, C dépendants
[BNC] = g;«éP[ | x P[C] = 2%X3°1 = B, ( dépendants

Théoréme 2.1
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, et supposons que A € A et B € A soient deux événements indé-
pendants : P[AN B] = P[A] x P[B]alors :

1. A et B€ sont indépendants
Preuve :
P[ANB =P[A]—-P[AnB]=P[A] x (1 - P[B]) = P[A] x P[B°

2. A€ et B sont indépendants
Preuve :

P[A°NB] = P[B] - P[ANB] = P[B] x (1 — P[A]) = P[A°] x P[B]

3. A€ et B€ sont indépendants
Preuve :

PA°N B = P[A°] — P[A°N B] = P[A%] x (1 — P[B]) = P[A°] x P[B]

2 Familles indépendantes

Définition 2.2
Soit (2, A, P) et soient deux familles d’événements A; C A, Ay C A
Alors Ay et Ay sont indépendantes, ssi

VA; € Ay et Aj € Ay, A; et Ajsont indépendants < P [A; N Aj] = P[A;] x PA]]
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Définition 2.3
Soit (2, A, P)et{Ay, ..., A,} C A
Les Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants ssi
l l
P n Aai = HP [Aoﬂ]a
i=1 i=1
pour toute sous-famille {A,1, ..., Au}de {An1, ..., Aon}

Remarque 2.1
L’indépendance mutuelle entraine I’indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse.

3 Expériences indépendantes=- espaces produits

Expériences de BERNOUILLI (ou suites de BERNOUILLI) :

Une suite de n épreuves de Bernouilliﬂ est une succession de n épreuves indépendantes a deux issues
possibles : succes ou échec. ps =p, pe=1—ps =¢

Exemple 2.2
— N lancers d’un dé (on veut par exemple {6})
— N tirages d’une boule blanche dans une urne avec remise.
— On lance la roue n fois. Soit p la probabilité d’obtenir le secteur rouge (succes) et ¢ la probabilité pour
un échec. On cherche la probabilité pour gagner k fois. On ale :

Théoreme 2.2
Pour une suite de n épreuves de BERNOUILLI, la probabilité d’obtenir k succes P(k) au cours de n
épreuves est :

Pkl =Ciptq" .

(Vérification que P est une mesure de probabilité) :

P20,  PQ]=) Pkl=) Cp'¢" " =p+q"=1"=1
k=1 k=1

4 Indépendance pour un exemple cas continu

Exemple 2.3
On choisit au hasard un nombre dans [0, 1]

Rappel :
Espace de probabilité : (Q, A, P)avec Q2 =10, 1], A=TRI0, 1] er P[A] = / dxr VYAETR.
A

1J. BERNOUILLI 1654-1705 Mathématicien suisse parmi les premiers a étudier ce probléme
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ok B 1 |13 |37
Pour les événements A = [0, 2] , B= [4, 4], C= [8’ 8]

pw:/ﬂm:
03
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4

N = DN =

= A et B indépendants

8 = A et C dépendants

W~

=N
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