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Remise a niveau - ANALYSE

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+00 s
sinx
1. / dx
0 x\/f
sint
Notons f : t — m La fonction est définie et continue sur R*. Elle est méme de classe

Clsur R* .Elle est donc localement intégrable sur cet intervalle. Remarquant que li%’a i‘\n/%
z—04

lim lim = +00, on conclut que 'intégrale est généralisée en 0. L’intervalle d’intégration
x—04 95[ x—04 \f

est non borné, il s’agit donc d’une intégrale doublement généralisée.La fonction f n’est pas de
signe constant sur R* puisque le sinus oscille.

tsint too t, t, tosint

Afin d’étudier / ﬂdt on écrit que / sint ‘sin P

0o t/t \[ 1 \[
Etude en 04
Sur l'intervalle 0, 1] la fonction f est positive, on peut donc utiliser des équivalents.
sint t 1 1
— ~ ——= = —or —= dt est une intégrale de Riemann en 0 d’exposant o« = 1/2 < 1, donc
i TV v : P /
convergente. Par suite / dt converge.

g 7 g

Etude en 400
sint 1 1

+o00
or / — dt est une intégrale de Riemann en +oo d’exposant o = 3/2 > 1,
1tz

IR

+oo

. sint
donc convergente. Par suite /
1

+oo
dt est convergente. L’intégrale / —— dt est donc
1

tv/t

sint

/it

absolument convergente, donc convergente.

. +ogint
Au bilan —— dt est convergente comme somme de deux intégrales convergentes.
0
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2. —dx
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Notons g : t +— W La fonction est définie et continue sur R%. Elle est méme de classe

Clsur R?% .Elle est donc localement intégrable sur cet intervalle. Remarquant que lfng)@ Si;‘g
x—04

lim “%= = lim /z = 0, on conclut que 'intégrale est faussement généralisée en 0. L’intervalle
z—04 VT z—04

d’intégration est non borné, il s’agit donc d’une intégrale généralisée en +o00.La fonction g n’est
pas de signe constant sur R* puisque le sinus oscille.
Nous étudions l'intégrale en écrivant

TXgin gz lsinz TXgin gz

o%x:flf

+oo

de =11 + I

sinx

7z

sous réserve que

1 1
% de ait un sens et sachant que / dr = / g(z)dz on g est la
0 0

f

1
fonction prolongée de g en 0 définie par :
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L’intégrale I = / g(z) dz qui est une intégrale définie sur un intervalle borné, donc convergente.

0
Etudions I5.En utilisant la définition de 'intégrale impropre on a :

400 .- X .
I, = / Sy dr = lim Sy dr= lim Ix
1
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— L r_ _1,.-3/2
U= —_1
Procédons a 'intégration par parties dans Ix :{ , Ve Alors { b 2 et
v/ =sinz V= —COST
1 . R gy
Ix = [—cosx] — / x~/“ cos xdx
N7 1 1 2
On a .
I ! I T 4 cosl 1 (1)
im |———=cosz| = lim |[-— cos1l | =cos
X—+o0 \/5 1 X —+4o00 \/5
et

X X
1 1"
Iy = / ~273/2 cos zda est de méme nature que Iy = / 2732 cos wdx
1 2 1

X X X X
Or / 2732 coszdx| < / ‘1’_3/2 cos :E| de < / 273/2dz. Comme lim x32dyr =
1 1 1 X =400/
/ x~3/2dz est une intégrale de Riemann d’exposant v = 3 /2 en 400, qui converge, lim 3 2dy
1 —+oo /1

—3/2

o
existe et est finie. On en déduit que / T cos zdz est absolument convergente, donc con-

1
vergente. Par suite I’ 'est également et du fait de (1),on déduit que Ix est convergente, donc
+oo

sin x
I, également et 'intégrale —— dx de méme.
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Notons h : t — 5 La fonction est définie et continue sur R . Elle est méme de classe
. . . cosxT
Clsur R .Elle est donc localement intégrable sur cet intervalle. Remarquant que lZTgL =
x—04 €T

lirgb % = +o00, on conclut que l'intégrale est généralisée en 0. L’intervalle d’intégration est non
T—U4

borné, il s’agit donc d’une intégrale doublement généralisée.La fonction h n’est pas de signe
constant sur R* puisque le cosinus oscille.
On étudie 'intégrale en écrivant que

+o0o 1 +oo
CoST Cos T COS T
/ dx = / dx + / dx
0 T 0 1 €T

T
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Etudions par exemple I en premier...Sur Uintervalle ]0,1] la fonction = — cosz est de signe

cosx 1 R
Y donc I est de méme nature
x x

constant, on peut donc utiliser un équivalent en 0 :



1
que / —dz. Cette intégrale est une intégrale de Riemann d’exposant o = —1 en 0 donc elle
o T

COS T

“+o0o
diverge. Par suite I diverge et il est inutile d’étudier J pour conclure que / dx diverge.
0

Exercice 2
Trouver les solutions (x(t),y(t)) du systéme différentiel sur IR%. x IRY :

{ 2'(t) = 2z(t) — 3y(¢)
y'(t) = —22(t) + y(t)

z(0)

y(0)
Solution:
On applique la transformée de Laplace aux deux équations, on obtient avec £(z')(s) = sL(z)(s) —

2(0) = sL(z)(s) — 8, et L(y)(s) = sL(y)(s) —y(0) = sL(y)(s) =3 :

{ SL(x)(s) — 8 = 2L(x)(s) — 3L(y)(s)
SL(y)(s) -3 = —2L(2)(s) + Ly)(s)

8
3

avec les conditions initiales{

soit
{ (s =2)L(x)(s) +3L(y)(s) = 8
2L(z)(s) + (s = DL(y)(s) =3
s—2 3 L(z)(s)\ (8
= (2020 (500 )= (3)
donc
8 3 ’
B 3 s—1 . 8(s-1)—-9  8s—17 8s — 17
) = 3 [T Go2G-1-6 #-83s—4 (+0_1
2 s—1 ‘
5§—2 8‘
B 2 3|  3(s-2)—16  3s—22
L) =1 ‘_(8—1—1)(3—4)_(34-1)(3—4)
2 s—1
Recherche de la fonction z(t) a partir de £(x)(s).
8s — 17 ) 3

Elz)(s) = (s+1)(s—4) :s+1+574

donc on en déduit
z(t) = (5" + 3e*) H(t).

Recherche de la fonction y(t) & partir de L(y)(s).

donc on en déduit



Vérification sur IRiz

2'(t) = (57 + 3e4t)l = —5e~! + 124
y'(t) = (5e™! — 2€4t), = —5et — 8ett

2¢(t) — 3y(t) =2 (5e ™t 4 3e*) — 3 (e — 2e*) = —5e ! + 12¢*
—2x(t) + y(t) = —2 (e + 3e*) + (5™t — 2e*) = —5e! — et

On a bien égalité entre les deux membres.

Exercice 3

On consideére la fonction f, impaire, de période 27, égale & m — x pour 0 < x < 7.

1. Représenter graphiquement la fonction f

I 2 \4 6 8 0 12
X

2. Donner le développement en série de Fourier de f

La fonction est impaire, les coefficients a,, sont nuls. On calcule les coefficients b,, :

b, = % 7;f(ac)sin(n:z)d:c
- 71r< _i () sin(na)dz + /0 " @) sin(nm)d$>

Le changement de variable X = —x appliqué dans la premiére intégrale, donne f?ﬂ f(x)sin(nz)dzx

f: f(=X)sin(nX)dX = — [ f(X)sin(nX)dX = — [ f(z)sin(nz)dz donc

2 [T .
b, = 77/0 f(z) sin(nz)dz
2 ™

-2 /0 ( — @) sin(na)dz = > < /0 " sin(na)da — /O ’ msin(nw)dx)

oy

_ 2(—1)n+1 N 2 N (=)™ 2 [sin(nz)]" _ 2
n n n T n2 n

0

Le développement en série de Fourier est donc

Fr(x) = Z %sin(na:) =2 Z sin(ne)
n=1

n
n=1



3. Etudier la convergence de ce développement en tout point z € R

D’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier converge vers f en tout point ou f est
continue, c’est & dire ici en tout point x de |2k7,2(k + 1)x[, k € Z. Elle converge vers 0 en tous
les points x = 2kn, k € 7Z.

4. En déduire la valeur de la somme -
1
S = —
>

n=1

La formule de Parseval donne
o

(R SO (N
% _ﬂ—f (x)dm—ng

soit
oo

; _ﬂf (.’L‘)dCB - ngl ng

0 T
fA(z)dz = f2(3c)dx+/ fA(x)dx
—m 0
= 2 x)axr — Xr—T 2 X
=2 Pae=2 [ @-nra

—T

donc



