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Résumé

L’objectif de cette remise a niveau est de présenter les résultats de
base dédiés a l'algébre linéaire et a l'analyse. Ces prérequis sont indis-
pensables pour la compréhension des matiéres en mathématique de la
1¢7¢ année du cycle ingénieur. Tout investissement dans cette remise a
niveau portera trés rapidement ses fruits. A bon entendeur, salut.
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Partie 1

ALGEBRE LINEAIRE

1 Quelques exercices de révision sur les nombres
complexes

1.1 Forme algébrique, forme trigonométrique et forme ex-
ponentielle d’un nombre complexe

Exercice 1 : Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre
2+5i 2-05¢

1—1 + 1+4

complexe

Réponse : 11 s’agit ici seulement de mener du calcul :

2+5i+2—5i (2450 (1 +d) + (2 50) (1 —1)
1—i 1+ (1+14)(1—14) ’
24245 —-54+2—-2—-5—5
N 1—42 ’
_ 2—5+2—5:;6:_3.
2 2
2+5i 2—51

Le nombre complexe a comme partie réelle —3 et 0 comme partie

1—1 + 1+31
imaginaire. Il s’agit donc du nombre réel —3. B

Exercice 2 :

On note z; = 26 (1 +1i) et 2o = \/5(1—1—2\/5)

1. Déterminer les formes trigonométrique et exponentielle des deux nombres
complexes 21 et zo.

2. Déterminer la forme algébrique de z = ?

3. Déterminer les formes trigonométrique et2 exponentielle de z.

4. En déduire la valeur de cos s et sin 1. |
12 12

Réponse :
1.
|z1] = 2V6/12 4+ 12 = 2V/6V2 = 212 = 4V/3

|2 = V24/12 + (ﬁ)Q = 2//2.



Par conséquent, il s’ensuit les expressions trigonométriques suivantes des deux
nombres complexes z; et zo d’'une part puis les expressions exponentielles :

Z21

43 (cos% + 7sin il

).

4
29 = 2\/§(cos§+isin§>
B 2V6(1+14)\ V2 (1 +1)
o) o
et
B V2(1+iv3)\ 1+iV3
o () ol )
et donc
z21 = 4\/§ezz et 29 = 2\/§ei§.

2. On a successivement :

Lo om0+ VI2(+d) _ (1+1) (1-iv3)
oz V2(1+ivB) (1+aB) T (1+aVB) (1-ivE)’
_ 2\/§<1+i)1(_|1_;i\/§):\gg(l+i)(1—i\/§),
- ?(1—i\/§+i+\/§)=§(1+\/§+i(1_\/§))
et donc
zz?(l—&-\/g)—i—i?(l—\/g)-
3. Ainsi,
. @ _ \/ge"(%‘g) _ \/éei(_l%>
2\/§ei§
puis
z:\/é(cos(f%)+isin(fl7r—2)>:\/é(cos%fisin%).

4. On a simultanément

| %

z =

(1+v3+i(1-v3))



et
™ 7r
= 6 ( - ) i 7) .
z =6 (cos 13~ isingg
Identifions les parties réelle et imaginaire de ce nombre complexe

oty = (179

—\/ésin% - ? (1—\/5)

soit
V3 1 V2
T V3 1 V2

Exercice 3 : Soit z un nombre complexe différent de 1 et de module 1.
142

1. Démontrer que Z =1 est réel.

—z
2. Déterminer Z en fonction de la valeur 6 de I’argument de z comprise entre

0et27r.

Réponse :
1. Pour démontrer que Z est un nombre réel, on va vérifier que Z est égal a
son conjugué. Dans les faits, on a puisque z est différent de 1 :

— 1 _1 1+7%2 14+% 14%
A R L L S e R B e A e )
1—z 1—z 14 (—2) 1-z z(1-7%)
— N2+ 2Z Lz+ 2 ~z+1 14z
Z: — = (— = (— = =
( 'L)zfzé z—|z|2 ( Z)zfl Zl—z ’

ce qui est le résultat escompté.
2. z étant de module 1 et différent de 1, € est différent de 0 et de 27 soit
0 €10, 2x[. On écrit :

L — 0
et ainsi

XY XY 0
e2 e 2 +612 0 0
. -1 1
14e? e 2+e?2
Z =1 — = =1 ,
1 — et K K 0 0 K
e2 e 2 _¢2 e 2 _¢2



e +e 21
SR T A
e 2 -¢2
ve 40
—i—= i—
e 24e2 2i 0 1
= 7 7| =cos5 |-
i— —i sin —
e2 —e 2 2

En conclusion,

0
7 = —cotana. |

Exercice 4 : Soient z et 2’ deux nombres complexes.
1. Montrer que

si et seulement si z est réel positif ou nul.
2. A quelle condition a-t-on :

lz+ 2=zl + 7 A

Réponse :
1. On utilise ici la forme algébrique du nombre complexe z

z=x+ 1y
avec (x,y) € R%. Alors
x>0
R = = 2492 2
I S Gt BTN
— 720 T B
22 = g2 + 42 0=y2 y=

Ceci peut se traduire par la propriété suivante :

[Re(2) = |2 <= 2 € R]

2. |z+ 7| et |z| + |7/| étant deux nombres réels positifs, on a ’équivalence
suivante :

2+ 2| = |2| + 2] = [z + 2P = (2] + |2'])°.



Le point de départ maintenant est I'égalité |z + 2/|*> = (|z| + |2/])*. On écrit
successivement les équivalences suivantes :

2427 = (2] +12])? <= (2 +2) (2 2) = 21> + |2 + 22| |7,

(z42)(z+7) = 2> + |2 + 22| |7,
22422 + 22+ 2 = |z|2 + |z’|2 +21z| 2],
22 + 12 + 22 + 22 = |2 + |2/ + 212l |2'],
22 + 27 =2]2| ||,

22 +72 =2]z] ||,

rreee

22 + 72 =2|27].
On pose maintenant Z = zz’ € C et par conséquent

2+ 27 = (2| + 7))’ = Z+ Z =2|Z7|

<= 2Re(Z) =2|Z| <= Re(2) =1|Z|
= ZecR,.

En résumé, -
|z + 2| = |2| + 2] <= 22’ € R,

Regardons maintenant ce qu’induit la propriété 2z’ € Ry. On peut affirmer si
z=0o0u 2z =0 alors 22’ € Ry. Plagons-nous & présent dans le cas ou z # 0 et
z' # 0. On dispose alors des équivalences suivantes :

27 € R <= arg (22) =0 <= arg (z) —arg () = 0 <= arg(z) = arg (z').

En conclusion finale,

’|z+z’|:|z\+|z’|<=>z=00uz’=00uarg(z):arg(z’). I‘

Exercice 5 : Soient a et b deux nombres réels donnés. Déterminer I’ensemble
des nombres complexes z tels que :

1. |z| + z = a+ib.

2. |zl —z=a+ib N

Réponse :
1. On a:
_ . : _ ) |z| + Re(z) = a,
|z|+z-a+zb<:>z|+Re(z)+zIm(z)—a+zb<:>{ T () = b



De plus, on sait que :

2] > [Re (2)]
et donc
|z] + Re (z) > Re (z) + |Re (2)]
soit
|z| + Re(z) > 0.
Ainsi, si a < 0 alors S = @. De plus, si a = 0 alors
2|+ 2 = a+ib > { |Ijr|1(=z)—:R§ (2), { iﬁg; is‘lc).réel négatif,

De ce fait, toujours sous la condition a = 0, il vient que si b # 0 alors S = & et
si b =0 alors z € R_. Il reste maintenant & étudier le dernier cas a > 0. Posons
a cette fin x = Re (z) et y = Im (2) et écrivons tout a tour

2, .2 2
/22 402 — q — v*+y=(a—2),
|z+z:a—|—ib<:>{ rhy=a-T a—x >0,

y=>b y=b

2?4+ y? = 2% +a? — 2ax, y? = a? — 2azx,
<— a—x >0, < a—x >0,

y=>o y="o

2,2
x:a2y, N a2—y2

N a — = )
a—zx >0, 2a
=b

y=>

car
a2_y2 2a2_a2+y2 a2+y2 a2+b2
a—r=aq— = = = > 0.
2a 2a 2a 2a

En conclusion,

esia<0Oou (a=0etb#£0) alors S = &,
esia=0etb=0alors z€ R_,

2 32
osia>0alorsS{a b +ib}.
2a

2. Effectuons tout d’abord une opération qui puisse nous permettre d’exploiter
directement la question précédente. En posant 2/ = —z

|z| —z=a+ib<= ||+ 7 = a+ib.

Il s’ensuit immédiatement que :

esia<0Oou (a=0etb+#0) alors S =g,
esia=0et b=0alors z € Ry,

271)2
osia>0alorsS:{—a —ib}.l
2a

10



1.2 Formule de Moivre et formule d’Euler

Exercice 1 : Linéariser cos® z et sin® z ou x désigne un nombre réel. W

Réponse :
On utilise ici la formule d’Euler et les propriétés de I’exponentielle complexe.
Plus précisément, on a :

cosx-( 5 )—32(6 +e ),
— 3% (eiz + e—iac)2 (6im + e—iz)2 (eiw =+ e—ii) ,
1 . . . . . .
_ 372 (6121' 4 e—l?w +2) (6121' +e—123: + 2) (ew: 4 e—za:) .

Le développement du calcul conduit a :

1 €i4m 414+ 26i2m +1 _|_efi4a: N .
COS5 r = 35 ( +267i2z 4 2€i21 4 2672’2:0 +4 (ewc +e zx) )

(€i4:t 4 6 4 461'21 4 e—i4r + 4e—i2r) (eir + e—iz) ,

ei5x+ei3m+6eim+6€—ix+4ei3z
( +4eix+67i31+67i51 +467ix+4€71—3aj )7

ei5.’I,’ + 10€Z:F + loe—ix + 561‘31 + e—i5$ + 5e—i3l‘) ;
1 eiSz + efif):c eim _’_efiz eiBz _’_efiSz

= — _— 1 S - -
s (=) o(=—) (=)

1
cos® z = 16 (cos (5x) + 5 cos (3z) + 10 cos z).

et donc

5

On peut linéariser de la méme maniére sin® x en utilisant la formule

— e

21

) el
ST =

On peut également pour faciliter les calculs utiliser le fait suivant :

. I3 Vs
sin® z = cos® (5 — x) .

11



11 suffit donc maintenant d’exploiter la formule établie précédemment. Il s’ensuit

que -
s’z = 1—16((:05(5 gf:z:))+5cos(3(gfa:>)+10cos(gfz)>,
= 116<cos<52”—5a:)+5cos<32”—3x>+1ocos( ))
= 1—16(cos(27r+g—5z)+5cos(2ﬂ'—g—3x)+1060( 7)),
- 1—16(cos(g—&:)+5cos(—g—3x)+10008(——x>)
- %6 (fsm( 5x) + b cos (g +3z) - 1OSin(—z)) .
Dioi

sin® x = 1i6 (sin (5x) — 5sin (3x) + 10sin (z)). A

Exercice 2 : n est un élément fixé de N*.

1. Déterminer les formes trigonométrique et exponentielle de (1 + )"

2. Pour quelles valeurs de l'entier n, (1 +14)" est-il réel?

3. On note S, la somme des (—1)" (2% avec 0 < 2k < n et T, la somme

des (—1)FC2k+1 avec 0 < 2k + 1 < n. Calculer S, et T, en fonction de n.
Indication : on pourra exprimer (1 + )" en fonction de S,, et T},. B

Réponse :
1. Déterminons le module et ’argument du nombre complexe 1 +4. On a :

L+il=v12+12=v2

de sorte que :

1+i:\/§<1+i>:\/§<\[+\[> \/i(cosz—i—zsm ) \fezi.

/2 2

On déduit alors directement de la formule de Moivre 1’égalité suivante :

nm

(1+i)" = (v2)" (cos (%T) + isin (%)) = (V2)" ¢ 1. (1)

12



2. 11 en découle I'information que (1 +4)" est un réel si et seulement si

n— =kmw

T
4
avec k € Z soit

n = 4k,

k décrivant I’ensemble Z.
3. On exploite ici la formule du bindme a savoir

n n

(140" =) Chif1mr =" Chik.

k=0 k=0

Regardons maintenant d’un peu plus prés les puissances successives de @ :

0 = 1,
it = i,

i? = -1,

i = —i,

it = 1,
o= i,

i = 2=-1

et par conséquent on peut déduire les différents cas suivants :

1sik =4k avec k' € Z,
" isik=1+4k" avec k" € Z,
T ) —1sik=24+4k" avec k" € Z,
—isik=3+4K" avec K" € Z.

On peut alors vérifier que 1’égalité suivante est tout a fait correcte :
14" =8, +iT,

et en utilisant (1) une identification des parties réelle et imaginaire conduit a :

puis

13



1.3 Racines n-iémes

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation

1
4 .
ZF=—(—-1+17). 1
75 (-1+9)
. 1 .
Réponse : On écrit le nombre complexe ﬁ (=1 + 1) sous sa forme exponen-
tielle
1 V2 V2 3 3 3
Pl
ﬁ(_l+i) 2—7—&-71':(:05 (I) + isin (I) =e 4.
Ensuite, on pose z = pe'? et il vient :
37 4
) I !
4 . 4 140
=— (-1 & =ec 4 & 3
z \/§( +i) & ple € {49—I+2k7raveck€Z

{p:lcarpz(),
& 3 s
9—1—6+k5aveck€Z.
Faisons décrire & k I’ensemble Z
31
16
sr 7 _ U
16 2 16
Srm_ 1o
16 2 16
3i_~_3i_27l
16 2 16
3 T 3
— 44— =—+2
6 2 1 T

D’ou le résultat final suivant :

3 117 197 27w
167 16 7 16 " 16

{

b

14



1.4 Résolution dans C d’une équation du second degré

Exercice 1 : Résoudre dans C I’équation

22— (34+4i)z—1+5 =00

Réponse :
On a a résoudre ici une équation du second degré dans C. Appliquons la
théorie dédiée a ce cas de figure. On définit le discriminant

A = (—(B344i)> —4x1x(=1+5i),
9 — 16 4 24i 4+ 4 — 20i = —3 + 4i.

L’étape suivante consiste a déterminer un nombre complexe 2z’ tel que 22 =

A. A cette fin, on détermine la forme exponentielle du nombre complexe A.
Précisément,

Al =/(=3)*+42=V9+16=5

de sorte que

A—5<_3;4Z> = 5(cos + isinf) = 5e’ avecee]g,ﬂ[.

On pose ensuite 2z’ = pe’? et 1'on écrit :
2 = pet?
2?2 = A2 =pet? et p?ei?? =5e o { p? =5,
2¢p =0 + 2k7 avec k € Z,

soit )
Z' = pe'?
=As{ P™ V5,
@:g—i—kﬂaveckeZ.
0
On choisit de prendre z' = \/5615. Par conséquent, ’équation admet deux

racines complexes conjuguées

. 6 .. 0
o (3+4i) ++/5 <cos2 + isin 2)

NGRS R
2 2
et
) o .0
(34 i) — (3+4z)—\/5<0082+zsm2>
Zo = 5 = 5 .

15



0 0
On peut maintenant expliciter les valeurs de cos 3 et sin 3 En effet,

0 0
sinf = 2sin§cosf,

2
0
cosf =1—2sin? -
2
soit
4 9 i
E= s1n2cos27
50

—2 =1-2sin 3

On déduit que :

. 0] 25
sin —| = ——
2 5
ce qui induit
.0 25
sin — = ——
2 5

car -
9€:|§,7T

—

et donc
V5
cos = = —.
2 5
On rejecte ces deux informations dans les expressions des deux nombres com-
plexes z1 et zo pour obtenir au final :

(3+4i)+\/5<\25+i2\5/5>

21 = 9 )
_ (3+4Z)+1+QZ:2+3Z'
2
et
5 2v/5
(34 4i) — V5 [ L2 425
5 5
z2 = 2 )
3+41) — (14 2¢
_ B4 1)2( 2 4

En conclusion,

]S:{1+i,2+3i}. I‘

16



2 Fractions rationnelles : décomposition en élé-
ments simples

2.1 Exercice

Exercice : Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

X3 -3X2+X—4
~ 1 sur R,

2X3 + X2 - X +1
X2-3X+2

sur R,

L (320X 543
X2 4+iX +2

ur C,

. XTri sur C,

sur Retsur C. W

*XPr (X2 14)

Réponse :

e Puisque le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur,

on déduit que la partie entiére est ici non nulle. Déterminons la explicitement
maintenant :

X?-3X?+X-4=(X-1)(X*-2X—-1)-5

et donc

X3 -3X24+X -4 (X-1)(X%2-2X-1)-5
3X° + :( )( ) —X2_9X —1— 5 .
X -1 X -1 X -1

Autrement dit, la partie entiére est le polynéme X — X2 —2X —1 et la décom-
position en éléments simples est alors terminée.
e Méme point de départ que précédemment. On écrit :

2X° 4+ X? - X +1=(X?-3X +2) (2X +7) + 16X — 13

17



de sorte que :

2X3+ X2 -X+1  (X?-3X+2)(2X+7)+16X —13
X2 -3X +2 B X2 -3X +2 ’
16X — 13
= 2X —_—
+7+X2—3X+2’
16X — 13
= 2X 4T+ .
TP R X -2

La partie entiére est donc non nulle et vaut le polynéme X +— 2X + 7. Décom-
posons maintenant en éléments simples la fraction rationnelle

16X — 13
(X -1)(X-2)

On sait que :
16X — 13 _a n b
(X-1)(X-2) X-1 X-2

et il reste & expliciter les coefficients a et b. On applique la méthode suivante
pour expliciter a

16X — 13 b(X —1)
X -1 =
X-Ux—px-9 ‘" x2
soit
16X 13 b(X 1)
X-2 X -2
et on prend X = 1. Ainsi, a = —3. Sur le méme principe,

16X —13  a(X —2)

X-1 X-1 e

et on opte pour X = 2, ce qui conduit & b = +19. Au final,

2X3 4+ X2 - X +1 3 19
=2X -
X2-3X+2 7 X_1 X_2

e Le polynéme du numérateur étant de degré strictement inférieur & celui du
dénominateur, la partie entiére est nulle. Tachons de factoriser le dénominateur.
Dans les faits, le polynéme X — X2 4+ iX + 2 admet comme discriminant :

A=i2—4%2=-9=(3i).

Il admet donc les deux racines complexes suivantes :
i3 i3
1+ 31 ot 7 7

=€

— 2,
2 2 !

18



Par conséquent,

(3—20)X—5+3i (3—2)X—5+3i

X2+iX+2 (X -9 (X+2i)

Regardons ensuite si ¢ et —2¢ sont deux racines du numérateur :

(3—2i)i—54+3i=3i+2—5+3i=6i —3#0,
(3—2i)(—-2i)—5+3i=-6i—4—-5+3i=-3—9#0

et donc
(3—22’)X—5+32’7 a b

(X —i) (X +20) XZi Xt

On multiplie par X — i et on prend X = ¢ pour obtenir :

(B-20X 543 _  b(X i)
X +2i R gy

soit

(3—2)i—5+3i 6i—3 2—1
a = = = =
1+ 2 31 ?

— (2% —i) = —(-2—14) =2+1.
Concernant b,

(3—20)X —5+3i

A G 1o )

+b

= (X + 2i)

a
X -1
puis pour X = —2;

, _ (3=20)(=20)—543i  —6i—4-5+3i _—3i—9
N —2 — i N —3i =3
43
Y (143 =1-3i

7

En résumé,

(3-20)X—-5+3i 2+ L 13
(X —i)(X+2) X—i X+2

e La partie entiére est nulle ici. Effectuons la factorisation du polynéme
X — X2 4+1i. On pose X = pe' et il vient successivement :

3T 3T
X2y = 0o X2=ieX2=c 2 @eri%:el?,

p2:17
< 29:3%+2k77aveck€Z

p=1car p>0,
3T
9:Z+k7raveck:€Z.

19



D’ou la factorisation suivante :

B 7
X?4+i = X—¢ 4 X—c 4 ,
() (e 2
Il s’ensuit immédiatement que :
X+i X+i
X2+i V2 V2 V2 V2
_ a n b
a V2 V2 V2 V2
X"‘?—Z? X_T—’_Z?
On écrit :
b<X+\/§z\/§>
<X+\/§z‘\/§> X+l g ° -
2 2 ) x24q ¢ /2 V2
X—7+Zi
et donc
V2 (V2
B g—m?—l—z 2+Z<2+1>
T A A A T AT
Ty iy Tty
<\f+z<‘§ ))(\/Qi\/i)
- (V2 +ive) (—V2-ive)
1+iﬁ<\f+1> +f<\[+1>
- 242 — 20+ 2 ’
14— —V2i4+1+V2 24220
B 242 — 27 + 2 B 4
puis
(- Lel)oren (xR
=b
<X+\fz‘\f><x\f+ ?) X+@—i§



Le choixX:@—iQ conduit & :
2 2
V2o V2

V2 V2 V2 V2 V2 —iV2 ’

o Tyt Tty

V2 V2 .
B 2(ﬁ+l\/§)+z<1—2> (\/§+Z\/§) _1+i+i(\/§+i\/§—1—i)
B (V2 - iv2) (V2 +iV2) - 2-(-2) ’

T+i+iv2—v2—i+1

4
2+ivV2-V2  2-V2+V2i
4 B 4 '

En conclusion,

242 -2 2-2+2i
X+i

4 4
. = + .
X2 4 V2 V2 V2 V2
tyTry ety

e La partie entiére est nulle. Cette fraction rationnelle se décompose en
éléments simples sous la forme suivante :

X _a L b
(X +i)® X+i (X+4i)

On multiplie cette égalité par (X +i)°
X=(X+i)a+b

et on prend X = —i pour obtenir

b= —i
On multiplie ensuite par X + ¢

X n b
=a
X+ X+
et on choisit X =0 .
O=a+— de a=1
Au final,
X 1 1




e Commencons par la factorisation sur C[X]. La partie entiére est nulle de
sorte que :

X _a n b n c n d
(X2+1)(X24+4) X+i X—i X+2 X-2i

Donc 4 coefficients doivent étre ici déterminer. Il vient successivement :

X (X +1) DX i) e(X+i) , d(X +i)

X2+ (X2+4) 7T T xX—i " X+2 | X-2°

soit
X B b(X+i)+c(X+i) d(X +1)

X-nxe+s “Tx=i Txrw Tx—a

Le choix X = —i donne

—1 —1 1
a = = =

(wi—i) ()P +4) 326

On continue. Concernant b,

X (X —4) a(X —i) (X —i)  d(X —i)
= — +b+ - )
(X2+1)(X2+4) X+ X +2 X -2
soit
X a(X —1) c(X—14) d(X—1i)
- = — +b+ - .
(X +14) (X2 +4) X +i X +2i X —2i

On opte pour X =1

Puis, on multiplie par X + 2
X (X + 2) a (X + 2i) b(X+2i)+ d (X + 2i)

(XZ+1)(X2+4) X +i X i T Tx -2

ce qui conduit & :

X a(X +2i)  b(X +2i) d(X + 2i)
+ fot ——L

(X2+1)(X —2i) X+i X—i T Tx-2

On fixe X & —21

soit
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Enfin, on multiplie par X — 2i

X (X — 2i) _a(X—2z’)+b(X—2i)+c(X—2z’)+d
(X2+1)(X2+4) X +i X —i X +2i

de sorte que :

X _a(X—Qi)+b(X—2i)+c(X—2z')+d

(X24+1)(X +2i) X +i X —i X +2i '
Si X =2i . . .
d: v = v = ——

((22’)2 + 1) (2i+2i) (=3)(@) 6

En conclusion, la décomposition en éléments simples sur C [X] est :

X 1 1 1 1
(X2+1)(X24+4)  6(X +1) +6(X—i) C6(X+2i) 6(X—20)

On déduit de cette décomposition en éléments simples sur C [X] la décomposi-
tion en éléments simples sur R [X] suivante :

X X X

XPr (X214 3(x°+1) sx2ta) ™

3 Espaces vectoriels

3.1 Résumé de cours

Définition : Soit K un corps commutatif. On appelle espace vectoriel
sur K un ensemble E sur lequel on a défini deux lois de composition :

1. Une loi interne (i.e. une application E x E — E), dite addition, notée
@ qui vérifie :
e DYy Dz=2D(yD=2) Ve,y,z € F, Distributivité
erxPy=ydz Vo,y € E, Commutativité
e il existe un élément de E noté O, dit élément neutre, tel que :

Ve e FE r®0p =2,
e pour tout x € F, il existe un élément de E noté¢ (—z), dit opposé de z,
tel que Vo € E z®(—x)=0g
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2. Une loi externe de domaine K (i.e. une application K x E — E) notée
® ou . qui vérifie :
e\ (p@x)=Au)®@r VN\NpeK, VzekE,
e N+p)®rz=0A02)d (L) V\u€eK, Vx € E,
e AR (zdy)=(A@2)Dd(A®yY) VAeK, Vz,y € E,
e l®r==2x Ve e &
(1 étant I’élément neutre de la multiplication dans K).

Les ¢éléments de K sont dits scalaires et ceux de F vecteurs. H

Exemples :
e £/ = R™ muni des lois suivantes est un espace vectoriel sur R :

’ ointerne  (Z1,...,%n) + (Y1, -0y Yn) := (T1 + Y1y oy Tn, + Yn) , ‘

’ o externe A (x1,...,Tpn) = (AZ1, ..., Azy) . ‘

Ici, Ogn = (0,...,0) et Popposé (—z) de z = (a1, ...,2,) est (—z1,...,—zp). De
méme, C™ est muni d’une structure d’espace vectoriel sur C et, plus générale-
ment, K™ d’une structure d’espace vectoriel sur K avec les lois définies par les
formules ci-dessus.

e £ = R, [X], ensemble des fonctions polynomes a coefficients dans R de
degré < n, i.e. :

’Rn[X] ={P:R—R/P(z)=ap+ a1z + ... + apz™;q; ER}‘

est un espace vectoriel sur R muni des lois :

o loi interne
(a0 + a1z + ... + anz™) + (bo + b1z + ... + byz™)
= (ag+bo)+ (a1 +b1)z+ ... + (an, + by) 2",

’ o loi externe A(ag + @12 + ... + a,x™) := (Aag + Aarx + ... + Aaya™). ‘

o M, (K) = {matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K}. On définit
pour M; (K) une structure d’espace vectoriel sur K en posant :

b n a b\ _ [(a+d b+
d d d )]\ e+d d+d )’

. a b\ [ I
o loi externe /\<C d)'_</\c )\d)'

o loi interne (

o 2
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L’élément neutre est évidemment la matrice nulle 8 8 ) et Iopposé de

a b est —a —b
c d S —c —d )

e Soient F; et Ey deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On définit
une structure d’espace vectoriel sur Fy x Ey par :

’ o loi interne (1, x2) + (y1,¥2) = (x1 + y1,22 + y2) , ‘

’ o loi externe A (z1,z2) := (Az1, Aza) . ‘

D’une maniére analogue, on définit une structure d’espace vectoriel pour le
produit Fy X ... X E, si Fy, ..., B, sont des espaces vectoriels sur le méme corps
K. H

Définition : Soit E un espace vectoriel et F' une partie non vide de E. On
dit que F' est un sous-espace vectoriel de F si la restriction des lois de E a
F fait de F' un espace vectoriel. B

En principe, pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel, il faudrait
vérifier les huit axiomes de la définition précédente. En fait, il suffit de vérifier
la "stabilité" des lois de composition comme ’affirme la proposition qui vient.

Proposition : Soit E un espace vectoriel et F' C E. Alors F est un sous-
espace vectoriel de F si et seulement si :

1. F#£a,
2.z,2ye F=x4+ycF
.zeFAeK=XecF. 11

La proposition suivante est laissée en exercice :

Proposition : F' est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si :

1. F# @,
2.z,ye FF A peK=Xx+uye F. 1

Remarque : Si F' est un sous-espace vectoriel alors F' contient nécessaire-
ment le vecteur nul. B
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3.2 Série d’exercices

3.2.1 Espaces vectoriels : définition, sous-espace

Exercice 1 : On définit sur R? des lois internes & et des lois externes ®. Dans
chacun des cas, (Rz, @, ®) est-il un R-espace vectoriel?

L (zy) @ (@y)=(+2,y+y) et A® (z,y) = (A\z,y).

2. (my) @ (@ y)=(z+2",y+y +2) et A® (z,y) = (ASU AY) -

3. ()@ (2 y) = (x+ 2",y +y) et A® (z,y) = (\y, A\z).

4 (zy)o@,y)=(@+2y+y) et A®@ (z,y) = (A\z,0).

5. (z,y) ® (2',y') = (32',yy") et A®@ (z,y) = (Az,y).

6. (z,y)@ (@, y)=(x+2,y+v) et \® (z,y) ()\2m)\y)l
Réponse :

1. Concernant la loi interne, on démontre successivement les propriétés qui
viennent. Tout d’abord, V ((z,y), («',y, ), (",y")) € (R2)3

()@ (@ y) @ (2",y") = (x+a",y+y)e@"y"),
= (@+a'+2"y+y +y")
= (z,y) @ ((«".y) @ (2",y")).

De plus, V ((z,y), (z',y,)) € (R2)2

()o@, y)=(@+2\y+y)=0@"+zy +y) = (",y) ®(z,9).

Le couple (0,0) € R? est 'élément neutre puisque

V(z,y) eR?  (z,9)@(0,0) = (z,y),
V(z,y) eR?  (0,0)® (z,y) = (z,y).

Enfin pour tout élément (z,y) € R2, on peut définir 'opposé de (z,y) comme
étant le couple (—x, —y) et vérifiant :

(a:,y) D (_xa _y) = (07 0) )
(71’7 72—/) @ (LE, y) = (07 0) .

Il reste maintenant & s’assurer des propriétés satisfaites par la loi externe. Il
vient successivement que V (A, 1) € R? et V (z,y) € R?

A®(p® (7,y) =A@ ((ur,y)) = Az, y) = (M) @ (2, y)

et
A+ p) @ (z,y) = (A +p)z,y) = Az + pz,y) .
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Or
A® (2,9) @ (L@ (7,y) = Az, y) © (pz,y) = (A\z + po,y +y)

de sorte que ’égalité
A+p) @ (@y) # A (z,y) @ (1 (z,y))

ne soit pas réalisée V (A, 1) € R? et V (z,y) € R?. Par conséquent, (R?, @, ®) ne
définit pas un R-espace vectoriel.
2. Concernant la loi interne, on établit les propriétés qui viennent. Tout

d’abord, ¥ ((z,y), («,y,' ), (@",y")) € (R2)®

()@@ y)e@"y") = @+ y+y +2)@@"y"),
= (42" +2"y+y +2+y"+2),
($+x/+x//’y+y/+y//+4).

Parallelement, il vient :

(zy)e (@ y)e@"y") = @y @@ +2"y +y" +2),
= (@+2+2"y+y +y" +2+2),
_ (x+:c’+x",y+y'+y”+4)

de sorte que 1’égalité
() e @, y) @ @ y") = (z.y) & (@) e @",y"))

soit satisfaite. 5
De plus, ¥ ((z,y), (2',y,)) € (R?)

@y e y)=(+ay+y +2)=("+z,y +y+2)=(2"y) ®(z,9).
Le couple (0, —2) € R? est 1’élément neutre puisque

V(x,y) € R? (:C,y) D (07_2) = (m,y),
V(x,y) eR? (07_2) D (ajvy) = ('7;7y)

Enfin pour tout élément (z,y) € R2, on peut définir 'opposé de (z,y) comme
étant le couple (—x,—4 — y) et vérifiant :

(xvy) @ (—LC, -4 - y) = (07 _2) .

Il reste maintenant & s’assurer des propriétés satisfaites par la loi externe. Il
vient successivement que V (A, ) € R? et V (z,y) € R?

AR (1@ (2,9) = A ((px, py)) = (Apz, \py) = (M) @ (z,y)

et
A+ @(@,y) = ((A+p) e, A+ p)y) = Az + pz, Ay + py) -
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Or
(A® (2,9) ® (k@ (z,y) = Az, A\y) ® (px, py) = Az + pz, Ay + py + 2)
de sorte que 1’égalité
A+ @ (2,y) =A@ (2,9) ® (1@ (z,9))

ne soit pas réalisée V (A, ) € R? et V (z,y) € R?. Par conséquent, (R?,®, ®) ne
définit pas un R-espace vectoriel.

Exercice 2 : Déterminer lesquels des ensembles Ei, Fo, E3 et E4 sont des

sous-espaces vectoriels de R? et préciser leur dimension :

E; ={(z,y,2) € R3 r+y—z=z+y+z=0},
Ey = {(z,y,2) €R3 xQ—zQZO},

By = {(z,y,2) e R? e’e¥ =0},
Ey={(z,y,2) eR® z(2?+y*)=0}. 1

Exercice 3 : Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des

sous-espaces vectoriels :

B ={(x,9,2) €R® z+y+a=0 et z+3az=0},
By ={fe F(R,R)  f(1)=0},

Es={feFRR)  [f(0)=1},

E,={PcR,[X] P =3},

Es={(z,y) €eR*> 2+ay+1>0}.1

3.2.2 Systémes de vecteurs

Exercice 4 : Les familles suivantes sont-elles libres?

v1 (1,0,1), 93 (0,2,2) et v3(3,7,1) dans R3,

v1 (1,0,0),v3 (0,1,1) et v3 (1,1,1) dans R?,

v1(1,2,1,2,1),75 (2,1,2,1,2), v3(1,0,1,1,0) et vy (0,1,0,0,1) dans R?,
u1(2,4,3,-1,-2,1),05 (1,1,2,1,3,1) et v3 (0,—1,0,3,6,2) dans RS,
v1(2,1,3,—1,4,-1),05 (—1,1,-2,2,—-3,3) et v3 (1,5,0,4,—1,7) dans RS. W

Exercice 5 : Soient E et F les sous-espaces vectoriels de R? suivants engen-

drés respectivement par les vecteurs

P 1
3 |, -1
1 9
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et

Montrer que E et F' sont égaux.

3
71, o
o) \ -7
m

3.2.3 Dimension et somme directe

Exercice 6 : Soient e; (0,1,-2,1),e3 (1,0,2,—1), €3 (3,2,2, 1), e4 (0,0,1,0)

et e5 (0,0,0,1) des vecteurs de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses? Justifiez votre réponse.

CU W=

Vect{ei,es,e3} = Vect{(1,1,0,0),(-1,1,-4,2)},

(1,1,0,0) € Vect {e1,es} N Vect{e3,e3,e1},

dim (Vect {e1,e3} N Vect{ez,e3,e1}) = 1,

Vect{e1, ez} + Vect {e3,e3,e1} = R%,

Vect{ei,es} est un s.e.v. de supplémentaire Vect {ef, es,e3} dans R*. W

Exercice 7 : Déterminer pour quelles valeurs de ¢ € R les vecteurs

1 1 t
0 ],]1 1 et
t t 1

forment une base de R3. B

Exercice 8 : Soit (3°) le systéme d’équations linéaires :

z+3y+22=0,
z+y+z2+t=0,
z—1t=0.

Montrer que l’ensemble des solutions de (}_) forme un sous-espace vectoriel F'
de R*. Déterminer la dimension et une base de F. B

Exercice 9 : On considére dans R* les vecteurs

€1 =

1 1 2 -1 2
2 1 1 0 3
3 762_ 1 763_ 1 764: _1 et65: O
4 3 1 2 1
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Soient E l’espace vectoriel engendré par eq, es et eg et F' celui engendré par ey
et e5. Calculer les dimensions respectives de E, F,ENF et E+ F. A

4 Applications linéaires

4.1 Résumé de cours

La notion d’espace vectoriel ne devient vraiment intéressante que si 'on
introduit la notion d’application linéaire. Il s’agit des applications entre espaces
vectoriels qui, dans un sens que nous allons préciser, conservent la structure
d’espace vectoriel.

Définition : Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur le méme corps K et
f une application de F dans E’. On dit que f est linéaire si :

L’ensemble des applications linéaires de E dans E’ est noté Lk (E, E’) ou, plus
simplement, L(E, E’). &

Remarque : Si f est linéaire, on a :

F(0)=0.m

Définition : On appelle endomorphisme de F une application linéaire de
dans E (méme espace de départ et d’arrivée). L’ensemble des endomorphismes
de E est noté Endk (E) ou plus simplement End(E). On appelle isomor-
phisme de E sur E’ une application linéaire bijective de F dans E’. Soit E
un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur E une application
linéaire f : E — K. B

Proposition : Soit f : E — E’ une application linéaire et F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors f (F) est un sous-espace vectoriel de E’. En particulier,
f (E) est un sous-espace vectoriel de E’ appelé image de f et noté Im f. Sa
dimension est appelée rang de f et est notée rg de f:

’rgf := dim (Im f). I‘

30



Proposition : Soit f € L(E, E’). Alors f est injective si et seulement si
ker f = {0}. W

Théoreme de la dimension : Soient F et E’ deux espaces vectoriels de di-
mension finie et f: E — E’ une application linéaire. On a alors :

’dimE: rgf + dim (ker f). I‘

Corollaire : Soit f € L(E, E"), E et E’ étant deux espaces vectoriels de méme
dimension finie (en particulier par exemple f € EndE avec E de dimension
finie). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est injective,
b) f est surjective,
c¢) f est bijective. B

4.2 Série d’exercices

4.2.1 Applications linéaires : définition

Exercice 1 : Déterminer si les applications f; suivantes sont linéaires :

fii(z,y) ER? = 2z +y,z —y) € R?,
foi(z,y,2) €R® > (zy,7,y) € R,

f3 : (xasz) ERS'—)(2£B+y+Z,y—Z,QL’+y) €R37
fi:PER[X] — P e R[X],
f51PER3[X]!—>P’€R3[X],

fo: P ERy[X]— (P(~1),P(0),P(1)) € R,
f1:PERX]—»P—(X—-2)P ecR[X]. 1

No otk W

4.2.2 Applications linéaires : image et noyau

Exercice 2 : Soit

£ R* — R3,
| (yy, s ) (e—y+z+t,a+2z—t,x+y+ 32— 3t).

Déterminer une base de ker f et une base de Im f. B
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4.2.3 Applications linéaires : injectivité et surjectivité

. = = = . .
Exercice 3 : Soit (e7, €3, e3) une base de R? et A un nombre réel. Démontrer

que la donnée de :

¢(e1) =ei + e,
o (e3) =& — e,
¢ (e3) = el + Aeg

définit une application linéaire de R? dans R3. Ecrire I'image du vecteur

— — — —
’ VU = ajey + agses + ases.

Comment choisir A pour que ¢ soit injective? surjective? W

4.2.4 Applications linéaires : matrices

Exercice 4 : Soit

0 0 O
A= -2 1 -1
2 0 2

1. Calculer A% — 342 4 2A.

2. Quel est le reste de la division euclidienne de X™ par X3 — 3X2 +2X?
3. Calculer A™ pour n € N.

4. A est-elle inversible? B

Exercice 5 : Calculer I'inverse de

1 2 1
1 2 -11]. 1
-2 -2 -1

Exercice 6 : Calculer le déterminant de la matrice suivante :

m 0 1 2m
1 m 0 0
0 2m+2 m 1
m 0 0 m

Calculer alors suivant la valeur du parameétre m le rang de cette matrice. B
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5 Réduction d’endomorphismes : diagonalisa-
tion et trigonalisation

5.1 Résumé de cours

Dans toute la suite, F désigne un espace vectoriel de dimension finie n. La
clé de la diagonalisation et de la trigonalisation est la notion de vecteur propre
(dont la définition reste valable en dimension infinie).

Définition : Soit f € Endk (E). Un vecteur v € E est dit vecteur propre
de fsi:

1. v#0,
2.3 eK fv) = v

Le scalaire A est dit valeur propre correspondante a v. l

Théoréme : f € Endk (E) est diagonalisable si et seulement s’il existe une
base de E formée de vecteurs propres. ll

Proposition : Soit f € Endk (F) ou E est un espace vectoriel de dimension
finie n. Les valeurs propres de f sont les racines du polynome :

]P,- () = det (f — Md).\

Py est un polynéme de degré n, appelé polyndéme caractéristique de f. B

Remarque : On notera indifféeremment Py ou x ;. B

Proposition : Soit A € K. On note :

|Bxi={ve B/f(v) =}

FE) est un sous-espace vectoriel de E dit espace propre correspondant & \. ll
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Remarque : Si A n’est pas valeur propre alors Ej\ = {0} et si A\ est valeur
propre alors

E, = {vecteurs propres associé¢s & \} U {0} et dimFEy > 1. &

Proposition : Soit f € Endg (F) et A une valeur propre de multiplicité «
(i.e. A est racine d’ordre « de Py). Alors :

llgdimE,\ga.l

5.1.1 Diagonalisation

Définition :

1) Soit f € L(F). On dit que f est diagonalisable si et seulement s’il
existe une base B de E telle que Matp (f) soit diagonale.

2) Soit A € M,, (K). On dit que A est diagonalisable si et seulement s’il
existe une matrice diagonale D de M,, (K) semblable a A.

Si A € M, (K) est diagonalisable, on appelle diagonalisation de A la
donnée de P, D et P! telles que :

]P € GL, (K) et A= PDP'.

Clairement, diagonaliser A, c’est déterminer les trois matrices P, D et P~1. Au
lieu de diagonalisable, on dit aussi réductible a la forme diagonale. B

Remarque :

1) Soient f € L(E), By une base de E et A = Matg (f). Alors f est
diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

2) Toute matrice diagonale est diagonalisable. l

Définition : f est diagonalisable si et seulement si E est somme directe
d’espaces propres, i.e., en notant Ay, ..., A, les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de f, f est diagonalisable si et seulement si :

’E:Eh ®..0E,,

ce qui est équivalent & :

(dimE = dim B, + ... + dim Ey,. W]
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Théoréme : Soit f € Endk (F). f est diagonalisable si et seulement si :

1. Py est scindé dans K, ce qui veut dire que
Py (X) = (1) (X = A)™ (X = A)

avec A\p,...,A\p EKet A\ +...+ X, =n,

2. pour chaque valeur propre A; de multiplicité o on a :
dimEy, = ;. R

Corollaire : Si f admet n valeurs propres deux & deux distinctes alors f est
diagonalisable.

Remarque : Soit f € Endg (E). Alors f peut ou ne pas étre diagonalisable
sur K et, de plus, en pratique, f peut étre diagonalisable sur C et ne pas 1’étre
sur R. Il faudra donc préciser de fagon systématique le corps sur lequel on
envisage la diagonalisation. W

Tout ceci nous améne donc & la trigonalisation ou triangularisation.

5.1.2 Trigonalisation

Définition :

1) Soit f € L(E). On dit que f est trigonalisable si et seulement s'il existe
une base B de F telle que Matg (f) soit triangulaire.

2) Soit A € M,, (K). On dit que A est trigonalisable si et seulement s’il
existe une matrice triangulaire T de M,, (K) semblable a A.

Si A € M, (K) est trigonalisable, on appelle trigonalisation de A la don-
née de P, T et P! telles que :

] PeGL, (K), T € Ty, (K) ouTy,;(K)et A= PTPL.

Clairement, trigonaliser A, c’est déterminer les trois matrices

Au lieu de trigonalisable, on dit aussi triangulable ou triangularisable ou
réductible a la forme triangulaire. l

Remarque :
1) Soient f € L(E), By une base de E et A = Matp(f). Alors f est
trigonalisable si et seulement si A est trigonalisable.
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2) Toute matrice triangulaire est trigonalisable.

Théoréme :
1) Soit A € M,, (K). On démontre que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

e A est trigonalisable sur K,
® x 4 est scindé sur K.

2) Soit f € L(F). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e f est trigonalisable sur K,
® X est scindé sur K. W

Corollaire :

1) Soit F un C — evn de dimension finie n avec n > 1. Tout endomorphisme
de F est trigonalisable.

2) Toute matrice carrée de M, (C) (n > 1) est trigonalisable. B

0
Exemple : Soit A= | 0 1 0 . On a clairement
5 1 3

Xa(X) == (X = 1)*(X +2).

Le polyndéme caractéristique est scindé dans R. De plus,

e ker (A + 2I3) = Vect {(—1,0,1)} si bien que dim (ker (A + 2I3)) = 1 #mul-
tiplicité de la valeur propre —2,

o ker (A — I3) = Vect {(2,0,—5)} et dim (ker (A — I5)) = 1 =multiplicité de
la valeur propre 1.

Donc A n’est pas diagonalisable sur R ni sur C. En revanche, puisque le
polynoéme caractéristique est scindé dans R, A est trigonalisable dans R. En re-
gardant A comme la matrice d'un endomorphisme f de R? dans la base canon-
ique, on sait qu’il existe une base B = {v1, v2,v3} de R3 telle que :

1 a b
Matg(f)=1 0 1 ¢
0 0 -2
Ceci signifie que :
o f(v1) =1,
o [ (v3) = avy + va,
o f(v3) =bvy + cvg — 2vs.

36



e calcul de vy : I'équation (f — Id) (vy) = 0 donne :

—bxr — 2z =0,
5t +y+22=0

et 'on peut prendre v; = (2,0, —5).
e calcul de vs : équation (f — Id) (vy) = avy donne :

—bx — 2z = 2a,
o + 1y + 2z = —ba

d’otl par exemple en prenant a =1 vy = (—2,—3,4).
e calcul de vs : on sait qu’il existe un vecteur propre v correspondant & la
valeur propre —2, i.e. tel que f (v) = —2v. On peut prendre donc

v3=vetb=c=0.
En résolvant (f + 2Id) vs = 0, on trouve :

—2x -2z =0,
3y=20

soit v3 = (1,0,—1). Ainsi, A est semblable a la matrice

1 1 0
01 0
00 -2 |
et la matrice de passage est
2 -2 1
0 -3 0 . A
-5 4 -1 ]
-2 -1 2
Exemple : Trigonaliser la matrice A= | —15 —6 11
-14 -6 11

Les calculs indiquent que y 4 (\) = (A — 1)*. Par conséquent, y 4 est scindé
sur R et admet une racine réelle 1 de multiplicité 3. On a de plus la carac-
térisation ker (A — I3) = Vect{(1,1,2)} de sorte que {(1,1,2)} soit une base
de ker (A — I3) d’une part et dim (ker (A — I3)) = 1 d’autre part. Puisque
dim (ker (A — I3)) #multiplicité de la valeur propre 1, on conclut que A n’est
pas diagonalisable sur R. En tenant un raisonnement analogue sur le corps C,
on arrive bien siir a la conclusion que A n’est pas diagonalisable sur C. Ce point
précisé, on sait en revanche que A est trigonalisable sur R (ou sur C) comme
conséquence du caractére scindé sur R (ou sur C) du polynéme caractéristique.
Effectuons la trigonalisation sur R de cette matrice. A cette fin, on introduit
I’endomorphisme f dont la matrice représentative dans la base canonique de R?
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est A et la base B = {v1,vq,v3} avec v = (1,1,2) telle que f soit sur cette
nouvelle base représenté par la matrice triangulaire suivante :

o O =
S = Q

b
c
1

ot les coefficients a, b et ¢ & déterminer sont des réels. On a clairement les
égalités suivantes :

L4 f(vl) = 1,
o f(v2) = avy + vy,
o f(v3) =buy + cvg + vs.

Calculons les vecteurs vy et v3. Tout d’abord,

-3 -1 2 T a
(f—Id)(vy) = ane | =15 =7 11 y|=1|a |,
-14 -6 10 z 2a

&S rz=a,y=3a+aet z=2a+2a, a €R.

Avec le choix suivant ¢ = 1, il s’ensuit que ¢ = o, y = 3+ @ et z = 2 + 2
et on opte pour le vecteur vo = (0,3,2). Tenons le méme raisonnement pour
déterminer le vecteur vz partant du fait que :

-3 -1 2 x b
(f=Id)(v3) = bvyy+ens | —15 =7 11 y | =] b+3 |,
-14 -6 10 z 2b+ 2c

S xz=0,y=3b—2c+fetz=2b—c+28, BER.

Avec le choix suivant b=2 et ¢ =3, on trouve que x = 5, y = et z =1+ 25
et on opte pour le vecteur v3 = (0,0,1). Au final, on vérifie :

1
1 =340
2

N WO
= O O

si bien que la famille B = {vq,v2,v3} constitue bien une base de R? telle que :

11 2 1 0 0 -2 -1 2 100
01 3|=pP'AP= —% : 0 -15 —6 11 1 3 0/.a
001 -3 -2 1 ~-14 -6 11 2 21

Nous allons maintenant nous attarder sur la réduction de Jordan qui est une
méthode de triangularisation trés efficace et facile & mettre en place. A cette
fin, il est indispensable de définir les polynémes annulateurs en général et plus
particuliérement le polynéme minimal.
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Polynémes annulateurs Théoréme de Cayley-Hamilton :

LVfeL(E)  x;(f)=0,
2.VAEM, (K) x4(A)=0. 1

Remarque : Le polynome caractéristique x; de f (resp. A) annule f (resp.
A). 1

Polynéme minimal  Définition : Soit f € £(F). On dit que f admet un
polynéme minimal si et seulement si :

{PeKIX]  P(f)=0}#{0}]

Si f admet un polynéme minimal, il existe un polyndéme unitaire unique,
noté m¢ ou my, tel que :

{PeK[X]  P(f)=0}=m/KI[X]|

et my est appelé le polynéme minimal de f. W

Définition : Soit f € L(FE). On appelle polynéme minimal de f le
polyndme normalisé annulateur de f de degré le plus petit. B

Remarque : La terminologie unitaire ou normalisé signifie que le coefficient
du terme de plus haut degré vaut 1. B

Proposition :
1) Soit A € M,, (K). Il existe un polynéme unitaire unique, noté m4 ou ma,
tel que

]{PGK[X] P(A):O}:MK[X]\

et 4 est appelé le polynome minimal de A.
2) Soient E un K — ev de dimension finie, f € L(E). Alors f admet un
polynéme minimal. W

Proposition : Soit f € L(E). P € K[X] est un polynéme annulateur de f
si et seulement s’il est un multiple de 7y, i.e. 7y divise P. B
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Proposition : Soient F un K — ev de dimension finie > 1 et f € L(E). On
démontre que 7y et x; ont les mémes diviseurs irréductibles. W

Corollaire :
1) Soient E un K — ev de dimension finie > 1l et f € L(F). On a :

7 ({0}) = Spx (£).

2) Soit A € M,,(K). On a:

2 ({0}) = Spx (4). @

Proposition : Détermination du polyndéme minimal. Soit f € L(F). Les
racines de 7y sont exactement les racines de xy, i.e. les valeurs propres mais
avec une multiplicité en général différente. Plus précisément, si on considere x
sous la forme suivante :

X (X) = (=1)" (X = A)™ (X = Ag) ™ (X = Ap) ™

avec

o \; # Aj dés que i # j,
oal—l—...—i—ozp:n

on a :

Tr(X)= (X =2 (X =X)L (X = A) P avec 1< B, <. M

Exemple :
01 2
DA=1 0 2 |.Ilvient x4 (X)=—(X+1)(X +2)(X —3) et donc
1 20
ma(X)=(X+1)(X+2)(X-3).
-1 1 1
HA=[1 -1 1 . On trouve x4 (X) = — (X — 1) (X +2)” et l'on
1 1 -1

a ainsi deux possibilités pour le polynéme minimal :

ey (X)=(X+1)(X+2),
oouﬂA(X):(X+1)(X+2)2.
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o O O

0 0
On détermine ensuite la matrice (A + I3) (A + 213). Sionobtient | 0 0
0 0

[N

alors le polynéme minimal sera le premier choix sinon ce sera le second. Dans

les faits,

(A+I3) (A+2I5) =

o OO
o O O
o O O

si bien que 14 (X)=(X+1)(X +2). A

Théoréme : Critére de diagonalisibilité :

1) Soient E un K — ev de dimension finie > 1 et f € L (E). Pour que f soit
diagonalisable sur K, il faut et il suffit que 7 soit scindé simple.

2) Soit A € M, (K). Pour que A soit diagonalisable, il faut et il suffit que
7 4 soit scindé simple. W

Corollaire :

1) Soient E un K — ev de dimension finie > 1 et f € £ (E). Pour que f soit
trigonalisable sur K, il faut et il suffit que 7 soit scindé sur K.

2) Soit A € M, (K). Pour que A soit trigonalisable sur K, il faut et il suffit
que 74 soit scindé sur K. B

Exemple :
-1 1 1

nA=[1 -11 . Onadéavuquemy(X)=(X+2)(X-1).
1 1 -1

Donc A est diagonalisable sur R ou C.

3 2 =2

2)A=1] -1 0 1 . Les calculs indiquent que y 4 (X) = — (X — 1)
1 1 0

et par conséquent
® TA (X) =X- 1;
e ou bien 74 (X) = (X — 1),
e ou bien m4 (X) = (X —1)°

et A sera diagonalisable sur R ou C si et seulement si m4 (X) = X — 1 c’est-

0 0O
a-dire si et seulement si A — I3 = 0 0 0 ]. Comme A n’est évidemment
0 0O

pas la matrice identité, A n’est pas diagonalisable ni sur R ni sur C.
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3) A= 2 0 1 |. On démontre que y  (X) = — (X — 1) (X —2)°.

e ma(X)=(X-1)(X-2),
e ou bien m4 (X) = (X —1) (X —2)°

et la matrice A sera diagonalisable sur R ou C si et seulement si

ma(X) = (X -1)(X -2)

0 00
c’est-a-dire si et seulement si (A —I3) (A—2I3) = 0 0 0 |.En effectuant
0 00
0 00
le produit (A — I3) (A — 2I3), on trouve que (A —I3) (A—2I35)# | 0 0 0
0 0 O
et donc la matrice A n’est pas diagonalisable ni sur R d’une part ni sur C d’autre

part A

5 1 1 -1
. . 1 5 1 -1 . .
Exercice : Soit A = 1 1 5 1 |- Montrer que A est diagonalis-
-1 -1 -1 5

able sur R et inversible. En déduire le polynome minimal et a 1’aide du polynéme
minimal calculer A~!. Réponse : Spr (A) = {4,4,4,8} et dim (SEP (A, 4)) = 3.
A est donc diagonalisable sur R et m4 (X) = (X —4) (X — 8) et par conséquent
(A —41,) (A —81,) = 0. On développe les calculs et on justifie que la matrice
A est inversible pour trouver au final :

7 -1 -1
1 -1 7 -1
32 -1 -1 7

1 1 1

A1 = 3i2 (121, — A) =

N = e

Réduction de Jordan Définition : On appelle bloc de Jordan une matrice
carrée du type :

A1 0 0
0
J(\) = o |- m
L
0 0 A
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Proposition : Soit J (A) un bloc de Jordan d’ordre n, on a :

o x; (X)=(-1)" (X -N",
o1y (X)=(X-N)",
o dim(SEP(J(A\),\) =11

Théoreme : Soit f € L (E) tel que x ¢ soit scindé sur K.
1" cas : supposons d’abord que f n’ait qu’une seule valeur propre et que
I’on ait :

X (X) = ()" (X = N)" et mp (X) = (X — N et dim (SEP (f,))) = 7.

Il existe alors une base B de E telle que :

JI(A) 0 N ()

AR ' .
Matg (f) = : =J(\)

: . 0

0 e 0 I, (\)

ou

e les Ji (M) sont des blocs de Jordan,
e 'ordre du plus grand bloc est 3,
e le nombre des blocs est ~

car dans chaque bloc il n’y a qu’un vecteur propre.
2¢m€ cas : supposons que f admet les valeurs propres Ay, ..., Ap de multiplicité
Q1 eeey O, €.

Xp (X) = (=1)" (X = A)™ (X = Ag) ™ (X = Ap)™

alors il existe une base B de FE telle que :

J() 0 D

——

0 T (M)

——
Matps (f) = | . ..az e -n

0

0 . 0 T\
——
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Corollaire : Une matrice sous la forme de Jordan est diagonalisable si et
seulement si elle est déja sous forme diagonale. B

5.2 Série d’exercices

5.2.1 Valeurs et vecteurs propres : définition

Exercice 1 : Soient m € R et A, € M3 (R) la matrice

m 1 1
1 m 1
1 1 m

Calculer les valeurs propres de A,, et une base de vecteurs propres. l

Exercice 2 : Soit M la matrice suivante :

1 1 0
M=| -1 0 0
2 0 -1

Calculer le polynome caractéristique de M. En déduire M. B

5.2.2 Reéduction d’endomorphismes : diagonalisation

Exercice 3 : Pour quelles valeurs de (a, b, c) € C? la matrice

N NDO

OO O =
o O~ Q
O NS

est-elle diagonalisable? Wl
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Exercice 4 : Soient « et 3 deux réels et A la matrice suivante :

1 —a  —« 1
A 1-6 a a—-1 =0

I6] —a 1l—a 140

0 « « 0

1. A quelle(s) condition(s) sur « et 3, A est-elle diagonalisable?
2. On suppose a = 0 et 5 = 0. Vérifier que

A(A-T)=0.

En déduire A" et (A+1)"". ®

Exercice 5 : Etudier le caractére diagonalisable des matrices suivantes :

3 2 4

LA=( -1 3 -1 |eM(®R)),
-2 -1 -3
-1 1 0

2.2B= 0 -1 1 |eM;@R).®
1 0 -1

5.2.3 Réduction d’endomorphismes : trigonalisation

Exercice 6 : Trigonaliser les matrices réelles suivantes :

-2 1 1

.LA=| 8 1 -5 |,
4 3 -3
3 2 -2

22B=| -10 1 |.m
1 1 0

Exercice 7 : Réduire sous la forme de Jordan les matrices suivantes :

40 0 0 3 -1 1 -7
_1113 0010t9—3—7—1.
Lo o) lor 2z 2 )% o o0 4 8 )

01 -1 1 0 0 2 —4
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6 Applications de la réduction d’endomorphismes

6.1 Calcul de puissances de matrices

Exercice 1 : Soit A € M3 (R) la matrice

01 1
A= 1 0 1
0 01

Donner un polynéme annulateur de A de degré aussi petit que possible. En

déduire A71, A3 et A5. W

6.2 Résolution de systémes différentiels

Exercice 2 : Résoudre les sytémes différentiels suivants :

d d

3?:41‘—&—63;, —isz—&—y—i—z,
thJ:—Sx—E)y, gﬁ:sac+3y+42;,
z z

— = -3z — 6y — —=-3z—y—2z. 1
7 3x — 6y — bz 7 3x —y z

6.3 Suites récurrentes linéaires

Exercice 3 : Déterminer toutes les suites (u,) telles que :

{

Vn € N

Uug = 1,U1 :2,’&2 =0.1

Un+3 + Un+2 + Un+1 +u, = 07

6.4 Reésolution de systémes de suites récurrentes linéaires

Exercice 4 : Donner toutes les suites (z,,), (yn) et (2z,) telles que :

Vn € N

Tn+1 = Tn + Yn,
Yn+1 = Yn + Zn,
Zn4+1 = Zn 1+ Tnp.
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Parmi les solutions de ce systéme, donner celle qui satisfait :

1‘0:2,y0:2’0:1..

7 Formes bilinéaires et quadratiques - formes
hermitiennes

7.1 Résumé de cours

7.1.1 Forme bilinéaire

Définition : Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimen-
sion finie). On appelle forme bilinéaire une application bilinéaire :

’f:ExE—HK,
i.e. vérifiant :
flx+y,2)=f(z,2)+ f(y,2),
flry+2)=f(z,y)+ f(z,2), Vz,y,2 € E,VAEK. B
fQz,y) =Af(z,y) = f(z, \y

Supposons que E soit de dimension finie n et soit {e;} une base de F. Si

n n
T = E Tie; ety = E Yi€s,
i=1 j=1
on a:

Flay) = F D wend yie | =D wyif (eire)).
i=1 j=1

4,g=1
Les f (ei,e;) sont des éléments de K. Si on note :
Q5 = f (ei>ej)7
lexpression de f dans la base {e;} est :
n
fla,y) =Y aijzy;
i,j=1

c’est-a-dire f est du type :

f (x,y) = a11T1Y1 + a12T1Y2 + ...+ Qi T;Y5 + ...+ ApnTnYn-
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Autrement dit, on reconnait une forme bilinéaire par le fait que, en I’écrivant
dans une base, on obtient une somme de monoémes dans lesquels x; et y; appa-
raissent & la puissance 1. Ainsi, par exemple :

f(2,y) = 2191 + 22292 — T3y1 + 21Y3
est bilinéaire alors que :
f (@, y) = 31y1 + 3aiys + ...
ne l'est pas, pas plus que :
f(z,y) = 3x2ys + 229 + ...

(car dans le second mondme y; n’apparait pas a la puissance 1).
On note

fler,er) ... fler,en)
f(envel) f(enaen)

la matrice de f dans la base {e;} .

Définition : Une forme bilinéaire f est symétrique si et seulement si :

Veye B [(xy) =/ (y.2). W]

Il est clair que si E est de dimension finie une forme bilinéaire f est symétrique
si et seulement si la matrice de f (dans une base quelconque) est symétrique. W

Définition : Soit f une forme bilinéaire sur un espace vectoriel F de dimen-
sion finie. On appelle rang de f le rang de la matrice qui représente f dans
une base quelconque :

rg (f) =rg (M (f).,)-

f est dite non dégénérée si le rang de f est maximum, i.e. :

’rg(f):n:dimE.‘

On a donc :

f est non dégénérée < det (M (f)el) #0,

{e;} étant une base quelconque. W
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Remarque : Le déterminant de M (f )eI que l'on appelle discriminant de
f, dépend du choix de la base. B

Définition : Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimen-
sion finie) et
fiExFE—-K

une forme bilinéaire.
a) On appelle rang de f le rang de application :

E — E*,
y—f(,y).

i

b) On appelle noyau de f - noté N (f) - le noyau de 'application j :

IN(f)={y€E\f(,y) =0},

i.e. :

(N ={yeB\f(@y =0 YuecF}|

c¢) f est dite non dégénérée si j est injective, i.e. si:

N(f)=0

ou encore :

Ve e E flz,y)=0=y=0. N

Proposition : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f une forme
bilinéaire sur £. On a :

dim B = rg (f) + dim (N (f)). W|

Remarque : Bien que le noyau d’une forme bilinéaire se calcule comme le
noyau de la matrice de f, la signification n’est pas la méme. En particulier, le
noyau de f n’est pas I’ensemble

{(:va)EEXE f($7y):0}

Cet ensemble d’ailleurs n’est méme pas un espace vectoriel. B
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7.1.2 Produit scalaire

Définition : Soit E un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire
sur F une application

() ExE—R

qui est :

e bilinéaire,

e symétrique,

e définie positive, i.e. :
(x,z) >0,
(x,2) =0z =0.

Un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’un produit scalaire, est dit

’ espace euclidien ‘

et si E est de dimension infinie il est dit

’espace préhilbertien réel. I‘

7.1.3 Forme quadratique

Définition : Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Une appli-
cation q : F — K est dite forme quadratique sur F si, étant donnée une base
{e:;}, q(z) est un polynome homogene de degré 2 en les composantes x; de x
dans la base {¢;}.

Exemple : Si ¢ : R? — R est définie par :
q(z) =227 — 323 + 323 + 22122 — 37173 + 5w2w3

(ot les z; sont les composantes de x dans la base canonique), g est une forme
quadratique. A

Considérons une forme bilinéaire symétrique f sur F et soit ¢ 'application
q: F—-K

définie par

q(2) = f (@,2).]

50



Il est facile de voir que ¢ est une forme quadratique. D’autre part, il ne peut
exister qu'une seule forme bilinéaire symétrique f telle que :

’f(x,a:):q(x) VzGE.‘

En effet, si f est une telle forme, on a :

qz+y) = flatyzt+y) =f(z,2)+f(xy)+f(y2)+f(Yy)
= q(x)+2f(z,9) +q(y)

et donc nécessairement :

[q(z+y) —q(z) —q(y)]

N | =

f(l'vy) =

(f est parfaitement déterminée par la connaissance de q).

Définition : Soit E un espace vectoriel sur K (non nécessairement de dimen-

sion finie). Une application

est dite forme quadratique s’il existe une application bilinéaire symétrique

|f:ExE—K|

telle que

’f(x,a:) zq(a;).‘

Dans ce cas, f est donnée par :

f@y) =3lg@+y) —q(x)—q@)

et f est dite forme polaire de ¢q. B

Puisque la donnée d’une forme bilinéaire symétrique est équivalente & la don-
née d’une forme quadratique, les définitions sur les formes bilinéaires symétriques
se transportent sur les formes quadratiques.

Définition : On appelle rang, noyau, matrice d’une forme quadratique
q le rang, le noyau, la matrice de la forme polaire associée a q. Ainsi, ¢ est dite
non dégénérée si la forme polaire f est non dégénérée, i.e.

f@y=0 VeeE=y=0.
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De plus, g est dite définie positive si la forme polaire est définie positive, i.e.

eVre FE q(x) >0,
eqg(x)=0&2=0

Définition : Soit ¢ une forme quadratique sur £.On appelle cone isotrope
I’ensemble

[(@={zr€E q(z) =0} M

Remarque : On peut noter que I (¢) n’est pas un espace vectoriel mais juste-
ment un "cone", c¢’est-a-dire un sous-ensemble de vecteurs C tel que si x € C
alors Az € CVA e K.

Proposition :

[N(q) C1(q). M|

7.1.4 Forme hermitienne

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’établir dans le cadre des espaces
vectoriels complexes une théorie analogue a celle du produit scalaire.

Définition : Soient E, F' deux espaces vectoriels sur C. Une application

est dite antilinéaire si :

o f(z+y)
o f ()

(

x)

S

{ )+ f (), Va,y € E,YA€C. W

I
>

f

Définition : Soit E un espace vectoriel sur C. Une application

f:ExE—C

est dite sesquilinéaire si elle est linéaire dans le second argument et antilinéaire
dans le premier argument. W

92



Supposons E de dimension finie et soit {e;} une base de E. Si z = z;e;
i
et y = > yje; et f est une forme sesquilinéaire
J

Flay)=f D wmen Y yie; | =D Tiyf (eie).
7 7 ¥

Ainsi, la donnée des f (e;, e;) € C détermine parfaitement f. On appelle matrice
de f dans la base {e;} la matrice :

fler,er) fler,e2) -+ fler,en)

M(f)e, = : : e M, (C).
f(enael) f(enaen)
Z1 1
Si X = et Y = sont les matrices qui représentent = et y dans
Tn Yn

la base {e;} et A= M (f),. un calcul simple montre que :

€4

f(z,y) =tXAY.

Définition : Le rang de la matrice M (f),. ne dépend pas du choix de la base
{e;}. Ce rang est dit rang de la forme sesquilinéaire. B

Définition : Une forme sesquilinéaire (sur un espace vectoriel £ de dimension
finie sur C) est dite non dégénérée si elle est de rang maximum (égal a la
dimension de E), i.e. si:

det M (f),, #0
({e;} étant une base arbitraire de £). B

Définition : On appelle noyau de la forme sesquilinéaire f le sous-espace
vectoriel N (f) de E défini par :

IN(f)={ye€E f(z,y)=0 VacE} W

Proposition :

]dimE = rgf +dim N (f). I‘
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Les formes hermitiennes jouent le méme role que les formes bilinéaires symétri-
ques du paragraphe précédent.

Définition : Une forme sesquilinéaire h est dite hermitienne si :

h(z,y)=h(y,z) Vz,y€k.

Si E est de dimension finie, {e;} une base de E'et H = M (h),,, h est hermitienne

si et seulement si :

Définition : Une matrice H € M, (C) est dite hermitienne si

(en particulier les matrices symétriques réelles sont les matrices hermitiennes
réelles). W

Remarque : Si h est hermitienne alors :

’VmEE h(x,x)eR‘

(ce qui veut dire que les éléments de la diagonale principale d’une matrice her-
mitienne sont réels). W

Proposition : Soit A une forme hermitienne et

() = h(z2)]

On a:

[G(x+y) —q(z—y) —iq(z+iy) +iq(z —iy)]. A

>~ =

h(l‘,y) =

7.2 Série d’exercices

7.2.1 Produit scalaire

Exercice 1 : A deux polynémes P = ag+a1 X +as X2 et Q = bo+b; X +by X2
de Ry [X], on associe :

[(P,Q) = (a0 + a1) by + (ag + 3a1) b1 + Basby.
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Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire. B

Exercice 2 : Pour quelles valeurs de A les formes bilinéaires ci-dessous définissent-
elles un produit scalaire sur R3?

f(z,y) = z1y1 + 622y2 + 3x3y3 + 221Y2 + 222y1 + 3Ax1Y3 + 3Aw3Y1,
g (z,y) = 21951 + 10x2ys + 621y2 + AT3y5 — T2y — T3Y2,

h(z,y) = 2x1y1 + Tx1y2 + Tooyr + 8T2y2 — 3x3ys + Av2ys + Axsys,
i(z,y) = (z1+ 22) (Y1 +y2) + (¥1 +23) (Y1 + y3)

(T2 +23) (Y2 +y3) — A1+ 22+ 23) (Y1 + 92 +y3). A

7.2.2 Forme quadratique

Exercice 3 : Vérifier que 'application ¢ : R? x R3 — R définie ci-dessous est
une forme bilinéaire symétrique et déterminer la forme quadratique qui lui est
associée :

[0((@.9.2) .0/ /) = a2’ + 2y + 22’ + 29z + 27

S’agit-il d’un produit scalaire? Vérifier que I'application ¢ : R> — R définie ci-
dessous est une forme quadratique et déterminer la forme bilinéaire symétrique
qui lui est associée :

2 2

+(z—y)".

Q((-T,y,z)) :$2+3($+y72’)

S’agit-il d’une norme euclidienne? W

Exercice 4 : Soit a un nombre réel. Soit ¢ la forme quadratique définie sur
R3 par :

q((z,y,2)) =22+ (1 +a)y* + (1 +a+a?) 22 + 22y — 2ayz

et soit f la forme bilinéaire symétrique associée a q.

1. Déterminer une décomposition de ¢ en combinaison linéaire de carrés de
formes linéaires indépendantes.

2. Donner le rang et la signature de g suivant les valeurs de a.

3. Pour quelles valeurs de a, f définit-elle un produit scalaire? B
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7.2.3 Exemple de forme hermitienne en dimension infinie

Exercice 5 : Soient a et b deux applications continues dans R. On pose :

1
a(x)dx—l—i/b(w)da:.

o _

/ [a(z) +ib(z)]dz =

On considére 'espace vectoriel
E ={f:]0,1] — C continues} .

Démontrer que 'application h : E x E — C définie par :

hif.g) = Oflf @) (x) da

est une forme hermitienne. W
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Partie 11

ANALYSE

8 Equations différentielles

8.1 Equations différentielles du premier ordre

Exercice 1 : Une étude sur le comportement de bactéries placées dans une
enceinte close dont le mileu nutritif est renouvelé en permanence a conduit a
poser une loi d’évolution de la forme :

N’ (t) = 2N (t) — 0,0045 [N (¢)]? (2)

ou ¢ est le temps exprimé en heures et N (t) représente le nombre d’individus
présents dans l'enceinte & 'instant ¢. On a, 4t =0, N (0) = 1 (en milliers).

1. On pose y(t) . Montrer que y est solution d’une équation dif-

1
N
férentielle (E) du type ' = ay + b.

2. Résoudre (E).

3. En déduire que la solution de (2) est

1
"~ 0.99775 exp (—2t) + 0.00225

N ()

4. Etudier les variations de N.
5. Montrer que

exp (2t)

N(t) = .
() = 599775 + 0.00225 oxp (2t)

Déduisez-en une primitive de N.
6. On appelle nombre moyen de bactéries la limite quand T tend vers +oo
T

de — [ N (t)dt. Calculer cette intégrale et en déduire le nombre moyen de
0
bactéries dans ’enceinte. B

Réponse :
. 1 1 —y' (t)
1. Clairement, y (t) = —— < N (t) = —— et donc N’ (t) =
0 =y < N0 =g © = 2
Injectons cette information dans (2)
—y/ (t) 177
N (£) = 2N (1) — 0,0045 [N (1) = —¥ 2—0,0045[]
0)=2N NOFS 2 =50 v



y(t) y(t)
sy (t) = —2y (t) + 0,0045 (3)

de sorte que a = —2 et b = 0,0045.
2. Introduisons I’équation homogene (H)

v (1) = -2 )

dont I'ensemble des solutions est

Sy (1) =2 @) l2 —0,0045 [1} 2] ,

{Cexp(-2t),C € R}.

Déterminons une solution particuliere de (3). A cette fin, on met en place la
méthode de variation de la constante. On cherche donc une solution particuliére
sous la forme :

yp (t) = C (t) exp (—21)

de sorte que :

yp (t) = C' (t) exp (=2t) + C (t) x (—=2) exp (—2t) .
Il s’ensuit :
C' (t)exp (—2t) + C (t) * (—2) exp (—2t) = —2C (t) exp (—2t) + 0,0045

soit
C' (t)exp (—2t) = 0,0045

et donc
C' (t) = 0,0045 exp (2t) .

Par conséquent,

1
c{t)= 50, 0045 exp (2t) + A

ol A € R. Dans les faits, il nous faut seulement une solution particuliére, ce qui
explique par la suite que 1’on optera pour celle qui correspond & A = 0. On pose
donc :

0,()2& = 0,00225.

yp (t) = (; x 0,0045 * exp (2t)> exp (—2t) =

La solution générale de (3) est donc :

y (t) = 0,00225 + C exp (—2¢t)

1
ou C € R. Enfin, puisque y (0) = W =1l,ona:

1=10,00225+C
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soit
C =1-0,00225 =0,99775.
Ainsi,
y (t) = 0,00225 + 0,99775 exp (—2t) .

3. Puisque N (t) = , on retrouve bien que :

L
y(t)

N (1) .

~0,00225 + 0, 99775 exp (—2t)

4. N est bien str de classe C* sur R. De plus,

—0,99775 * (—2) exp (—2t)
(0,00225 + 0,99775 exp (—2t))*’
1,9955 exp (—2t)

= >0,
(0,00225 + 0,99775 exp (—2t))?

N'(t) =

ce qui traduit la croissance de la fonction N sur R.
5. On peut écrire :

1
0,00225 + 0, 99775 exp (—2t)
exp (2t)
exp (2t) (0,00225 + 0, 99775 exp (—2t))’
exp (2t)
0,00225 exp (2t) + 0, 99775

N@) =

qui est bien le résultat escompté. Pour déterminer une primitive de N, on
remarque que :

N@) = exp (2t) _ 1 0, 0045 exp (2t)
0,00225 exp (2¢) + 0,99775  0,0045 0, 00225 exp (2t) + 0, 99775
B 1 W (t)
~0,0045 u ()

ou u (t) = 0,00225 exp (2t) + 0,99775. A partir de ces considérations, on déduit
une primitive de IV que I'on notera n par la suite :

1
t) = In |0, 00225 2t) +0,99775
n() 0’0045 n| ) eXp( )+ ) |7

1
= 1 .
0005 11 (000225 exp (2t) + 0,99775)

99



6. Dans les faits, on a donc par conséquent :
1 T

— | N(t)at
7/, (t)

1
(n (1) - 0.0045 In (0,00225 4+ 0799775)> ,

<n(T) 07010451111> - ”(TT),

1 In(0,00225exp (2T) + 0,99775)
0,0045 T

et par passage a la limite sur 7" on trouve le résultat suivant :

1 (* 2 4000
~ | N@)dt ey
T /0 ®dt =, 0,005 9

Exercice 2 : On considére ’équation différentielle suivante :

z(z®—1)y +2y =2? (4)
ou l'inconnue est la fonction y dépendant de la seule variable .
1. Résoudre (4) dans chacun des intervalles ]—oo,—1[, ]—1,0[, ]0,1] et
1, 400 .

2. Trouver les solutions de (4) sur R. B

Réponse :

1. Puisque la fonction z — =z (x2 — 1) s’annule en les trois points —1,0
et 1, on résout (4) respectivement sur les quatres intervalles Iy = |—oo, —1[,
IQ = ]—1,0[, Ig = ]0, 1[ et I4 = ]1,—|—OO[

Résolvons 1’équation tout d’abord sur I;. On s’intéresse a I’équation ho-
mogene :

z(z®—1)y +2y=0. (5)
Il vient :
2
2 / 2 ! ’
-1 2y = 0& -y =-2y&y =———=
z(z?=1)y +2y z(z?—1)y vy =Y
< Inly| / 2 d
nlyl= [ - ———dx.
Y x(x2—1)
. o 2 ”»
Déterminons les primitives de x — 7(271). Un décomposition en éléments
x(z? —
simples est ici utile :
2 a b c




Appliquons les techniques vues précédemment. Pour calculer le coefficient a

2 L bz L cx
—Z a4
(22 -1) x—1 z+1
et en prenant z = 0 il vient :
2
=——"=2.
RCEESY
Pour b 5 ) )
B :a(at— )+b+c(x— )
z(z+1) x x+1
et lorsque x =1
2
b=————-=-1.
1(1+1)
Enfin, pour ¢
2 alz+1) bx+1)
Cz(z—1) x * z—1 te
et la valeur x = —1 indique
2
c= =-1
—(-1-1)
Ainsi,
2 2 1 1

de sorte que :

& ln\|—/ 21 x
yr= r x—-1 z+1 ’
< Inly|=2Injz| —Injz — 1] —In|z + 1| + C avec C € R,
< Jyl=exp(2ln|z| —Injz — 1| —ln|z+ 1|+ C) avec C € R,
C 2
& =e" |z|"* ————— avec C € R,
= elel
1
& z)=M?% —————— avec A € R.
¥ (@) o — 1] + 1]
Puisque Uintervalle de travail est I; = |—o0, —1]
1
r) = Mz’x avec A1 € R,
nle) = M T ey T
A2 A2
= 12 - avec \1 € R.

(z—-1)(z+1) 22-1
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Ainsi, en tenant le méme raisonnement les solutions de 1’équation homogéne sur
les trois autres intervalles sont :

esur I, = ]-1,0]
A2I2 7)\2332
i e ey ) Bl B s
esur Is = ]0,1]
)\3.’[}2 —)\3.%'2
ys (z) = 7(x71)(m+1)=x271avec)\geR,
esur Iy, = |1,4o0]
Ayz?
ys () = $24_ 1 avec \q € R.

On peut affirmer que ’ensemble des solutions de I’équation homogeéne sur I,

ke{1,2,3,4}, est
2
1T
Sh,k = {ka_ lhu“k ER} .

Pour déterminer une solution particuliére de (4), on met en place maintenant
la méthode de variation de la constante. On cherche donc cette solution parti-
culiere sur I sous la forme :

e (5) = P50
On a:
(1), (z) 2 + 24, (2) ) (22 — 1) — gy, (2) 2% % 22
(22 —1)°
— 1 (@) 2% + 2, () 2° — 24 () @ — 24, (2) @
(22 —1)*
b ()2 — 4 () — 2y, (2) 3
(2 1)

)

Yip ()

4 3

py (z)

)

puis
2

z(2® = 1) ypp + 20k = z?

/ 4 7 2_2 ) 2
B A G LT A O e T OGN OE G

(22 — 1) z? —1 ’
o uk(w)zs—uk(x)xg—%k(x)x?+2uk(x)x2_ 2
_:Z:’
2 —1 2 —1
ARG
2 -1 ’
x3(332—1)
/ 2
A Nk(x)ﬁ—l“,
& ()=~
M S

62



Ainsi,
i (2) = In|z| + By

avec 3, € R et par conséquent

_m @) _ (nfa]+ By e’

Yy () 2 -1 2 -1

En résumé, ensemble des solutions sur Iy, k € {1,2, 3,4}, est

2 2
My (In |z + By) x 2
{$21+ 2 — 1 7(Mk’ﬂk)€R 5

[ el + By + ) a?
2 —1

Sp =

s (g By) € RQ}

soit

In|x| + x?
P (RN

2. Si y est solution sur R de (4) alors il existe quatre réels 1,749,735 €t v,
tels que :

(In [a] + ;) 2
Yo, = — 5 71

x? -1
soit | )
(n(_;)jfl)m sur I; = ]—o0, —1[,
In(— 2
(In ( ;)j;Q)x sur I =]-1,0[,
y(z) = ,
1
e 2907 g 1, = 1011,
1 2
W2 )T g 1y =1, el

Regardons sous quelle(s) contrainte(s), la fonction y est continue sur R. Etu-
dions tout d’abord la continuité en 1. On a :

. . (Inz + ;) 2? , 2?Inx z?
wgr{l* y (33) - mgnlllf 1‘2 -1 - ;vli{]lfl* IE2 -1 + 73 LEQ -1 ’
1 . 22
- §+’73z]ir?_ LE2*1
Inx

1
car un développement au voisinage de 1 indique que lim 3 Il s’ensuit

r—1— 2 -1
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que :

—o0 siyg >0,
lim y(z)={ T sl yg <0, (6)
r—1—
1 .
5 8173 = 0.
Parallélement,
. L (a4 2?’Inz x?
Jmy(@) = lim e = i |y e )
1 N I x?
= = im
2 Ta r—1t m2 -1
, .. C g . Inz 1 .
car un développement au voisinage de 1 indique que hm+ 21" 11 s’ensuit
—1+t T —
que : *
—o00 si 74 <0,
lim y(z) = toosiy, >0, (7)
z—1t
1
—sivy,=0.
5 8174

De ce fait, la continuité de y en 1 ne peut étre assurée que si

Y3 =74=0.

Etudions maintenant la continuité de y en —1. On a :

) i (In (—2) +7,) 22 ) 2% In (—x) x?

:H(ann* y (@) mﬂ(lrfnmf x? -1 xﬂ(lrg)* x2 -1 * Ry

L v

= = im
g T e—(-1)~ (22 —1
In (— 1
car un développement au voisinage de —1 indique que lim 112(7? =3 1l
z—(—-1)7 T° —

s’ensuit que :

—oo siy; <0,
lim y(z)= 400 si y; > 0, (8)
z—(—1)" )
5 si Y1 = 0.
Parallélement,
1 _ 2 21 . 2
lim y(z) = lim (In x2)+72)$ = lim {x 211( z) Vo 2:8 ,
z—(—1)* a—(—1)F -1 (-1t | z*—1 1
22
= - 1.
g 7 z—)(lr—I11)+ LQ — 1]



In(— 1
car un développement au voisinage de —1 indique que lim M =-.1
z—(-1)+ 2% —1 2

s’ensuit que :

—00 si 5 > 0,
lim y(z)={ T siyy <0, 9)
z—(=1)*
1
3 si y5 = 0.

De ce fait, la continuité de y en —1 ne peut étre assurée que si
71 =72=0.
Il reste a étudier la continuité en 0. On a bien :

lim y(z) = lim y(x)=0

r—0t+ z—0—
car
. 2?lnx . 2?In(-2)
lim 5 =0= lim —
z—0+ 22 — 1 z—0— r? -1

comme conséquence immédiate des limites

li Inz=0et lim (—z)In(—z)=0.
Jlim zlnz e xi%lf( x)In (—x)

En conclusion, 1’équation (4) a au plus une solution sur R, laquelle est :

22 1n |x|
.%‘27_ Suer{fl,O,l},
y(r) =1 0siz=0,

1
isime{—l,l}.

Inversement, cette fonction y est bien str continue sur R. De plus, elle est dériv-
able sur |—oco, —1[U]—1,0[U]0,1[U]1, +00[ comme quotient de deux fonctions
dérivables sur ce méme intervalle avec un dénominateur non nul et par ailleurs

z?lnz 0
oy -y _ o2 1 zlnzx
Jm e T e S e o
2% In (—x) 0
- T2 1 In(—
lim M = lim xr=1 lim w -0
z—0— z—0 z—0~ r—0 rz—0t 2 -1

ce qui assure le caractére dérivable de cette fonction en 0. Il reste & étudier
maintenant la dérivabilité de cette fonction en 1 et —1. Tout d’abord,

22lnz 1

y@) —y@) _ 22— 1 2 _1_ . oy@)—y()
rz—1t x—1 rz—1t rx—1 r—1— rx—1
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ce qui permet d’affirmer que y est dérivable en 1. Puis,

2?In(—z) 1
o Y@y o w21 2 1 v@ -yl
em(-)t  x—(=1) em(-1t = (=1) 2 an(-p- z—(-1)

de sorte que y soit dérivable en —1. Il en résulte que

z?1n |z
x?—1

sur R — {-1,0,1},

y(x) =19 0siz=0,

1
ésixe{—l,l}.

est 'unique solution de (4) sur R. W

8.2 Equations différentielles du second ordre a coefficients
constants

Attention, ici on ne s’intéresse qu’aux équations différentielles
d’ordre deux a coefficients constants.

HOO
00

V
U

Exercice 1 : Soit ¢(t) la charge a l'instant ¢ du condensateur de capacité C,
monté en série avec une résistance R et une inductance L. Supposons créée une
tension constante V aux bornes. On dispose alors de I’équation suivante :

R+ 4y

dt C
si
. dq
t = —
10 =g




laquelle se transforme en 1’équation différentielle d’ordre 2 & coefficients con-
stants suivante :

d*q dg ¢

On prendra comme conditions initiales :

(0) =qo >0,
;](O) = 5’ (0) = 0 (pas de courant). (11)

1. Démontrer que (10) admet ¢ = C'V comme solution particuliére.
2. Trouver la solution de (10) et (11). W

Réponse :
1. Si on prend ¢ (t) = cste = C'V, il vient :

d?q dq q CV
taethiay o= ="

~— ~—

—0 —0

de sorte que ¢ = CV soit une solution particuliere de (10).
2. On associe a (10) I’équation homogeéne suivante :

*q  ,dq ¢
L—+R—+==0
aw Tt e
a partir de laquelle on définit ’équation caractéristique :

1
L+ Rr+ = =0.
re 4+ r+C

Cette équation du second degré admet :

L
A=R?-4=
R =4z

comme discriminant. Trois cas de figure se présentent donc :

| L
° .e. R>2 rok On a donc deux racines réelles

_ —R-VA
a 2L

_ —R+VA

T1 T2 Y3

et la solution générale de (10) est :

qc (t) = CV + Xe™ + pe™" avec (A, p) € R,
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Pour que les conditions (11) soient satisfaites, il faut que :

qc(0) = CV+A+pu=qo,
gz (0) = Ary+pry =0.

On est donc amener a résoudre le systéme suivant :

{ At p=q —CV,

)\7‘1 -+ Urg = 0.
Il vient :
A Atp q@-CV
re —r1 ra—T1 T2 =T
soit
4o — cv . qo — cv
A=rg— et u=—-r—.
o —T1 T2 —T1
Par conséquent,
-CV
gc (t) = CV + D=7 (roe™t —rie™?),
To —T1
Z(t) _ r172 (qo _ CV) (erlt o e'r‘gt)
To —T1

puis

lim g¢(t) =CV et lim i(t) =0.

t—+o0 t——+oo

L 1
° i.e. R=2 Yok On note r = % = Jic la racine double et la

solution générale est :

t
GG () =CV+e " M+p) =CV+e VLC (M4 p).

On détermine facilement les constantes A et y :

u:qo—CVet)\:,ur:(qo—C’V)r:(m_\/%/.
Ainsi,
t
~ = (g~ CV
) = CV+ VLC(qot+ —cv>,
qc (1) e Nire qo
t
T A t
= OV+4e VLC (¢q—CV (+1>,
(qO ) m
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it) = (@0—CV) _\/%E_LC<ZC+1>+€_@\/}T
= (g —-CV) 20626’ {_ <ZC+1>+1]’
t
= (qO_CV>\/270_TC <_\/Zic)

On déduit alors que :

lim gg (t) =CV et lim i(t) =0.

t—-+oo t—+o0
L
° i.e. R <24 rok On a donc deux racines complexes :
—R+iv-A —R—ivV—-A
r=————¢try= —7
2L
\/—A /1
On obtient en posant w = ICc 1 L2 les égalités suivantes :
g (t) = CV+e 2L (Asin (wt) + pcos (wt)),
R ——t
i(t) = —37¢ 2L (Asin (wt) + pcos (wt))
R

-t
+e 2L (Awcos (wt) — pwsin (wt)) .

Puis, & t = 0 on sait que :

g = CV+pie upu=qy—CV,
R
0 = —ﬁu—l—/\wsmt/\— 5T (go — CV)
de sorte que :
R, R
gqc(t) = CV+(qp—CV)e 2L (cos (wt) + T sin (wt))

. qo -CV -
i (t) TCo ¢ 51n (wt).

On a également présentement :

lim gg(t)=CV et lim i(t)=0. A

t——+oo t—+o0
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Exercice 2 : Résoudre ’équation différentielle du second ordre suivante :

y" +w?y = sin’ z avec w € RY. (12)

Indication : On pourra linéariser sin® z puis déterminer une solution particuliére
de (12) avec le principe de superposition des solutions. H

Réponse : On met en place ici la méthode développée dans l'exercice 1 du
paragraphe "Formule de Moivre et formule d’Euler". On écrit :

4 glr _ g—ix 3 git _ p—ix ¢i20 | o—i2z _ 9
sin®xz = — | =
21 2i 442 ’

ezdx + 677,:5 _ 2621’ _ ezz _ efzdm + 26721

3 1
= ~2 [sin (3z) — 3sina] = 1 sinz — 1 sin (3z) .
On est donc amené a résoudre ’équation différentielle d’ordre 2 suivante :

3 1

Y’ +wy = " sinz — = sin (3x).
4 4

On introduit les deux équations différentielles d’ordre 2 suivantes :

y' + w?y = sin, (13)

y" + w?y = sin (3z) . (14)

Ces précisions faites, on peut passer effectivement a la partie résolution de (12).
On considére I'équation homogene

y// + w2y =0
a laquelle on lui associe ’équation caractéristique suivante :
r? 4+ w? =0.
Cette derniére admet deux racines complexes conjuguées
r1 =1w et ro = —iw.
La solution de I’équation homogéne est par conséquent :

v (z) = Acos (wz) + psin (wz) avec (X, u) € R?.
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Cherchons maintenant une solution particuliére de (13). Le second membre de
cette équation étant la fonction z — sinz, il existe des arguments théoriques
pour rechercher une solution particuliére. Deux cas sont & envisager ici :

e si w # 1 alors, puisque ¢ n’est pas racine de I’équation caractéristique, (13)
admet comme solution la fonction

y1,p (z) = a(z)cosz + B (z)sinz

avec (o, 8) € (R [X])2 et sup (deg o, deg 5) = 0. Ainsi, les fonctions « et /3 sont
en fait des constantes. Dans les faits,

Yy p(z) = —asinz + fcosz
Yl p(z) = —acosz — Bsinz
et donc

y’llp+w2y17p =sinz & —acosz—fsinz+w? (acosz + Bsinz) =sinz Vo €R

& a(wz—l)cosx+(ﬁ(w2—1)—1)sinx:0 Vr e R

=0

a(w2—1 =0 wtl | @ ?
& ’ < 1
{6(w2—1§—1:0 {ﬂ:uﬂl

soit

I
yi.p(x) = 5 sine

e si w = 1 alors 7 est racine de I’équation caractéristique de sorte que (13)
admette comme solution la fonction

y1.p (z) = (z)cosz + ' (z) sinz
avec (o/,8') € (R [X])? et sup (dega’,deg8') =1+ 0= 1. Ainsi,
y1,p (z) = (cqz + o) cosx + (B1z + By) sinz

Yi1.p(x) = aicosz — (1w +ag)sinz + B sinx + (812 + B,) cosz
= (a1 + B+ By)cosz + (81 — arx — ag) sinzx

Yl p(x) = frcosz—(ar+ Bz + By)sine — arsinz + (8, — a1z — a) cos
= (B +B, —a1x—az)cosz + (—aq — (a1 + Sz + By))sinz
(28, — a1z — ag) cosx + (—2a1 — B2 — fBy) sinx

puis
Yl p+w’yrp =sinz VzeR
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28, — a1x — ag) cosx —2a1 — Bix — sin x .
< { 3—521 ((al%x + aQQ))cos:c —|—+((61:E —ﬁ BQ)ﬁ;in x)BQ) } =sinz Ve eR
28, —ajx — « w? (12 + a9)] cosz .
< { "[’E ?iQOél 1_ 51$2_) ;2) "‘(W% (gxﬂ]ﬁﬁ} sin z } —sime Vel
- { (28, — a1z — ag) + w? (aqz + ) =0 Vz € R,
(=201 = Bz = By) +w* Bz +By) =1 Ve eR
- { (—oq +w?aq) 2+ 28, —ar +w?ay =0 Vz €R,
(—61 +w261)x—2a1—52—|—w2ﬁ2 =1 VzeR
1

w= 2ﬁ1—a2+a2=07
—200 =By + Gy =1

= p1=0
& =0, 1
—2a; =1 = —=.
2
Concrétement,

1
y1.p(x) = (—2x + a2> cosx + fysinz avec (ag,3,) € R2.

On prendra par la suite (a9, 85) = (0,0), choix qui conduit a la solution parti-

culiére suivante :

1
y1.p(x) = —5Tcos .

Concernant I’équation (14), la théorie indique deux autres cas :
e si w # 3 alors (14) 3i n’est pas racine de I’équation caractéristique et (14)
admet comme solution particuliere :

y2.p () = a (z) cos (3z) + B (z) sin (3z)
avec (a, ) € (R[X])? et sup (deg o, deg ) = 0. Donc
y2.p (z) = acos (3z) + Bsin (3z)
avec (a, 8) € R2. Dans les faits,
Yh p () = —3asin (3z) + 35 cos (3z)

Yy p (z) = —9arcos (3z) — 9B sin (3x)

et
Yy p+ w?ys p = sin (3z) vz € R

& —9acos (3x) —983sin (3x) +w? (a cos (3z) + Bsin (3x)) = sin (32) VzeR
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& [-9a+ w?a] cos (3z) + [-98 + w?B] sin (3z) = sin (3z) Ve eR

“Ya+w?a=0, wrs | ¥T 0,
< { Y T { f=— .
w?—9

Ainsi,

1 .
yo.p(x) = 7 g sin (3z).

e si w = 3 alors 37 est racinde de I’équation caractéristique et (14) admet
comme solution particuliére :

Ya,p (r) = o' () cos (3z) + B’ (x) sin (3x)
avec (o/,8') € (R [X])2 et sup (dega’,deg8’) = 1+ 0 = 1. On cherche donc
y2,p sous la forme :
yo,p (z) = [afz + ab] cos (3x) + [6’133 + 6/2] sin (3x) .
Alors

ys.p () = af cos (3z) —3 [ & + o] sin (3z)+ B3] sin (3z)+3 [B1x + B3] cos (3z) ,
yy p(z) = —3a)sin(3z) — 3a] sin (3z) — 9 [o)z + o] cos (3z)
+331 cos (3z) + 34} cos (3z) — 9 [z + B3] sin (3z),
= [-6a) — 9 (Biz + B3)]sin (3z) + [-9 (a iz + o) + 637] cos (3z)
puis
Yy p + wy2 p = sin (3z) Ve e R
[—604 — 9 (B1z + 35)] sin (3z)
N +[-9¢( a1x+a2)+6ﬁ | cos (3z)
Y ala? + 4] cos (3z)
+ Bl + %] sin (32)

= sin (3x) vz e R

—60/—9(6':54—5’) )
- |: wz 1(/811x + %/2) 2 :| Sin (333)
[ -9 (ae + o) + 65

+w? [0y + )

= sin (3x) vz e R
} cos (3x)

—6a'—9(6'm—|—ﬂ') .
[ +9 (16’1x+5}2) Y |sin(32)

& 9 (alw + ) + 68, = sin (3x) Ve e R
1 49 [z + ab)] } cos (3z)

& —60a] sin (3x) + 6] cos (3z) = sin (3z) Ve € R

& —6aj=1letp; =0

1
& a’lz—getﬂ'lzo.
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Par conséquent,
1 / /.
Y2,p (7) = —g¥ Tz cos (3z) + Py sin (3z)
avec (0/2,5’2) € R?. On optera par la suite pour (O/Q,B'Q) = (0,0) soit

1
yo.p (x) = —gTcos (3z).

En conclusion,
e siw ¢ {1,3} alors la solution générale de (12) est :

. : 1 .
ya (z) = Acos (wz) + psin (wzx) + T2 — 1) S — gy sin (3x)

avec (A, ) € R?
e si w = 1 alors la solution générale de (12) est :

3 1 1
ye () = Acosz + psinz + 1 <—2xcosx> - msin(?)x)

soit

32

Yo (z) = ()\ - Zm) cosx + psin () + 1 sin (3z)

avec (A, ) € R?
e si w = 3 alors la solution générale de (12) est :

1 1
ya (x) = Acos (3z) + wsin (3z) + Zm sinx — 1 (_6) x cos (3x)

soit

1 . 3 .
ya (x) = ()\ + Mm) cos (3x) + psin (3x) + 35 5@

avec (\, ) € R%. H
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9 Calcul intégral

9.1 Calcul intégral en 1D

9.1.1 Calcul de primitives

Exercice 1 : Calculer une primitive des fonctions suivantes :
z+1
a)

(22 + 22)%
T
b) —
)$2_17

Inz

cgrz—1+—. 1
x

Réponse :
1
a) La fonction z — L3 est définie sur R — {—2,0} et est de classe
(22 + 2x)
C>® sur R—{-2,0}.0Ona:
x+1 1 2x+42 1 o (z) 1 _
el o e D @) )
(2 + 22) 2 (22 + 2z) 2 (u(z)) 2
1

b) La fonction z —
sur R—{-1,1}.On a:

z ] est définie sur R — {—1,1} et est de classe C*

x2

T _1 2z
22—1 222-1

et par conséquent une primitive sur R — {—1,1} est

1 2
iln‘x —1|.

7



est

L’ensemble des primitives de z — — T
72 —

{;ln|x21|+k,k€R}.

Inx
c) La fonction z — 2 — 1 4+ —— est définie sur RY et est de classe C™ sur
x
R%. On a:

1 1 1
33—1—1—2:x—l—I—flna?:a?—l—l—u'(m)u(x):x—1+§*2u'(3§)u(a¢)
T T

et donc une primitive sur R% est

1 1 1 1
§m2 —x+§u2(x) = §x2—x+§ln2m.
o Inx
L’ensemble des primitives de x — z — 1 + — est
x

1 1
{2x2—x+2ln2x+k‘,k€R} | |

Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = (sin®z — 3sinz + 8) cos z.

Déterminer sur R la primitive F' de f telle que :
3T
Fl—|]=01
(3) -
Réponse : 1l vient :
f(z) = (sin®z—3sinz +8)cosz = coswsin®z — 3coswsinz + 8cosz,

= o (z)u? (z) = 3u (2)u(z) +u (2)

en posant u (z) = sinz. D’ou

F(z)= %u?’ (z) — ;u2 (x) + 8u(x) + k

avec k € R. Il reste plus qu’a déterminer la constante k. On veut :
3T
F{—]=0
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soit

1 . 5 (3m 3 . o 3w . (3w -
gsm <2>25m <2)+8s1n(2>+k0

et donc L s
e k:
3 5 8+ 0
v 1 3 484249 59
k =8 - - — = —
+3+5 . §
En conclusion,
1 3 59
F(z) = §u3 (z) - §u2 () + 8u(x) + 5
soit
1
F(z)= gsin3x— gsin2x+85mx+ % ]

9.1.2 Calcul d’intégrales

On rappelle ici trois résultats théoriques incontournables et basiques du cal-
cul intégral en dimension 1.

Théoréme : Formule d’intégration par parties.
Soient f et g deux fonctions réelles de classe C' sur un segment [a,b]. On a :

b b
/ f (@) g (@) de = [f (2) g (@)]" - / f(@) ¢ (x)de. m

1
Exercice : Calculer / z (arctanz) dz.
0

Réponse : Les fonctions = +— z et z — Arctanx sont deux fonctions réelles

de classe C! sur un segment [0,1]. Clairement, une primitive de x +— z est
2

1
et la dérivée de Arctan est x — poa de sorte que la formule
x
d’intégration par parties indique :

1 2 1 1,2
1 1 1
/zArctanxdz S Eas Arctanz —/ T dx,
0 2 o Jo 2 22+1
2 1 1
= [m + Arctanx} —/ —dx,
o Jo
™ 1
= Arctanl— - =-——-. 1
rctan 173
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’Voir feuille d’exercices supplémentaires‘

| FIN DE LA REMISE A NIVEAU|
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