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Exercice 1 : Décomposition LU

1. Soit la matrice A définie par :
A= -2 3 -1

Décomposer A sous la forme LU. (On rappelle que L est a diagonale unité)
SOLUTION : On pose

1 0 O up uz 0
L= l21 1 0 U= 0 Ug2 U3
0 l32 1 0 0 Us3

et on calcule les termes de A successivement de haut en bas et de gauche a droite :
apn =3 =un

a;g=—1=1ljupys = ups=—1lcarly =1

ag1 = —2 = lyyuy = Iy = ;—121 =32

g2 = 3 = louiz + Ugp = upp =3 — F.(—1) = %
ag3 = —1 = lpolgz = ug3 = —1

azp = —2 = lggtgy = l3p = =2

7
_a_ " 15
ag3 = 3 = l3puo3 + Uz = uzz = =
On trouve donc

1 0 0 3 -1 0
L= F 1 0 U=|0 % -1
0 -5 1 00 %

2. On se place dans le cadre général ou A est une matrice carrée de taille n. On suppose que
A est tridiagonale c’est a dire de la forme :

a1 0 RN RN 0
A21 Q22
0
A=
Q5 . 0
Ap—1,n
0 -+« o 0 upo1 G

On admet que les matrices L et U ont le méme profil que A c’est a dire qu’en plus
des termes nuls par définition dans L et U, seuls les termes diagonaux, surdiagonaux et
sous-diagonaux peuvent étre non nuls.



(a)

Donner 'expression de a;; en fonction des termes généraux des matrices L et U, en

utilisant la structure de la matrice A .
SOLUTION : Par définition du produit on a : a;; = Y lizuy; mais L et U ayant
k=1
méme profil que A, on a l;; = 0si[i—k] > 1 et uy; = 0si|j—k| > 1 donc
min(i+1,j4+1)
a;j = > Lixugj. Mais U est triangulaire supérieure donc ug; = 0 si k > j,
k=max(i—1,j—1)
min(z,5)
et L est triangulaire inférieure donc l;, = 0 si k& > 4, donc a;; = > likugj.
k=max(i—1,j—1)

Afin d’optimiser le stockage en mémoire de la matrice A on utilise des vecteurs et

. . — - n 7 — -
non une matrice. Soient donc @ et b deux vecteurs de R™ donnés et ¢ et d deux
vecteurs de R~ donnés. On consideére alors la matrice A définie par :

a ¢ 0 . . 0
dl (45} (&)
A= 0 dg as C3
0
.. . . Cn—1
O --- -+ 0 dn—l an,

—
z N . o —_ o7 , o).
et on veut résoudre le systeme linéaire Az” = b en utilisant la décomposition LU
de A. La décomposition est effectuée en écrasant au fur et a mesure les valeurs de A
stockées, afin de ne comsommer aucune autre place mémoire.

i. Compléter I'algorithme suivant :

Entrées/ Sorties :
%

’ —_— —>
Entrées : a’, ¢, d
Sorties : la décomposition est stockée dans les vecteurs donnés en entrée

SOLUTION : Algorithme de la décomposition LU:
. d(1)
d1) = oy |
Pour 1 =2 a n — 1 faire
a(i):=a(i) —d(i—1)*xc(i—1)
d(i) := d(i) /a(i)
FPour
a(n):==a(n) —d(n—1)*xc(n—1)
Remarque :Quelques calculs sont nécessaires pour arriver a remplir les cases.
ii. Apres la décomposition LU de la matrice, on effectue la résolution. Expliquez
en quoi_lz;t décomposition LU est utile pour la résolution du systeme linéaire
AT =b.
SOLUTION : Lorsque la matrice est décomposée sous la forme LU, pour
4 N — - 5 ' s N .
résoudre le systeme Ax” = b, on n’a plus qu’a résoudre deux systenie>s trian-
gulaires. Il suffit donc de faire une descente pour résoudre Ly = b et une

/ z — —
remontée pour résoudre U'x" = .

iii. Compléter les algorithmes suivants :

Entrées/ Sorties :
— —

2 —_— —
Entrées : a, ¢, d, b



Sorties : b dans lequel on stocke la solution ¥ puis la solution 7z
SOLUTION : Résolution du systéme linéaire Ly = b
Pour i =1 an —1 faire
b(i+1):=b(i+1)—d(). *b(i)
FPour
BN

Résolution du systéme linéaire U2 =
b(n) = b(n)/a(n)
Pour i =n — 1 a 1 par pas de —1 faire

b(i) := [b(i) — c(i) * b(i+ 1)]/a(i)
FPour

Exercice 2 : Moindres carrés
On considere une résistance dont la valeur R varie en fonction de la température 6 selon la
loi
R = ab + bb*

ol a et b sont deux parametres inconnus que l'on cherche a estimer a partir de m mesures

(O, R)

1. Proposer une méthode.( On exposera et on détaillera soigneusement la résolution de
systéme permettant d’obtenir le meilleur résultat numérique en machine. )
SOLUTION : On constitue une matrice M & l'aide des mesures de 6}, et 67 placées
en ligne, les colonnes étant constituées des valeurs de 6 et 67 respectivement. De

cette fagon le probleme s’exprime MK = R avec K = ( “ ) vecteur des inconnues,

b
et R = (Rg)r=1..m. On calcule donc les équations normales : MTMK = MTR. A
I'aide de la SVD on décompose M = U > VT olt U et V sont des matrices orthog-

-1
onales et on en déduit K = (]\471]\4)_1 MTR = <V ST UTUZVT> VSTUTR =
1 -1 -1
(ve'evh) vETUTR=V(2TE) VIVETUTR=V(2TE) STUTR
-1
On pose alors 7" = (ZT Z) S7 et on obtient K = VS 'UTR = MR ot M*
désigne le pseudo inverse de Moore Penrose.

2. Application numérique : m = 3 et on a effectué les mesures suivantes :

0| R
01
1] 2
215

Déterminer les valeurs des parametres a et b.
SOLUTION : On constitue M et R :

00 1
M=|11 R=1| 2
2 4 o

On résout le systéme des équations normales par inversion M MK = MTR= MT"MK =
(MTM)™*MTR avec

T . 5 9 T —1_1 17 -9
MM_<9 17 et (M) =2{ 9 5



On en déduit

K_ L/r1r -9 01 2 ; _( 3)/2
4\ -9 5 01 4 . —\1/2
3. On constate au cours des mesures, qu'une erreur entache la troisieme mesure, c’est a dire

que la valeur 6 = 2 est remplacée par 6 = 2 + ¢ sans que la valeur de R soit modifiée. On
suppose que € est de la forme 10~ pour ¢ € N et tel que 0 < i < 9.

On note
4 - ( 1+(2+¢)? 1+ (2+¢)? )
N1+ (24e)? 1+(2+0)
et
AA=A.— Ay
On suppose que l'influence de cette erreur est négligeable au second membre au sens ou

le vecteur ( 12+ 5¢ ) peut étre remplacé par < 12 ) .

22 + 10e + 5e? 22
La résolution du probleme est effectuée sur les mesures entachées d’erreur avec la méme
méthode que sur des mesures exactes.Différents indicateurs sont évalués et représentés
sur le graphique ci-dessous (deltaA correspond a AA, et A correspond a Ay) .
On veut savoir pour quelles valeurs de ¢ on aura une erreur relative sur la solution obtenue
inférieure & 107° (c’est a dire si z est la solution exacte et Az 'erreur sur cette solution,

85 < 105
e <107

Question : Pouvez-vous, a partir du graphique et de résultats sur les majorations
d’erreur, donner les valeurs de 7 assurant une erreur relative sur la solution obtenue
inférieure & 107> ?

Indication : In(107°) ~ —11.5

SOLUTION : Si on note M. la matrice des données perturbées, la résolution se ramene
a M.K. = R. En prémultipliant par M on obtient M M.K. = MTR. On s’apercoit que
12 + 5¢

( 22 + 10e + 5e?

MIM.K. = MTR. On remarque que A, = MI M, donc on est raméné a résoudre A K, =

MTR. Le systéme initial sans perturbation est : AgK = AK = M7TR.On sait d’apres les

résultats de majoration d’erreur que
IAK] _
[7:4

oUAK =K, - K, et AA= A, — A

Une erreur relative sur la solution obtenue inférieure & 107° sera assurée si on a cond(A)% <

107 soit In (cond(A)%) < In(107%) ~ —11.5. 11 suffit donc de lire sur le graphique pour

) = MTR et que ce vecteur peut étre assimilé & MT R, donc on résout

|AA]

ond(A) 7”14“

[AA]

W) intersecte y = —11.5. On trouve

quelle valeur de ¢ la droite représentative de In (cond(A)
1 > 7.5 environ.

Exercice 3 : Intégration numérique
Soit f:[0,1] — R de classe C'. On considére la formule d’intégration approchée :

1

fiéf@ﬁﬁJUMmﬂﬂz—Vmeﬂﬂ

X SIFO) - F() ()

13



1. Montrons que F peut étre obtenue en faisant en sorte que la formule de calcul approché

/0 ft)dt ~ af(0) +bf (1) +cf'(0) +df' (1)

soit d’ordre maximal.

On a 4 constantes a déterminer donc on doit imposer 4 conditions, c¢’est a dire I'exactitude
de la formule pour les polynomes de degré 0 a 3.

Pour que la formule soit d’ordre 0 il faut qu’elle soit exacte pour les constantes soit :

/1adt:a.a—|—b.a:a(:>a+b:1 (2)

0

Pour que la formule soit d’ordre 1 il faut qu’elle soit exacte pour f : ¢ +— ¢t soit :
/Oltdt:%:a.0+b+c+d(:>b+c+d:% (3)

Pour que la formule soit d’ordre 2 il faut qu’elle soit exacte pour f : ¢ s t2 soit :
/Oltzdt:%:a.0+b+20.0+2d®b+2d:% (4)

Pour que la formule soit d’ordre 3 il faut qu’elle soit exacte pour f : ¢+ t3 soit :
/Olt?’dt:i=a.0+b+3c.0+3d@b+3d:i (5)

On constitue donc le systeme avec les équations (?7) a (??) et sa résolution conduit a :

a= %,b = %,c = %,d = —1—12. On obtient donc bien (?7)

2. Montrons que F peut aussi étre obtenue en appliquant la méthode de Simpson au calcul
de fol (t — 1) f'(t)dt (on pourra intégrer par parties).
On calcule fol (t — 1) f'(t)dt par parties et on obtient :

/01 (t B %) ()t = 3 [F(0) + F(1)] - /01 F(t)dt

On en déduit que

/01 f(t)dt = % [£(0) + f(1)] = /01 (t - %) F(t)at (6)

La formule de Simpson est

[ sttar= 2o+ 193+ 0]

On l'applique pour approcher [ (t — 1) f'(t)dt dans (??), soit :
[ (=5} = E[(o-5) roes(3-3) i+ (- 3) o)
- % [_%f'(()) + %f’(l)] = 1—12 [—£'(0) + f/(1)]

d’out d’apres (?7?) :



3. La méthode est exacte pour les polynomes de degré 3 puisqu’on a montré au 1)a) qu’elle
peut étre construite de cette fagon.

4. La méthode est exacte pour les polynomes de degré 4 si la quantité

1 . [ts}l _}
/0 thdt = 51, =3
coincide avec 3 [f(0) + f(1)] + & [f'(0) + f'(1)] pour f(t) =t*. On a dans ce cas :

P 0 = POl =50+ 1]+ 20— 4] =

£0) + F()] + .

1
2 3 6

| —

Les deux quantités ne coincident pas donc la méthode n’est pas exacte pour les polynomes
de degré 4.

5. L’ordre de la méthode F étant le degré maximal pour lequel elle est exacte, on déduit de
ce qui précede que la méthode est d’ordre 3.

6. On suppose que f est de classe C*. En intégrant par parties, vérifier que

/ F(t)dt = () + o / E(t— D FO()de

On évalue I = [1[t(t — 1) f@(#)dt en intégrant par parties. On obtient :
0

1

/01 (t(t— 1) fP)dt = [2[t(t—1)] (2t — 1)f(3)(t)](1) — /0 ot (t — 1) (2t — 1) fO(t)dt
=~ [0
On intégre encore par parties :
[ = -2 /01 F(E— 1) (2 — 1) fO) (1)dt
= —2[t(t—-1)(2t— 1)f(2>(t)}(1) + 2/01(6t2 — 6t +1)f(t)dt
. /0 (62 — 6t + 1) FO 1)t
On intégre encore par parties :
I = 2/01(&2 — 6t 4 1) fP(t)dt
= 2 { [(6t° — 6t + 1)f’(t)]é - /01(1215 - 6)f’(t)dt}
= 2{rw-r0 -6 [ @i-r0a)

= 2(f(1) — £(0) — 12 / (26 — 1) /(1)



On integre encore par parties :
I = 20 - oy -12{iee- vrol -2 [ o)
= 2(f(1) = f1(0)) = 12 (f(1) + £(0)) + 24/0 ft)dt

On en déduit que

1 1

!/ / 1
I == ()= F(1) - 5 )

—J ()

dont on déduit immédiatement le résultat demandé.

On applique la formule de la moyenne aux fonctions t — [t (t — 1)]* et t — f®(t) qui est
continue d’aprés hypothése f € C1. On vérifie facilement que ¢ — [t (t — 1)]* est toujours
positive sur [0, 1]. On en déduit qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que

' 1 4 ! 2
/0 Fo)dt = J() + 5 f° >(c)/0 (1) dt.
On vérifie que fol [t(t— 1)) dt = & dolt

[ e = 1)+ g = )+ 2

Exercice 4 : Recherche de racines
On considere la fonction continue f(z) = In(x 4+ 1) — 2 sur U'intervalle I = [4, 12].
On rappelle I'arsenal théorique suivant :

Théoréme 1 : Une méthode de point fixe de la forme z,.1 = ¢(z,) converge vers z
solution de x = ¢(x) si et seulement si 'application ¢ est strictement contractante, i.e. il
existe une constante L < 1 telle que ¢ est lispchitzienne de rapport L.

Définition :Une fonction f définie sur un intervalle I, est lipschitzienne de rapport L si :

Ve,yel, |[f(x) = f(y)l < Liz -yl

On peut montrer que f est lipschitzienne de rapport L si et seulement si Vx € I,  f'(z) <
L

Théoréme des accroissements finis : Soit f : [a,b] — R une fonction a valeurs réelles (a
et b réels tels que a < b). Si:

— f est continue sur I'intervalle fermé [a, b]

— f est dérivable sur 'intervalle ouvert ]a, b,

F(c) = f(b)—f(a)

alors il existe ¢ €]a, b], P

Itérations de la méthode de Newton : x,.1 = x, — Jf,((f;;))

7



e Formule de Taylor-Lagrange : Soit f une fonction de classe C™ ™ sur un intervalle [a, b],
et z € [a,b]. Alors il existe ¢ € [a, x] vérifiant :

(I — a)n+1 f(n-i-l)(c)

= a
f(x) = f(a) + ; Tf(k)(a) + W

1. En sachant que 5 < e? < 13, montrer qu’il existe un zéro a pour la fonction f dans I et
qu’il est unique.
SOLUTION : On a: f(4) =In5—2 donc /™ = 5 <1 d’ott f(4) <0.
De plus : f(12) = In13 — 2 donc f(12) > 0. Comme par ailleurs f est continue et

croissante sur I on applique le théoreme des valeurs intermédiaires et on en déduit que
dael/ f(a) =0.

2. On utilise la méthode de bissection pour déterminer «.

(a)

On note [a, b] 'intervalle de départ et (a,) et (b,) les suites utilisées pour déterminer
«. Etablir une majoration de b, — a,, en fonction de a, b, n.
SOLUTION : On a { ZS:C‘; puis by — ay = 0790 by — gy = B0 = boao of o

en déduit par récurrence que b, — a,, = b‘);—n"o = b;—,f”

Estimer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer le zéro o avec une
tolérance tol = 1071, On donne In5 ~ 1.6

SOLUTION : Pour calculer le zéro o avec une tolérance tol = 10710 il suffit que
b, —a, < 10719 soit bz_—f” <10 Ysbh-a<2"107 < In(b—a) <nln2-10In10 &
(b —a) +10In10 < nln2 & p < 2E-AHORI0 _ Wstl0n10 _ 13 4 j0ln5 Cette

) ) In2 In2
quantité est environ égale a 36.

3. On considére la méthode de point fixe x,, 11 = ¢(z,) avec ¢p(x) =z —In(z + 1) + 2.

(a)

Montrer que cette méthode est convergente sur I'intervalle [

SOLUTION : D’apres le théoreme 1 il suffit de montrer que ¢ est contractante, et
ceci équivaut a montrer que ¢'(x) < 1. ¢(x) = r—In(z+1)+2. = ¢'(z) = 1—#1. Sur
=412, 2<12=2+1<1B3= 5> =>¢@)=1-5<1-5=2<1
donc la méthode est convergente. De plus on sait que la constante de Lipschitz vaut

12
13"

Etablir une majoration de |z, — «| en fonction de xg, o, L (coefficient de Lipschitz
de ¢), n.

SOLUTION : |z, — a| = |¢ (zp-1) — ¢ ()| < L|z,—1 — af car a = ¢(«), donc on
en déduit par récurrence que |z, — o] < L™ |xg —

En supposant que |rg — a| < 107!, trouver le nombre minimal d’itérations de point

fixe nécessaire pour avoir une erreur inférieure & 1071,

SOLUTION : Pour que erreur soit inférieure & 10719 il suffit que L" |zg — a] <

107% < ninL < -10In10 —In|zg — a| & n > _101n1?r1_£n|x°_a| car In L < 0.

En supposant que |zg — o] <107 onaln|zyg —a| < —In10 = —In|zy — o] > In 10

donc la condition sur n revient a n > _10hi IOLHH 10 — : _131_‘“11013 ~ 16.3. 11 faut donc
. . . 7 . n n n

faire au moins 16 itérations.

4. On considere enfin la méthode de Newton



(a)

Ecrire le terme général y,, de la suite définie par la méthode de Newton pour trouver

le zéro « de f.
SOLUTION :

Yn+1 = Yn — f,(yn) =3Yn +2— (Yu+ 1) In(y, +1)
f'(yn)

Trouver une constante C' < 1 telle que I'inégalité suivante
2
‘yn+1 - Oé| < C |yn - a|

soit satisfaite.
SOLUTION : |y,+1 — a| = |3y, +2 — (y, + 1) In(y,, + 1) — a| . Appliquons la for-
mule de Taylor Lagrange a f sur [o, x]. On en déduit 'existence de ¢ € [, 2] :

(o —x)*

fla) = f(z) +(a—2) f(z) + —5—F (c)

Si on pose x = y,, et que l'on divise par f’(z) alors Je, € [a, yy]

f(yn) B (a — yn)2 (e
P P O gy )
_f(yn)_a‘: —al = (a_yn)2 ”C
T P O T e gy )
or ]
f(z)= RCES)E et f'(x) = Tsur I
donc . .
f (x)‘:m§5_2etf/(x):x+l 21—38111'[
d’ou ,
_ (T 13 2
[Ynt1 — ] = Wf (cn)| < ?(a_yn)

En supposant que |y — «| < 1071, trouver une majoration permettant de déterminer
le nombre minimal n d’itérations de la méthode de Newton nécessaire pour avoir une
erreur inférieure & 1071%. (On ne demande pas de mener les calculs pour trouver la
valeur numérique)

SOLUTION : |y,.1 — a| < C'|y, — a|* donc on en déduit que

\yn+1 . a| < C1+2+...2” |y0 . a‘znﬂ

& Jyn—al <C* My —af”
Pour que |y, — a| < 10710 il suffit que C2" 1 |y — > < 10710 soit
(2" —=1)InC+2"Inlyy —a] < —101n10

Apres calculs il vient :
InC'—101In 10

>
In [C |y — o]

n

9



d’out

-1 InC' —101In10 . 1
n > In —
- In[C |y — ] In2

Numériquement on obtient :

0> (1116’—1011110) *i22,1

InC —1In10 In2

On peut donc conclure que 3 itérations suffisent.
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