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Exercice 5.1
Soit A une matrice symétrique et U une matrice unitaire telle que

UTTAU = diag(\1, Ay, - An)
Supposons que Ay > Ay > > A, Montrer que

2T Az . zTAzx
A1 = max = An = min =
zcR™ x#0 T X zeR" x40 T X

De plus, si A est définie positive montrer que toutes ses valeurs propres sont positives.
SOLUTION : Soit (e;),;.,, une base orthonormale de vecteurs propres de A associée aux
valeurs propres \; respectivement.Alors

n
V&, o= E T;€;
1=l

Notons
B zT Az
ra@) = i
Alors .
2 i)
ra@) =5

J
De la relation entre les valeurs propres Ay > Ay > ... > A, on déduit

A imf < i/\jmf— oAy ixf
3= 7=l =1

donce en divisant :

Si on choisit £ = e alors on atteint la borne supérieure :

2 2
Z:l AT
j:
max - =X\
zcR™ x+#0 9
2 T
=1

1



Si on choisit = e,, alors on atteint la borne inférieure :

= 2
ZlAJ-xJ
. 1=
min ——— =\,
zeR™ x2#0 )
> T;
i=1

Si A est définie positive alors Vz, z7Az > 0 donc 74(z) > 0, son minimum est donc positif
ou nul, soit 0 < A, or Ay > Ay > .. > A, donc
AMZzA 22X 20
Toutes les valeurs propres sont donc positives.

Exercice 5.2
En utilisant les disques de Gershgorin, donner une estimation du nombre maximal de valeurs
propres complexes des matrices suivantes :

2 —1/20-1/2 —5 0 1/21/2

A 0 402 o 122120
T =12 0 6127710 1 0 1/2
0 0 1 9 0 1/41/2 3

SOLUTION : Comme A est a coefficients réels, si A est valeur propre, son complexe conjugué
I'est aussi. Noter que dans cette situation , les valeurs propres conjuguées appartiennent au
méme disque de Gershgorin. La matrice A présente 2 disques colonnes isolés des autres car on
a:

Chacun d’eux ne peut contenir quune valeur propre, celle-ci est donc réelle (puisque étant
unique, elle est égale a son conjugué). Ainsi A admet au moins deux valeurs propres réelles, et
donc au plus 2 complexes.

Si on regarde les disques lignes de A, on a (en rouge)



gt

Le cercle centré en 9 contient donc lui aussi une valeur propre, qui est donc réelle, distincte des
deux précédentes, également réelles, donc on trouve 3 valeurs réelles sur 4, donc la 4iéme est
forcément réelle.

Du fait que les valeurs sont toutes réelles, on peut méme dire que la plus petite est au
minimum égale a 1,5, et la plus grande au maximum 10, donc le conditionnement est majoré

par 20/3.

Pour ce qui est de la matrice B, les cercles colonnes donnent :

2+

donc on a un seul cercle isolé dans lequel se trouve une valeur propre. Il peut donc y avoir deux
valeurs complexes conjuguées et une réelle.

La inutile d’aller plus loin : si on regarde les cercles lignes (en rouge), on n’en tire rien de
plus :



Exercice 5.3 : traité en TD

Soit I'application linéaire A : % — 3 définie sur les vecteurs de la base canonique par les

relations :

ou ¢; est le iéme vecteur de la base canonique
1. Ecrire la matrice  de l'application linéaire A dans la base B.

2. Déterminer Ker( ) et Im( ) ainsi que leurs dimensions.

3. Montrer que les vecteurs

fi=es
fa=e1 + 2e;
fa=—e1—3es+e3

forment une nouvelle base 5'.

4. Ecrire la matrice de 1'application linéaire dans la nouvelle base 5.
SOLUTION :

1. La matrice est :

I
S o N
cl o



2. Ker( ) est I'ensemble des vecteurs (z,y, z) vérifiant :

2c+2=0
6r—y=0
3z=0
soit
z=0
y=0
=20
done
Ker( ) ={(0,0,0)}
et

dimKer( )=0

Du théoréme du rang on déduit :

dimIm( )=3
done
Im( )= 3
3. On calcule le déterminant de la famille de vecteurs :
01-1
22-3|=-2#0
00 1

donc la famille est libre. Etant une famille de trois vecteurs dans un espace de dimension
3, elle est forcéement une base.

4. La matrice de passage de 'ancienne & la nouvelle base est :

01-1
P=122-3
00 1
dont on peut calculer I'inverse :
144
Pt=( 101
001

112\ /201\ /01-1 ~101
=Pt P=|101||6-10][22-3]=1 022
0 01 003 001 0 03
On remarque que le vecteur f3 n’est pas un vecteur propre de la matrice puisque f3 =
201 -1 -1
6—-10 —3 | = | —3 | n'est pas proportionnel & f3. Par conséquent la matrice
003 1 3
n'est pas la forme diagonale de , comme certains auraient pu le croire !



Exercices 5.4 : traité en TD
Soit la matrice

(123
\ 246
1. Déterminer les quatre espaces associés a et préciser leur base.

2. En utilisant la réponse & la question précédente, expliquer pourquoi le systéme =
1
avec = (_1) n’a pas de solution. Trouver le vecteur ' le plus proche de pour llequel

le systéme a une solution.
SOLUTION :

1. Remarquons tout d’abord que la matrice indique que I'application linéaire correspondante
vade Jdans 2.

Les espaces recherchés vérifient :

Ker( )@Im( T) s
Im @Ker( 7)= 2

xZ
Les lignes de la matrice sont proportionnelles donc | y | € Ker( )& x4+ 2y+ 3z =
z
x —2y — 3z -2 -3
leex=-2y—-3z< |y | = Y =yl 1L | +2z| 0 done Ker( )=
z z 0 1
-2 -3
Vect(| 1 |,| 0 |). On en déduit dim Ker( ) =2
0 1

Par conséquent dim Im( T) =1 Comme

12
=| 24
36

on voit facilement que

1
Im ( T) =Vect(| 2 ])
3
puisque les deux vecteurs colonnes de la matrice sont proportionnels.

De , on déduit aussi que

Ker( )= ‘.-"’ect((_12>)



ce qui correspond au fait que

tin () = Veet( ()

du fait que (_12) et (é) sont orthogonaux.

2. Le systéme = n'admet pas de solution car & Im( ). Le plus proche vecteur qui
permet de résoudre le systéme est ', projeté de sur Im( ). On vérifie facilement que
= '+ ou '€Im( )et €Im( )" =Ker( ) Onen tire

)= )11 (3) ()

1
ol v désigne (2

et v sont colinéaires, il est du signe de . | qui est négatif, donc cos(d’,v) = —1 On en
tire

) . vecteur directeur de Im( ). cos(d',v) est égal 2 1 ou & —1 puisque

Il ==
N
r

or ' est proportionnel & v donec, sachant que cos(b',v) = —1,

=

f||i_—_1i_—_1.b._—_1(1)
Pl ~VEVE 5. 5 \2

Exercice 5.5.
Soit 'espace vectoriel E qui est formé par toutes les combinaisons linéaires des fonctions

fi, f2, fa, f4 définies par :

fi(x)=ch(2x)
fa(x) = sh(2x)
fa(z) =ch(5x)
fa(z) =sh(5x)

Considérons l'application

T(f)=f"—3f—-10f
1. Montrer que T est une application linéaire de E dans E.

2. Déterminer la représentation matricielle de 7" par rapport a la base (f1, fa, f3, f4).

3. Déterminer le noyau de 7.

SOLUTION :

l.Va,8€ Nfge E T(af+8g)=aT(f)+B8T(g) du fait de la linéarité de la dérivation.

|



2. Tfi(x) = ch"2x — 3ch'2x — 10ch(2z) = 4ch(2z) — 6sh(2x) — 10ch(2x) = —6¢ch(2x) —
6sh(2z) = —6f1(z) — 6fa(x)
Tfy(x) = sh"2x — 3sh'2x — 10sh(22) = 4sh(2x) — 6¢ch(2x) — 10sh(2z) = —6ch(2x) —
6sh(2z) = —6fi(x) — 6f3(x)
T f3(x) = ch”"bx — 3ch'5x — 10ch(5z) = 25ch(5x) — 15sh(52) — 10ch(5z) = 15ch(5z) —
15sh(5z) = 15f3(x) — 15 fy(x)
T fy(x) = sh"bx — 3sh'5x — 10sh(5x) = 25sh(5x) — 15ch(5x) — 10sh(5z) = 15sh(bx) —
15ch(5x) = 15f4(x) — 15 f3(x)

On obtient
—-6—-6 0 0
, | -6-6 0 0
= 0 0 15 —15
0 0 —15 15
3. | Y| erermed 152-15t=0 =" Yo l|Y|=|Y]|=y n
: ~157 4 15t = 0 z=t : ‘ 0
t i t t 0
0 -1 0
0 Ao (T — U 1 0
t | done Ker(T) = Vect( 0 1 ).
1 0 1
Exercice 5.9.
Montrer que le vecteur z* = ATy satisfait a
Az —yll, = [|[Az" —yll, Yz e "
De plus
si[|[Az —ylly = [|[Az" —yll, et " # z, alors ||z[|, > [|z",
SOLUTION :

De la construction du pseudo inverse et des conditions de Moore Penrose, on déduit que le
seudo inverse A" vérifie

AA*Y =@

ol ) est la projection orthogonale dans Im(A).
DoncVxe " Vye "

Az —y=u+v avec u € Im(4),v € (Im(A))"
et on a aussi
Qu=u=Q Az —y) = AA* (Az —y) = A (ATAz — A*y) = A(Pz — A™y)

oil P est la projection orthogonale dans (Ker(A4))" = Im(AT) donc (voir ci-dessous) Pz = .
On a done

u=A(x— A*y) € Im(A)



De plus

v=Ar—y-—u=Az—y— Az — A%y)
=AA Ty —y=Az* —y
et v € (Im(A))" .

DoncWVxr e ™
2 2 2
Az —ylly = [lully + [lv]i;

(on applique le théoréme de Pythagore car u et v sont orthogonaux) d’'ou
2 2 2 2 2
Az —ylly = lluly + vl = [[vll; = [Az" —yll;

L'égalité ||Az — yl|, = ||Az* — y||, a lieu quand Az = Ax* = AAYy soit ATAx = AT Azx* =
ATYAAYy =A*ty< Pr=A*y =z* or Px = x donc z = z*.
Si ce n'est pas le cas (2" # ) alors soit x € " tel que

Az =y =Qy=AATy
car ( est la projection orthogonale dans Im(A). Or
T =Uy + Uy
avec u, € (Ker(A))* et v, € Ker(A). Soit

U, =Pr = ATAx = ATAATy = ATy = 2* € (Ker(A))*
donc v, =z — " € Ker(A)
Donc
2 * #3112 *12 w12 *(|2
l2llz = llz* + (= — 2z = la"]l; + [le — «™[lz > [|="l;
|2 2
car ||z — 2", = [ve[l; # 0.
Démonstration du fait que si P est la projection orthogonale dans (Ker(A))" = Im(A7T)

alors Pr = x.

SOLUTION Ke:r’iA @ Ker(A) = " doncVzx € "™, onax = x +a avec &) €
Ker(A), z, € ( Ixe?" (A))~ . De ce fait

Pz =Pz, + Pxs
:U—‘rﬂ?g = I

Donc il suffit de remplacer x par £ = 2z — x; = 25 dés le départ, et on aura Pt = Pxr — Pz, =
Pzy = 3 = 2 — x; = . Cela ne change rien puisque AT = Az — Az; = Ax car 27 € Ker(A),
ce qui signifie que = et T vérifient tous deux Ax = y.



