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Chapitre 1

Arithmetique de lI'ordinateur

Les algorithmes de I'analyse numérique sont destinés a &tre programmeés sur
ordinateur. Dans ce Chapitre, nous allons donc &udier I'arithmétique des ordi-
nateurs.

1.1 Representation des nombres

Soit a un nombre réel. On peut toujours I'ecrire, en le multipliant par une
puissance de 10 adéquate

o

a= +0ajaa;... 109= +109 g 107!
i=1

olua €{0,1,...,9) avecas = Oet gqe Z, ol Z est I'ensemble des nombres en-
tiersrelatifs (¢ est—a—direavec un signe). C’est ce quel’on appellelareprésentation
du nombre a en virgule flottante normalisée. q s'appelle I'exposant, ajaas ... la
mantisse et |les a; les chiffres (en anglais les digits ou, lorsque I'on travaille dans
le systeme binaire, les bits pour “binary digits’) de a. En géenéral, un nombre
réel possede une mantisse avec un nombre infini de chiffres (1 par exemple).

Dans un ordinateur, chague nombre est placé dans un mot de la mémoire. Un
mot est formé&d’un nombre fini de cases, chacune ne pouvant contenir qu’un seul
chiffre. Dans la premiere, on va placer le signe de a, puis les chiffres successifs
de la mantisse de a, ensuite le signe de son exposant et enfin les chiffres de
son exposant. L’arithmétique de I'ordinateur est une arithmétique dérivée de
I'arithmétique binaire. Il n’est pas dans notre intention d’expliquer ici cette
arithmetique. Cela n'aurait, en effet, aucun intéret pour notre propos et le
compliquerait inutilement. Nous ferons donc comme si I’ordinateur travaillait
en base 10. Cela ne changera rien ni aux raisonnements ni aux conclusions
de notre étude, seules quelques constantes dans les inégalités que nous allons
donner seront changées.



4 CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE DE L’ORDINATEUR

Chaque mot de la mémoire d’'un ordinateur ne peut donc contenir qu'un
nombre fini de chiffres. En particulier, nous appellerons t le nombre de chiffres
décimaux de la mantisse des mots de I'ordinateur (en général, on aurat = 7
ou 8 en simple précision, 15 ou 16 en double précision). Par conséquent, seuls
seront repréesentés de fagon exacte les nombres dont |a mantisse ne dépasse pas
t chiffres. Le probleme qui se pose a nous maintenant est simple . comment
représenter un nombre réel a ayant une mantisse avec un nombre de chiffres
supérieur at al'aide d'un mot de la mémoire qui ne peut en contenir quet ? Il
y a deux possiblités

1. la troncature qui consiste a couper (a tronquer) la mantisse de a apres
son t-ieme chiffre,

2. I'arrondi qui consiste a tenir compte du (t + 1)-ieme chiffre. S celui—i
est inferieur a 5, on tronque tandis que, s’il est supérieur ou égal a 5,
on ajoute une unité au t-ieme chiffre avant de tronquer. |l y a quatre
sortes d’arrondi : supérieur, inférieur, vers zéro et au plus proche. Nous
venons de déecrire celui au plus proche tandis que la troncature correspond
al'arrondi vers zéro.

Dans les deux cas, le nombre régl a est donc représenté dans I’ordinateur par
un nombre qui, en général, en est une approximation. Nous I'appellerons fl(a)
gue I'ordinateur travaille par troncature ou par arrondi. L'erreur ainsi com-
mise s'appelle erreur d affectation parce qu'au nombre réel a on affecte un mot
contenant le nombre fl(a). On ale

Théeoreme 1
la- fi(a)| = K|a| 107"

ou K = 5si 'ordinateur travaille par arrondi et 10 s'il travaille par troncature.

Demonstration. Donnons la demonstration dans le cas de la troncature. |l est
évident que, pour I'arrondi, I'erreur est deux fois plus faible. On a

la-fi(a)] = 0.0...0a 1an5... 109
_ O.O.A.Oat+1at+2..‘
= om0
_ 0.ai+18t+2. .. _t
- 0.8182... |a| 10~

Donnons une borne supérieure de ce rapport en majorant son numeérateur et en
minorant son denominateur. Le numeérateur est majoré par 0.999... = 1 ¢t le
denominateur est minoré par 0.100... puisque a; = 0. Par conségquent

la- fi(a)| < 10a| 10°.H
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Remarquons que |’ on peut écrire également I'inégalité donnéedansce T héoreme
sous forme d’egalité

flla)= (1+ €10 ")a avec |e|< K. (1.1)

Remarque 1

Dans chaque mot de la mémoire, un certain nombre de chiffres sont réserves
pour |'exposant. Par conséquent, celui—ci ne peut, en valeur absolue, dépasser
une certaine valeur. Si I'exposant comporte trop de chiffres, il se produira ce que
I’on appelle un depassement de capacité. Pour &tre plus précis, on pourra parler
de depassement par défaut (underflow en anglais) lorsque le signe de I’ exposant
est négatif et de dépassement par exces (overflow en anglais) s'il est positif.
Le cas du dépassement par exces donne lieu, en géenéral, a un diagnostic. Dans
le cas du dépassement par défaut certains ordinateurs donnent un diagnostic
tandis que d’autres remplacent la valeur par zéro risquant ainsi de provoquer,
par la suite, une division par zéro.

1.2 Operations arithmetiques

Voyons maintenant comment un ordinateur s'y prend pour efectuer les quatre
opérations arithmétiques elementaires +,—,x,/.

Soit acalculer A = B + C. Cette opération, comme les trois autres d’ailleurs,
nes eff ectue pas dans la mémoire centrale mais dans ce que|’on appelle |'accumulateur.
Cet accumulateur est un ensemble de trois motsdont la particularité est d'avoir
des mantisses avec 2t chiffres au lieu det. C’est pour cela que I'on parle souvent
d’accumulateur en double précision (méme si, dans la pratique, 2t chiffres ne
sont pas nécessaires mais seulement t + 1 pour I'addition e la soustraction et
t + logt pour la multiplication).

Pour effectuer I'opération A = B + C, I'ordinateur commence par recopier
sans modification dans I'accumulateur celui des deux opérandes qui est le plus
grand en valeur absolue. Comme, dans I'accumulateur, la mantisse doit avoir
2t chiffres, il la complete a droite par des zéros. Puis il recopie |'autre opérande
dans I'accumulateur en faisant en sorte que son exposant soit le méme que
celui du premier opérande. Pour cela, on rajoute éventuellement des zéros a
gauche de la mantisse (c'est—a—dire avant le chiffre a;). Donnons, pour fixer
les idees, un exemple avec t = 8. Supposons que B = 0.23487757 10° et que
C = 0.56799442. Dans I'accumulateur on recopie B tel quel, cest—&a-dire que
I’'on aura B = 0.2348775700000000 10°. Pour que C ait le méme exposant que
B, il faut le multiplier par 10°. Mais il faut, bien sir, le diviser aussi par 10°
pour que sa valeur ne change pas, c'est—a—dire que C = 990/39442 103 et dans
I’accumulateur, on aura C = 0.0005679944200000 10°. Finalement, cela montre
gue |I'ordinateur procede comme nous quand nous effectuons une addition avec
un papier et un crayon : nous plagons les uns en dessous des autres les chiffres
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correspondants aux puissances identiques de 10. Maintenant, I'addition peut
seffectuer dans I’accumulateur et I’on trouve B + C = 0.2354455644200000 10°.
On voit que, dans I'accumulateur, I'addition s'est effectuée sans aucune erreur
(au moins sur cet exemple; on verra plus loin d’autres exemples ol le résultat
obtenu dans I'accumulateur présente une erreur). Enfin, notre résultat doit
&tre renvoyé dans un mot de la mémoire de I'ordinateur. Or ces mots ont des
mantisses qui ne possedent que t (8 dans notre exemple) chiffres. Nous allons
donc faire une erreur qui est celle quel’on commet lorsquel’on place un nombre
ayant une mantisse de plus det chiffres dans un mot qui n’en accepte quet :
c'est une erreur d’'gfectation telle qu'elle est donnée par le Théoreme 1. || est
évident que les choses se passent de la m&me fagon pour une soustraction. Dans
I’exemple precedent, on obtiendra donc A = 0.23544556 10° que I'ordinateur
procede par arrondi ou par troncature.

Dans le cas d’'une multiplication, le produit de deux mantisses de longueur t
donne un résultat de longueur 2t et les exposants s'ajoutent. Le résultat d'une
multiplication est donc exact dans I'accumulateur et la seule erreur que I'on
commet est, de nouveau, une erreur d’'affectation en revenant del’accumulateur
dans la mémoire.

Pour une division enfin, il est évident que, dans I'accumulateur, le résultat
n'est pas toujours exact (par exemple, lorsque I'on divise 1 par 3, le résultat
possede une infinité de 3). L'erreur, dans I'accumulateur, se situe au niveau du
2t-ieme chiffre. En renvoyant ce résultat de |'accumulateur dans la mémoire, on
commettra une erreur sur le t-ieme chiffre, c'est—a—dire une erreur supérieure.
Comme le résultat du Théoreme 1 fournit une borne supérieure de I'erreur, il
est donc toujours valable. Nous avons donc demontré que, pour toute opération
arithmétique, I'erreur est donnée par le Théeoreme 1 et donc nous avons le

Theoreme 2

(B C)-fi((B C)<K|B c|10

avec K = 5 dans le cas de I'arrondi, K = 10 dans celui de la troncature et ol
est I'une des opérations +,—,x /.

1.3 Consequences

Expliquons d’abord dans quel cas, dans I'accumulateur, une somme présente
une erreur. Soit A calculer, avect = 8, lasomme A = B+ C avec B =
0.56543451 10° et C = 0.21554623 10" *. Dans I'accumulateur on aura B =
0.5654345100000000 10°. Pour que C ait le meme exposant que B, il faut le
multiplier et le diviser par 10'0. Lorsqu’on le divise par 10'° on perdra, dans
I'accumulateur, 2 chiffres puisque celui—ci ne peut en contenir que 16. On aura
donc C = 0.0000000000215546 10~ 4. Par conséquent, méme dans |'accumu-
lateur, la somme sera erronée. Cependant, comme dans le cas d'une division,
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I’erreur sera beaucoup plus importante en revenant de I'accumulateur dans la
mémoire et, par conséquent, la majoration donnée par le Théoreme 2 sera tou-
jours valable.

Poussons maintenant ce raisonnement jusgu’a sa limite. Soit a calculer A =
B + C avec B = 0.10000000 10" et C = 0.30000000 10~ /. Dans I’accumulateur,
on aura C = 0.0000000030000000 10" et B + C = 0.1000000030000000 10'. En
revenant dans la mémoire, on obtiendra A = 0.10000000 10', c'est—a—dire que
A = B. Donc, sur ordinateur

fl(1+ €) = 1 pour ¢ sufi samment petit.

Cenombree s'appellela précision machine (exercice : quelle est |a valeur maxi-
male de € dans le cas de I'arrondi et dans celui de |la troncature?).

Le méme phénomene se produit, bien sur, dans toute somme ou les deux
opérandes ont des ordres de grandeur tres difféerents I'un de I'autre puisque
'ona,si|IB|>|C|,A=B+C=B(1+¢)avece= C/B.

Remarque 2
La précision machine eps peut &tre estimée a 'aide de I'algorithme suivant

a = 4/3.
b = a-1.
cC = b+b+b

eps = abs(c- 1)

Voyons maintenant une seconde conséquence. Soient a calculer les deux quan-
tites

y+ (x-Xx)
(y+ x)— Xx.

u

Un ordinateur ne peut efectuer qu’'une seule opération arithmétique a la fois.
Les parentheses dans les expressions précédentes indiquent laquelle des deux
opérations doit &tre faite en premier. Supposonsquex = 1 et quey = € avece
tel quefl(1+ €) = 1. On trouve que fl(v) = € ce qui est la bonne reponse, mais,
par contre, on a fl(u) = 0. Par conséquent, sur ordinateur, I'addition n'est pas
associative.

Quand une expression arithmétique comporte plusieurs opérations, celles—i
sont efectuées au fur et @ mesure en partant de la gauche de I'expression et
en respectant certaines regles de priorité (on efectue d’abord les éévations a
une puissance, puis les multiplications et les divisions et enfin les additions et
les soustractions). Reecrire une expression en changeant |'ordre des opérations
revient donc a les associer de facon difféerente. Par conséguent, sur ordinateur,
I’addition n'est pas commutative dans une somme de plus de deux termes.
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En résume

sur ordinateur, I'addition n'est ni associative ni commutative.

On pourrait penser, en voyant notre exemple precédent, que de telles erreurs
ne sont pas tres importantes. Effectuons maintenant les calculs suivants

y+ (x-x)

v = 22 Y=g
y

y = UEX-Xx_
y

qguel que soit y = 0. Prenons, denouveau, X = 1 et y = €. On obtient fl(v) = 1
qui est la réponse correcte, mais fl(u) = 0. On ne peut plus dire maintenant
que I'erreur est faible! En fait le phénomene est méme plus compliqué que
cela. Donnons a € des valeurs au voisinage de la précision de I'ordinateur, plus
précisement, e = 1070% avec q= 16.5+ kK 0.01 pour k = 0, ..., 300. On obtient
les résultats de la Figure 1.1. On voit que, selon la valeur de q, fl(u) varie dans
I'intervalle [0, 2].

18 ‘
16
1.4

((xty)-x)y

0.8

0.6

0.4

02

0 i i i i L
16.5 17 17.5 18 18.5 19 19.5

q—-log_10(y)
Fig. 1.1. Erreur de cancellation

Voyons maintenant la cause la plus importante d’erreurs. Soit a calculer
A =B - C avec B = 0.56543287 et C = 0.56543286. On trouve, dans |'accu-
mulateur, B — C = 0.0000000100000000. En revenant dans la mémoire, puisque
I'ordinateur n"admet que des nombres en virgule flottante normalisée, on aura
A = 0.10000000 10" . Il N’y a aucune erreur, le resultat est entierement juste!
Cependant, il faut bien comprendre que les zéros qui suivent le 1 dans lerésultat
n'ont absolument aucune signification. |1s proviennent des zéros par lesquels on
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a complété a droite la mantisse des deux opérandes dans I'accumulateur. lls
n'ont pas plus de justification que n'importe quels autres chiffres. Si, mainte-
nant, on utilise le résultat A dans des calculs ultérieurs, tout se passe commesi
I'ordinateur netravaillait plus qu'avec un seul chiffre décimal exact, c'est—a—dire
avect = 1. Ce genre d'erreur, qui se produit lorsque I'on efectue la différence
de deux nombres voisins, sappelle I'erreur de cancellation. |l faut donc eviter
au maximum la possibilite que de telles erreurs se produisent. Par exemple, on
n'utilisera pas la formule 1/ x = 1/ (x + 1) mais on la remplacera par 1/ x(x + 1).

Donnons un exemple un peu plus compliqué. Soient a calculer les deux racines
du polyndme ax2 + bx + c. Elles sont données par les formules

-b- P?-dac

a
-b+ \’252— dac

2a

Aveca= 1073 b= 0.8¢et c= - 1.2 10 °, ces deux racines sont
x4 = -800

1.510°°.

X1 =

X2 =

X2

La premiere racine, fl(x1), est bien calculée tandis que, pour la seconde ra-
cine, on trouve fl(x,) = 2.980232 10~ 2. Ce résultat est du a la cancellation au
numeérateur de x,. En efet, le discriminant est tres voisin de b. La premiere
racine est bien calculée car le signe qui est devant la racine carrée est le méme
gue celui de —b et il n'y a donc pas de cancellation. Celle-ci est, par contre,
importante pour x,. Par conséquent I'une des deux racines est toujours bien
calculée et I'on peut utiliser pour cela la formule

-b+s b’ - 4ac
X1 =
2a
avecs= —-1sib> 0et s= 1si b< 0. Pour calculer I'autre racine, il faut se
souvenir que leur produit est &gal a ¢/ a. Par conséquent, on utilisera la formule
X, = O
2 3X1‘

On aainsi remplace un calcul sujet a des erreurs de cancellation par denouvelles
expressions qui ne le sont pas. Donnons, dans la Figure 1.2, lesrésultats obtenus
avec la bonne et la mauvaise formule pour calculer x». Les bons résultats sont
représentésen tirets et lesmauvaisen traitspleins. [Iscorrespondent aa = 1073,
b= 0.8et c=-(1+ k 0.05) 10" ° pour k= 0, ..., 100.

1.4 Conditionnement et stabilite

Dans cette Section, nous allons etudier deux notions fondamentales : le condi-
tionnement d’un probleme mathématique et la stabilité numérique d'un algo-
rithme pour effectuer un certain calcul.
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racines

o]
-
LA

1
—

6 55 5 45 .4 35 3 .25

valeur de c x10-?

Fig. 1.2: Calcul des racines de ax? + bx + ¢

Lorsque I'on veut efectuer des calculs, la premiere opération consiste a in-
troduire les donnees dans l'ordinateur. Or, d'apres ce que nous avons dit plus
haut, certaines donnéees peuvent &tre entachées d'une erreur d’affectation (par
exemple, 1/ 3 n'est pas représenté exactement en machine). Cela signifie que
le probleme que I'on va réesoudre dans 'ordinateur n'est pas exactement celui
qgue I'on voudrait traiter. Or, il se peut que la solution exacte de ce probleme
perturbé soit tres &loignée de la solution exacte du probleme non perturbé On
voit que cette notion est afférente au probleme lui-méme et est indépendante
de I'algorithme que I'on va ensuite utiliser pour le résoudre ainsi que de la
propagation, dans cet algorithme, des erreurs dues a I'arithmétique de I'or-
dinateur. Le probleme mathématique peut &re plus ou moins sensible a de
petites variations sur les données. Ce phenomene s appelle le conditionnement
du probleme. On dit qu'un probleme est bien conditionné si une petite variation
des données n'entraine qu’'une petite variation des résultats. |nversement, on dit
gu’'un probleme est mal conditionné si une petite variation des données peut en-
trainer une grande variation des résultats. Les motsimportants ont &t e &critsen
italique. Les quantificateurs petits et grands dépendent bien sur de la précision
de l'ordinateur. Si I'ordinateur travaille avec 7 chiffres, une variation relative
de 10 * sera consideree comme grande alors qu’elle sera petite si I'ordinateur
travaille avec 18 chiffres. Le verbe peut signifie que pour certaines valeurs des
données (mais pas nécessairement pour toutes) il y a une grande variation des
resultats. Soit P un probleme dont les données sont d et le resultat r. Suppo-
sons qu’une variation A d des données entraine une variation Ar du résultat. Le
nombre de condition (aussi appelé plus simplement e conditionnement) cond(P)
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du probleme P est une borne supérieure du facteur d’amplification des erreurs
relatives, ¢ est—a—dire que

< oond(P)ATd.

Par exemple, on peut définir le conditionnement relatif du calcul des racines
de ax?+ bx + cpar
Blfxil+ld

|| -|2ax; + b’

Pour le polyndme & udi& auparavant, on trouve un conditionnement voisin de
1 pour la racine x4 et de 2 pour la racine x5. On verra, dans le Chapitre 3,
comment I'on peut définir le conditionnement pour la résolution d'un systeme
d’equations linéaires.

Voyons maintenant la notion de stabilite numérique d'un algorithme. On
utilise, pour efectuer les calculs, un certain algorithme. Les erreurs dues a
I'arithmétique de I'ordinateur peuvent se propager plus ou moins dans cet algo-
rithme. On voit que cette notion est attaché&e a I'algorithme utilisé et non pas
au probleme mathematiquetraité. Cette notion s'appelle stabilite numérigue de
I'algorithme. Par exemple, le premier des algorithmes précédents pour calculer
les racines de ax?+ bx + ¢ est numériquement instable (a cause de la cancellation
qui peut s’y produire) tandis que le second est numeriguement stable (car on a
éliminé les soustractions qui pouvaient conduire a des erreurs de cancellation).

Naturellement, dans |la pratique, ces deux phénomenes sont simultanément
présents dans tout calcul. De plus, quand on ne sait pas résoudre exactement
un probleme, on en cherche une solution approchée par une méthode d’'ana-
lyse numérique. Une erreur de méthode vient donc s'ajouter aux deux sources
d’erreurs précédentes.

1.5 Remedes

L'arithmétique de I'ordinateur &tant ce qu’elle est, voyons comment s'en ser-
vir au mieux. |l faut d'abord éviter, autant que faire se peut, I’écueil de la
cancellation. Ensuite, il est possible d’estimer ces erreurs par une méthode sta-
tistique (nous n'en parlerons pas ici) et d'en corriger certaines.

Voyons comment corriger une somme de n termes. Habituellement, unetelle
somme S = a1+ ---+ an est calculée par

Chaque somme S = S+ a; est entachée d’'une erreur & quel’on peut calculer
en refaisant |les opérations dans le sens inverse. Naturellement, il faut éeviter les
erreurs dans ce calcul inverse. On somme ensuite les erreurs. Cette procéedure
est la suivante
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S = ay

fori= 2, ...,n calculer
S=8+g5

end for i

S=a

e=0

fori= 2, ...,n calculer
V=8+z5

if S| > |ai| alorsg=-((V - S) - a)
sinong=-((V - aj)—- 9)

S=V

e=e+g
end for i
S=S+e

Soit, par exemple, a calculer

. i_n(n+1)

3 6

i=1
Pour n = 10°, cette somme vaut 1.6666683 10'!. Sans correction, on obtient
1.6670987 10! tandis que, dans la somme corrigée, tous les chiffres sont exacts.

|1 faut tout efois signaler que cette procedure ne permet pasdecorriger I’erreur
sur tous les ordinateurs, mais seulement sur ceux dont I'arithmétique veérifie
certaines propriétés.

1.6 Un exemple

Pour terminer ce Chapitre, donnons un exemple complet depuis le probleme
mathématique lui-m&me jusqu’a I'interprétation des résultats numériques ob-
tenus. |l al’avantage de montrer toutes les &apes par lesquelles passe le travail
d’un analyste numéricien.

Le probleme mathématique que nous allons chercher a résoudre est celui du

calcul de exp(x) pour une valeur négative de x avec une précision absolue de
107 8.

Pour résoudre ce probleme, la premiere idée qui vient a I'esprit est d’utiliser
|le déeveloppement en serie de exp(x) qui est convergent pour tout x
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L’utilisation de ce developpement n’est, pour I'instant, qu’une mé&thodethéorique
car, bien sUir, dansla pratique, on ne va pas sommer un nombreinfini determes.

Mais, puisque x est négatif, nous avons affaire a une série alternée et I'on sait

gue, des qu’'un terme est plus petit que le précédent en valeur absolue, alors
I'erreur est de l'ordre de grandeur du premier terme négligé. Nous avons donc
la un test completement fiable pour arréter la sommation.

Cela donne lieu au pseudo—code suivant

S=1

t=1

n=1

tant que |t| > 1078 calculer
t=t=x/n
S=8+1t
n=n+1

Voici les résultats obtenus pour différentes valeursdex. N est I'indice auquel
la sommation s'est arrétéee.

x | N | SN | exp(x) |
-5 | 26 6.738546E-03 | 6.737947E-03
-10 | 41 9.518019E-05 | 4.539993E-05
-15| 55 4.336723E-03 | 3.059023E-07
-20 | 69 3.030620 2.061154E-09
25| 82 -247.347800 1.388794E-11
-30 | 96 | -10193.520000 | 9.357623E-14
-35 | 110 | 4335985.000000 | 6.305117E-16
-40 | 123 | -7.760598E+ O7 | 4.248354E-18
-45 | 137 | 5.556033E+ 10 | 2.862519E-20
-50 | 151 | 3.733105E+ 12 | 1.928750E-22
-55 | 164 | -2.397606E+ 15 | 1.299581E-24
-60 | 178 | -1.020143E+ 17 | 8.7956511E-27
65 | 191 | 2.133559E+ 19 | 5.900091E-29
-70 | 205 | -2.068685E+ 19 | 3.975450E-31
-75 | 219 | -4.898870E+ 23 | 2.678637E-33
-80 | 232 | 4.161912E+25 | 1.804851E-35
-85 | 246 | -1.087440E+ 28 | 1.216099E-37
-90 | 259 | -1.276238E+ 30 | 8.194009E-40

On voit que I'on est bien loin d’avoir obtenu |la précision désirée!

Essayons d’analyser les résultats et de comprendre pourquoi il en est ainsi.
Regardons, par exemple, ce qu'il sepasse pour x = = 30. Lepremier termedela
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serievaut 1, le second — 30, letroisieme (- 30)%’2! = 450. En valeur absolue, les
termes croissent ainsi jusgu’a n = 30 puis décroissent (pourquoi ?). Le terme
le plus grand est [x39/30!] = 7.76 10"". Ainsi, pour obtenir un résultat qui
vaut 9.35 10~ 14, nous sommes en train de faire une somme alternée de termes
dont les plus grands valent 10"". Pour obtenir un seul chiffre exact dans le
résultat il faudrait donc travailler sur un ordinateur dont les mantisses auraient
11+ 14 = 25 chiffres! Le résultat obtenu est, on le voit, voisin de I'erreur
absolue sur le terme le plus grand puisque 7.76 10" x 10~/ est du méme ordre
de grandeur que lerésultat obtenu 10193. Autant dire que ce n’est pas de cette
facon la que I'ordinateur calcule exp(x) pour des valeurs glevées de x | Voyons
comment |'on procede g ectivement.

Ledéveloppement en sériedel’ exponentielle converge rapidement et sanstrop
d’erreurs d’arithmétique quand I'argument est voisin de 0 ou de 1. Lorsque ce
n'est pas le cas, on gfectue d'abord un changement de variable qui sappelle
une réduction d’argument. On peut utiliser, pour cela, la formule

e-1= (e'2+ 1)(e'2- 1)

ou la formule
& = (/7).
Pour cette seconde formule, on commence par calculer x/ 2%, opération qui se

ramene a des décalages en binaire. On calcule ensuite I'exponentielle par son
developpement en série et on I'éleve ensuite k fois au carre.

Signalonsquelna peut secalculer apartir del’'exponentielle par desitérations
de la méthode de Newton appliquée aI’équation a- exp(x) = 0dont la solution
est x=1Ina
a- exp(xg)

exp(Xk)

On pourrait calculer Ina a I'aide du développement en série de In(1+ x), mais
la convergence est trop lente.

Xk+1 = Xk +

1.7 Exemples divers

Dans cette Section, nous allons donner d'autres exemples qui illustrent les
problemes posés par |a précision finie de I'arithmétique des ordinateurs.

Considerons les itérations

Xp donné
Yo= 1-x ., to=x3+yi=1
Xn+1=2)(ny“
Yn+1=X£‘Y£ n=01,...

I 2
tn+1 - xn+1+ yr|+1
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Onaty.q= (x2 + y2)? = t2 = 1 puisque tg = 1.

En programmant cet exemple, si I'on part de xp = 0.6, la suite (t,) obtenue
tend vers I'infini, alors qu’elle converge vers 0 pour xg = 0.8.

On pense souvent que, si un résultat calculé avec des précisions différentes
reste invariant, alorsil est obligatoirement bien calculé. |l n'en est malheureu-
sement rien comme le montre I'exemple suivant. Soit a calculer |la valeur de
a
2b’

Lorsquea?— 1= 11b%/ 2 cette expression vaut — 2+ a/ 2b. Ainsi, pour a = 77617.0
et b= 33096.0, on obtient

333.750° + a?(11a? - P - 1216° - 2) + 5.50° +

— en simple précision 1.172603
— en double précision 1.1726039400531
— en précision &endue 1.172603940053178.

Cependant |a valeur exacte est — 0.8273960599. . .| Lesresultats dépendent aussi
tres fortement de I'ordinateur sur lequel ils ont &té& obtenus (et de la facon de
programmer). Ainsi, sur un autre ordinateur, on a obtenu - 9.87 10%° en simple
précision et 1.18 102" en double précision! Le résultat obtenu dépend donc
souvent tres fortement de I'ordinateur utilise et, en particulier, de sa base de
numération. C'est ainsi que le programme suivant permet d'obtenir la base de
numeration dans laguelletravaille I’ordinateur pour efectuer ses calculsinternes

a= 10

b= 1.0

tant que ((a+ 1.0)— a)- 1.0= 0.0, calculer a= 2+a
tant que ((a+ b)— a)—- b= 0.0, calculer b= b+ 1.0
imprimer b.
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Chapitre 2

Generalites

Ce Chapitre présente les outils mathématiques qui seront utilisés par la suite.
Il peut &re abordé sans aucune connaissance préalable sur les vecteurs et sur
les matrices.

2.1 Definitions de base

Une matrice est un tableau, carré ou rectangulaire, de nombres. On place
ce tableau entre deux parenth&ses et on le désigne, en général, par une lettre
majuscule. Par exemple

N

A= 0 2 125

Une matrice est donc composée d'un certain nombre de lignes et de colonnes.
Dans notre exemple, A a deux lignes et trois colonnes e I'on dit que cette
matrice est de dimension 2 x 3. Les nombres qui la composent sont appelés
éléments de la matrice.

Une matrice qui ne possede qu’'une seule colonne sappelle un vecteur. Un
vecteur est, en géneéral, designé par une lettre minuscule. Par exemple

3
b= 0
-sinti/4

On dit que ce vecteur est de dimension 3 car il possede trois lignes. Les nombres
qui le forment sont appelés composantes du vecteur.

Pour plus de géneéralite, les composantes d’'un vecteur sont designees par
des lettres possedant un indice. De méme, les ééments d’une matrice sont des
lettres avec deux indices : le premier indice correspond au numeéro de la ligne

17
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et le second a celui de la colonne

X1
a;y app a
x= x, , A= 2n an as
ay ap ax

X3

On écrit souvent x = (x;) et A = (ajj). Pour indiquer la dimension d’un vecteur
ou d’'une matrice et lefait que ses &léments a;; sont des nombres réels, on écrira,
pour notre exemple, x € IR & A € IR?>. Si les €lements a;; sont des nombres
complexes, on écrirax € C* et A € €3 De facon plus générale, si les ajj
appartiennent & un corps K, et si la matrice possede n lignes et m colonnes, on
écrira A € IK"*™_Une matrice dont le nombre de lignes n est égal au nombre
de colonnes m s'appelle une matrice carrée. Dans ce cas 13, on parle de matrice
de dimension n. Si n = m, on parle de matrice rectangulaire. Dans une matrice
carrée A de dimension n, les éléments aqq,ay, ..., a,, forment la diagonale de
A,

On appelle matrice transposee de A = (ajj) la matrice, denotee AT, définie
par AT = (gji). On voit donc que chaque ligne i de A devient |la colonne i de
AT et reciproguement. Par consequent, si A est de dimension n x m, AT sera
de dimension m x n. Puisgu’un vecteur est une colonne, sa transposée est donc
une ligne. On a, dans tous les cas, (AT)T = A.

Dans la suite, par souci de simplification et quand cette hypothe&se ne res-
treindra pas la généralité, nous supposerons que les ééments des matrices et
les composantes des vecteurs sont des nombres réels.

2.2 Addition et multiplication

Il est possible d'effectuer sur les matrices et sur les vecteurs des opérations
algébriques similaires a celles que nous avons |'habitude d’effectuer sur des
nombres. |l faut cependant se conformer & un certain nombre de regles car
des différences existent. Nous allons commencer par apprendre a additionner et
multiplier vecteurs et matrices.

Pour I'addition, c’'est facile. D’abord on ne peut sommer que des objets (ma-
trices ou vecteurs) dont les dimensions sont les m&mes. On additionne deux
(ou plusieurs) matrices en efectuant I'addition des &léments situés aux memes
emplacements dans les matrices. Ainsi

atr app a3 bt b2 b3 ant+ by ant bz as+ bis
ay axp axn b1 by b3 ax+lp1 axn+ by ax+ b

Pour les vecteurs, c’'est la meme chose. Le vecteur c = a+ best donné par
ai by ar+ by

1
c= o = & + b = a+tb
C3 as b3 ag+ by
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On a donc la formule générale

g=a+h, i=1...,n.

L’&éément neutre pour I'addition des matrices, c’est—a—dire la matrice qui
additionnée a une autre ne la modifie pas est |la matrice nulle dont tous les
elements sont égaux a zéro. Il en est de méme pour les vecteurs (qui sont des
matrices particulieres).

L’addition de matrices et de vecteurs est commutative et associative, ¢'est—
a-dire que

A+B=B+A & (A+B)+C=A+(B+C).

Etudions maintenant comment seffectue le produit d'une matrice par un
vecteur. Pour qu’un tel produit soit possible, il faut que le nombre de colonnes
de la matrice soit &gal a la dimension du vecteur, c'est—a—dire que le produit
Abn’est possiblequesi A e R"™™M et be IR™. Leresultat ¢ du produit Ab est
un vecteur de IR". Pour obtenir la premiere composante ¢; du vecteur ¢, on ne
considere que la premiére ligne de la matrice A. Pour calculer cq, on multiplie
le premier elément de la premiere ligne de A (c'est—a—dire a11) par la premiere
composante de b (qui est by). A ce produit, on ajoute le produit du second
glement de la premigere ligne de A (c'est—a—dire a12) par la seconde composante
de b(qui est bp). Et ainsi de suitejusqu’ala fin de le premierelignede A (c'est—
a-dire jusqu'a m). Pour calculer la seconde composante ¢, du produit Ab, on
procede exactement de la m&me maniere mais en efectuant les produits avec la
seconde ligne de A. Et ainsi de suite jusqu’a c;. On a donc finalement

o] ay b+ aply + -+ -+ ajpby

o)) ay1by + aply + -+ aymbn
c= = Ab= _

Ch aniby + apobp + - -+ apmby

De facon géenérale, on peut donc écrire

m

G = ajh, i=1...,n (2.1)
ji=1
Donnons un exemple
3 1 =2 _:: _ 3x 1+ 1x (-1)+(-2)x 4 _ -6
03 1 - O0x 1+3x (-1)+1x 4 - 1

4

Le produit d’'une matrice par un vecteur est distributif par rapport a |’addi-
tion, ce qui signifie que A(b+ ¢c) = Ab+ Ac ol A est une matrice, b et ¢ des
vecteurs. De méme, si B est aussi un matrice, on a (A + B)b= Ab+ Bh.
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Le produit de deux matrices C = AB n’est rien d’autre qu'une suite de pro-
duits matrice-vecteur en considérant successivement toutes les colonnes de la
seconde matrice B. D’apres ce qui a &té dit plus haut concernant les dimen-
sions pour un produit matrice-vecteur, on voit que, pour pouvoir efectuer ce
produit, il faut que le nombre de colonnes de la matrice A soit égal au nombre
delignesde B. Leresultat C est une matrice ayant le méme nombre de lignes
gue A et le méme nombre de colonnesque B. OnadoncA € IR™™M B € R™M*4
et C € IR"9. D’aprés ce que nous venons d’expliquer et en utilisant (2.1), on
voit que C = (g;j) est donnée par les formules

m
qu alkh(]’ i='1,..‘,n; j=1,A...Q-
k=1

Pour faciliter le calcul, on peut le disposer de la facon suivante

bii b - byg
bn1 bm2 - bmng
a1 a2 "°° am| 1 Ci2 " Cig
@81 @2 """ a8m || %1 G2 " Cng

Danscetableau, chaque&ément ¢; est ainsi le produit scalaire (voir ladéfinition
plus loin) du vecteur formépar lalignei de A situé a sa gauche par celui formé
par la colonnej de B qui setrouve au dessus de lui.

S q = n, le produit BA existe et c'est une matrice m x m alors que le
produit AB est une matrice n x n. On voit donc que, si h = m, le produit de
deux matrices ne peut certainement pas &tre commutatif. Mais, méme si A &t
B sont deux matrices carréees n x n, en général, AB = BA. Si AB = BA on dit
gue les deux matrices commutent.

Donnons un exemple

1.2 40 _ 6 6
2 -1 13 7 -3

-
w o
M) —
~N b
[e5]

On pourra vérifier facilement que (AB)T = BTAT.

Lorsque I'on ne considere que des matrices carrées (¢ est—a—dire dont le
nombre de lignes est &gal au nombre de colonnes), I'élément neutre pour la
multiplication est la matrice qui ne comporte que des 1 sur sa diagonale e des
0 ailleurs. On I'appelle la matrice identité et on la désigne par |. On a donc
Al = A = A pour toute matrice carrée A.

Le produit de matrices est associatif et distributif par rapport a I'addition,
cest—a—direque (AB)C = A(BC) et queA(B+ C)=AB+ ACouA,BetC
sont des matrices telles que les produits aient un sens.
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Soient u = (u1,...,un)T et v=(vq,...,Vvy) deux vecteurs de C". Le produit
produit scalaire hermitien des vecteurs u et v est noté par (u,v) et il est dé&fini

par
n

U= Uivi.
i=1
C’est un nombre qui vérifie les propriétés suivantes

(u,v)=u'

1. (u,v) = (v,u),

2. (au+ bw,v) = a(u,v)+ blw,v), we C" abeC,

3. (u,av+ bw) = a(u,v) + bu,w), weC"abeC,

4. (u,u)=z 0,

5 (u,u) = 0siet seulement siu= 0.

6. (u,Av) = (A*u,v) ol A” est la matrice adjointe de A, cest—a-dire sa

transposée conjuguée.

Si u et v sont deux vecteurs réels de dimension n, le produit u'v est un
nombre réel et I'on parle alors de produit scalaire. On a (u,Av) = (ATu,v) &,
de facon plus generale, (Au,Bv) = (BTAu,v) = (u,ATBv).

Remarque 3
Il faut faire attention que u'v est un nombre, alors que uv’ est une matrice.

2.3 Inversion

Soit a un nombre réd. L’inverse de a est le nombre a™ ' tel queaa ' =
a 'la= 1¢til est donnépar a ' = 1/a. La division d’'un nombre par un autre
est equivalent au produit du premier nombre par I'inverse du second, a/b =
ab 1= b Ta. Par consequent, la division de deux nombres est commutative et
elle provient de la définition de l'inverse d’'un nombre. Pour les matrices, on ne
parle pas de division, mais seulement d’inverse et de produit par I'inverse. Nous
savons d&a que le produit de deux matrices n'est pas commutatif. Nous allons
donc maintenant définir I'inverse d’'une matrice carrée.

Soit A une matrice carree. On appelle, s'il existe, inverse de A la matrice
notee A~ telle que
AA"T=ATA =1,

Unematrice qui possede un inverse s appelleinversible ou reguliere. Une matrice
qui n'a pas d’inverse se denomme singuliere. L’inverse n'est defini que pour les
matrices carrées; pour les matrices rectangulaires, ou pour les matrices carrées
singulieres, on parle de pseudo-inverse.



22 CHAPITRE 2. GENERALITES

Pour savoir si une matrice est réguliere, il est d’abord nécessaire de définir la
notion de déterminant d’une matrice. Soit A une matrice carrée de dimension
2

A = ay  an
ay axn

Son déeterminant est le nombre

a;; a
detA= 1" 12 = aiiapy - apapr.
a1 ap
On voit que pour dénoter un déterminant, on remplace les parentheses par des
barres verticales ou I'on utilise la notation det.

On va maintenant définir recursivement le déterminant des matrices carrées
de dimensions supérieures. On considéere le déterminant d’'une matrice de di-
mension 3

a1 a2 a3
det A = ayq dyy anm
Q31 asz azz

Pour calculer sa valeur, on vale developper par rapport a sa premiereligne (on
pourrait aussi le déevelopper par rapport a sa premiere colonne). Le determinant
de A est calcule en multipliant a11 par ledéterminant delamatrice 2x 2 obtenue
en supprimant la premiereligne et la premiere colonnede A, puis en soustrayant
a cettevaleur le produit de a; par ledéterminant dela matrice 2x 2 obtenueen
supprimant la premiéere ligne et |a seconde colonne de A et, enfin, en ajoutant
a ce résultat le produit de a3 par le déterminant de la matrice 2 x 2 obtenue
en supprimant le premiere ligne et la troisieme colonne de A. On a donc

aiy a2 aqs
- ap azxp _ _  ax axn oayp ax
ay apz ax = an aiy + a3
asy ass as1 ass as1 a3
az1 asy ass

Nous savons donc maintenant calculer le determinant d'une matrice de di-
mension 3. Le déterminant d’'une matrice A de dimension n se calcule de |la
meéme maniere a partir de determinants de dimension n = 1.

Deéfinition 1

Les determinants des matrices carrées obtenues en supprimant certaines lignes
et certaines colonnes de A s appellent les mineurs de A. Les mineurs obtenus
en ne gardant que les k premieres lignes et colonnes d'une matrice s appellent
les mineurs fondamentaux.

Nous noterons mjj, le mineur obtenu en supprimant la ligne i et la colonne
j deA.On a

n
det A= (-1) Taymy
1=1
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et, de facon générale,

=1

det A

(-0 2amy, 0=
1

|
=
3

i:
n

det A

=N Zajm;, j=1,...,n
i=1

Disons tout de suite que le calcul numeérique d'un déterminant n'est pas, en
genéral, réalisable en pratique. || nécessite en eff'et de I'ordre de n - nl multipli-
cations, nombre qui devient tres rapidement extremement grand avec n comme
nous le verrons dans le Chapitre 3.

Soit, par exemple

21 3
A= 2 15
31 a
On a
15 2 5 2 1
mqq = 1 a =a-5 mp= 3 3 =2a-15 mq= 3 1 = -1,
1 3 2 3 2 1
maz1 = 1 a =a-3 mp= 3 g =2a-9 mpxa= 3 1 = -1,
3 2 3 2 1
msq = 5 =2 M3z = 2 5 = 4, Mmsaz = 2 1 = 0.

Développons le determinant de A par rapport a sa seconde ligne. Nous obte-
nons

det A =ap1Myq + axpmsyy = az;mys
-2(a-3)+ 1(2a- 9)- 5(—1)

2.

Notons a; le vecteur formé par la colonne i de la matrice A. Avec cette no-
tation celle—ci sera notée A = [a4,...,a,]. Le déterminant vérifie les propriétes
suivantes (A est un nombre réel ou complexe)

det A = detAT

det AB = det BA = det A -detB

det A -detA™ "= 1

det B~ 'AB = det A

det AA = A" det A

det[ha1,...,an] = Adet[aq,...,an]
det[a,a> + Aaq,...,a,] = det[aq, ..., a,]
det[ap, aq, ..., an] = - det[aq,..., an].
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Pour le produit d'une colonne par un nombre et la combinaison avec une autre
colonne, la propriétéreste vraie quelques soient les colonnesimpliquées. On peut
egalement effectuer ces opérations sur les lignes au lieu des colonnes puisque le
déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée.

Définition 2
On appelle rang d'une matrice la dimension de son plus grand mineur non nul.

Au sujet del'inversion d’'une matrice, on a le résultat fondamental suivant

Théoreme 3

Une condition nécessaire et suffi sante pour qu'une matrice soit reguliere est
gue son déterminant ne soit pas nul, ¢’ est—a—dire que son rang soit &gal a sa
dimension.

Donc une matrice est singuliere si et seulement si son déterminant est nul.

Voyons maintenant comment calculer I'inverse d'une matrice A. Ce calcul
fait intervenir les mineursde A. On a

T
Ci1 C2 - Cip
1 G2 - Q

A= T 5 det A
Ci1 Ciz " Cun

avec gj = (_1)|+jmij . Ces ¢j sappellent des cofacteurs. Le signe par lequel
on doit multiplier le mineur pour obtenir le cofacteur est donné par le tableau
suivant

Si nous reprenons notre exemple précédent, nous obtenons

(a- 5)/2 —(a-23)/2 1
A=  -(2a-15)/2 (2a-9)/2 -2
-1/2 112 0

L’inverse d’une matrice possede les propriétés suivantes

AT = A
(AB)"" = B 1A°T
{A_1)T = (AT)_1.
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2.4 Matrices particulieres

Dans cette Section, nous allons passer en revue certaines matrices parti-
culieres qui interviennent en algebre matricielle.

Matrices diagonales et triangulaires

Une matrice A telle que a; = 0 si i = | sappelle une matrice diagonale.
Son déterminant vaut aq1a; - --ann. Son inverse est 1a matrice diagonale dont
les Eéléments diagonaux sont 1/ aj. A~ 1 n’existe donc quesi a; = Opouri =
1,...,N.

Une matrice A telleque aj; = O pour i > j sappelle une matrice triangulaire
supérieure. Son déterminant est egal aaqiag, - - - apn. Son inverse est une matrice
triangulaire supérieure. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est une matrice triangulaire supérieure.

Une matrice A telle que aj; = O pour i < j sappelle une matrice triangulaire
inférieure. Son déterminant est egal aaj1as; - - -ann. Son inverse est une matrice
triangulaire inférieure. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
une matrice triangulaire inférieure.

Matrice orthogonale

On dit que A est une matrice orthogonalesi A~1= AT.

Matrice symetrique

Une matrice est dite symétriquesi AT = A. Donc

qjj = gj, | et‘oj.

Matrice conjuguee

Soit A une matrice dont les éléments appartiennent & C. B est |a conjuguée
deAsibj=aj,Wet.OnnoteraB = A. On a

(A)=A, (BA)=BA, (A)'=(AT)

Si A est une matriceréelle alors A = E
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Matrice adjointe

Soit A une matrice dont les éléments appartiennent & €. B est I'adjointe de
A s

bj =&, YetV.

B est donc la transposée conjuguée de A. On notera B = A* = (A)T = (AT).
On a

(A" = A, (AB)' = B'A".

Matrice hermitienne

Une matrice A est dite hermitiennesi A = A*. On a a;; = a;;. Ses &léments
diagonaux sont des nombres réels.
Matrice unitaire

Une matrice A est dite unitairesi A* = A1,

Matrice idempotente

Une matrice A est dite idempotente si A2 = A.

Matrice definie positive

Une matrice A est définie positive si xTAx > 0,% = 0.

Cette notion &tant un peu délicate a appréhender, donnons un exemple. Soit
la matrice

_ 11
A= 15
Soit x = (x1,x2)" un vecteur quelconque non nul. On a

X1+ X2

Ax =
X1+ 5x9

et (X,Ax) = Xq(x1+ X2) + Xa(xq + 5x2) = (x4 + x2)? + 4x3 qui est toujours
strictement positif quels que soient x1 e x2 non nuls simultanément.
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Matrice de permutation

Une matrice de permutation est une matrice dont tous les &éments sont nuls
sauf un et un seul égal a 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. Une telle
matrice s'obtient en permutant lignes et colonnes de la matrice identité.

Quand on multiplie une matrice A a gauche par une matrice de permutation
P, on permute ses lignes. Si p; = 1, on obtient PA en permutant les lignes i
et ] deA.

Quand la matrice de permutation P est placée a droite, on permute les co-
lonnes. Si pij = 1, on obtient AP en permutant les colonnesi et j de A.

Soit

010 01 2
P = 01 , A= 345
100 6 7 8
On obtient
3 45 2 0 1
PA= 6 78 , AP= 5 3 4
01 2 8 6 7

2.5 Un peu d’algebre lineaire

Dans cette Section, nous allons interpréter les résultats précédents en terme
d’algebre lingaire. Cette Section peut &tre laissée de cbté en premiere lecture
si I'on ne sintéresse pas a la theorie. Comme nous I'avons vu, il est possible
de manipuler les matrices sans savoir ce gu’elles représentent ni connditre les
notions théoriques qui sy rattachent.

Soient x et y deux vecteurs de €C", a et B deux nombres complexes et A
une matrice de dimension m x n. Le vecteur Ax est un vecteur de C". La
multiplication par A a donc transformé un vecteur de C" en un vecteur de C™.
On dit que A représente une application de C" dans C™.

D’apres lesregles de la multiplication que nous avons & udiées plus haut nous
avons

A(ax + By) = aAx + BAy
ce qui montre que I'application représentée par la matrice A est une application
linéaire.

Nous allons maintenant étudier le coté théorique cette notion d’application
linéaire.
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2.5.1 Les vecteurs

Soient x4, X2, ...,Xn, desnombres réels (on peut genéraliser facilement ce qui
suit au cas de nombres complexes). L'ensemble IR" formeé par les éements

X1
X = :
Xn
est note IR". Un tel elément x s'appelle un vecteur et les nombres x4, ..., X,

sont ses composantes. Si ces nombres sont complexes, I’'ensemble de ces vecteurs
est designeé par C". On remarquera qu'un vecteur est écrit sous forme d’une
colonne de nombres.

On munit IR" d’uneloi interned’addition (si x et y € IR", les composantes du
vecteur x + y sont x; + yj) €t d'uneloi externe de multiplication par un scalaire
(six €IR" et A € IR, les composantes du vecteur Ax sont Ax;). Cette addition
est associative et commutative, elle possede un Elément neutre (le vecteur 0 dont
toutes les composant es sont nulles) et tout vecteur x admet un symétrique, noté
-X, tel quex + (-x) = 0 € IR". La loi de multiplication est distributive par
rapport al’addition, elle est associative et il existe un &ément unité, le scalaire
1, tel que1-x = x.

Alors, avec ces deux lois, IR" est un espace vectoriel sur IR. Soient x1,...,Xn
des vecteurs de IR" (a ne pas confondre avec les composantes du vecteur x qui
étaient désignéees auparavant par les mémes lettres). On dit que ces vecteurs
sont linéairement independants s'il n'existe pas de nombresréels aq, .. ., ap non
tous nuls tels que

aixq+ -+ apxy = 0.

En d'autrestermessi lefait quecette somme soit nulleimpligue que, nécessairement,
les scalaires a4, . .., a, soient tous nuls, alors on dit que les vecteurs xq,..., X,
sont linéairement indépendants. Dans le cas contraire, ces vecteurs sont dits
linéairement dépendants et il existe alors des scalaires non tous nuls tels que
aiX1+ -+ apXp = 0. Dans un espace de dimension n, il ne peut y avoir plus

de n vecteurs linéairement indépendants.

Soient x1,...,Xxn des vecteurs lingairement indépendants dans un espace
vectoriel E. Si, pour tout x € E, les vecteurs x,x1,...,Xy sont linéairement
dépendants alors on dit que x1,...,Xn forment unebase de E et I'entier n s'ap-

pelle la dimension de E. De plus, tout x € E peut sécrire de facon unique sous
forme d’une combinaison linéaire

X = a1X1+ e anXn

ou les a; sont des scalaires. IR" est un espace de dimension n.
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2.5.2 Les applications lineaires

On dit queI'on a défini une application f de IR" dans IR™ si, a tout element
X € IR", on fait correspondre un et un seul eélément de IR™, noté f (x). On dit
quef (x) est I'image de x par f .

L'application f est linéaire si elle satisfait |es conditions

f(x)+f(y), W,yelR"
M (x), W elR Y elR".

f(x+y)
f (Ax)

2.5.3 Les matrices

Considéerons les n vecteurs de IR", g, pour i = 1,..., n, dont toutes les
composantes valent 0 sauf la i-eme qui est egale a 1. Tout vecteur x € IR", de
composantes X1, ..., Xn, peut donc s'écrire

X= X181+ ---+ Xp€y.
On dit que les vecteurs g forment une base de IR" ; c'est la base canonique.

Si f est une application lineaire de IR" dans IR™ alors

f(x)=xqf(e1) + -+ xpf(&n).

Par consequent, la connaissance de f (eq),....f (e,) déetermine parfaitement
I'application lineaire f . En efet, si les vecteursv; = f(g) €e R™,i=1,...,n,
sont connus, alors f (x) = xqvq + -+ Xpvn. Inversement, si I'on se donne n
vecteurs v; € IR™, on verifie que I'application f définie par

f:xelR" ——xqvi+ -+ Xpv, € IR™

est bien une application linéaire de IR" dans IR™. Toute application lin&aire est
donc entierement déterminée par la donnée des images des vecteurs eq, ..., ey.

Soit a;; laieme composante du vecteur f (g ). Nous allons placer ces nombres
dans un tableau a double entrée, note A, ol le premier indice désigne la ligne
et le second la colonne

aiyr a0 an

a1 axp - an
A= . . ;

8m1 @m2 "~ @mn

Un tel tableau s'appelleune matrice et lesnombres a;; ses éléments. La premiere
colonne de A est e vecteur f (eq), la seconde colonne contient e vecteur f (&)
et ainsi de suite jusqu’a la derniere colonne qui n'est rien d'autre quef (e,). Si
m = n, on parle de matrice rectangulaire et, si m = n, de matrice carrée.
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Commeil a &édit plus haut, cette matrice détermine completement I'appli-
cation lin&aire f qu’'elle représente. Dans la suite, nous confondrons la matrice
A avec I'application lineaire f gu’elle determine. Lorsque I'on aura besoin de
montrer que les éléments de A sont notés a;;, on écrira

A= (g).
Le vecteur y = f(x), dont les composantes sont y1,...,¥m, Se€xprime en
fonction des composantes x4, ..., X, du vecteur x a I'aide des relations
Y1 = apXqtapxzat oot apXxp
Y2 = apxq+ azxpxXzat+ -+ anmXp

Ym 8m1X1 T 8maXo* - -+ @mnXn

ce qui peut sécrire
y = AX
en définissant la i-eme composante (Ax); du vecteur Ax par

(AX); = aj1Xq + apXo + -+ apXp.

L'ensemble de ces m relations définit donc le produit d'une matrice a m lignes
et n colonnes (on dit une matrice m x n) par un vecteur de IR". |l y a donc
équivalence entre I'ecriturey = f (x) et I'ecriturey = Ax ol A est la matrice
qui représente I'application lingaire f .

Le rang d’'une matrice est &gal au nombre maximum de ses lignes (ou de ses
colonnes) qui forment des vecteurs lingairement indé&pendants.

2.5.4 Operations sur les matrices

Etudions maintenant les opérations sur les matrices. Elles se définissent a par-
tir desopérations correspondantes sur les applications lingaires qu’elles représentent.
Soient f et g deux applications linéaires et soit h I'application définie par
h(x) = f(x) + g(x).

A partir delalinéariteédef et g, il est facilede voir que h(x+ y) = h(x)+ h(y) &t
gue h(Ax) = Ah(x). L’application h est donc linéaire. Si f et g sont représentées
respectivement par les matrices A = (a;) et B = (Bjj), alors h se représente
par une matrice C = (g; ) donnée par

c est—a—dire que

CGj =aj+h, i=1..., m, j=1,..., n.
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Nous avons donc défini |'addition de deux matrices et nous écrirons
C=A+B.

Cette addition est associative et commutative. || existe un éément neutre pour
I’addition qui est la matrice O dont tous les Eléments sont nuls. Toute matrice
A possede une matrice symétrique, notée — A, telle que A + (—A) = 0. Par
consegquent, I'addition définit sur I'ensemble des matrices m x n une structure
de groupe abélien.

Soit A un scalaire. L’application h(x) = Af (x) est, de facon évidente, lingaire
et la matrice C correspondant a h est donnée par

cj = Ag;, i=1,..., m, j=1..., n
c est—a—dire que
C = AA.
Cettemultiplication par un scalaire est distributive par rapport al’addition, elle
est associative et il existe un élément unité, le scalaire A = 1, tel que 1-A = A.

Par conséquent, |'ensemble des matrices m x n muni de |I'addition et de la
multiplication par un scalaire est un espace vectoriel sur IR. |1 est habituellement
note IR™* ",

Nous allons maintenant définir le produit de deux matrices a partir de la
composition de deux applications lineaires. Soient f une application de IR"
dans IR™ (représentée par la matrice A € IR™*") et g un application de IR™
dans IRP (représentéee par la matrice B € IRP*™). Dé&finissons I'application h
par

h(x) = g(f (x))

quel'on noterah = g-f.

Il est facile de voir que h est une application lingaire de de IR" dans IRP.
Cette application correspond a la matrice C = (gj) € IRP*". Nous avons
h(g) = cye+ - +oye
fe) = atje + -+ amey
o(g) = bije+--+hye
oue,..., €, est labase canonique de R™ et ¢;,..., ¢, cellede IRP. D’ou

h(e )

glajje + -+ amjey)

= aqd(e)+ -+ amd(e,)

= ayj(bper+ ...+ byig) + o+ amj(bimey + ...+ Bmey)

= (bnagj + -+ bimamj)er + -+ (bpragj + -+ bpmam; )ep.
Par conséquent, on a finalement

m

Gj = bkagj, i=1....,p, J=1,..., n.
k=1
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Nous venons donc de définir le produit de deux matrices et I’on écrira
C = BA.

On notera que le produit de deux matrices n'est possible que si le nombre de
colonnes de la premiere matrice est egal au nombre de lignes de la seconde. Ce
produit est associatif mais, en général, il n’est pas commutatif (mé&me dans le
cas de matrices carrées). Le produit est distributif, & droite et a gauche, par
rapport a l'addition.

Soit | la matrice carree | = (§j) avec §; = 0sii=j et §; = 18 i =]
(symbole de Kronecker). Cette matrice sappelle la matrice identite et I'on a

A=Al =A.

L'ensemble IR"*" des matrices carrées forme donc une algebre unitaire puisque
c'est un espace vectoriel, un anneau et qu’il existe un &ément unité pour la
multiplication.

Soit A unematrice n x n dont les colonnes sont lingairement indépendant es.
Alors, il existe une matrice, notee A~ 1, telle que

AA T=ATA= .

La matrice A~ ! sappelle I'inverse de la matrice A. On dira dans ce cas que A
est inversible ou réguliere. Une matrice qui n’est pas inversible est appelése non
inversible ou singuliere.

2.5.5 Changement de base

Soit f une application linéaire de IR" dans lui-méme. La matrice A qui
lui correspond dépend de la base choisie. La question a laquelle nous allons
maintenant nous intéresser est de savoir comment la matrice A se transforme
lorsque I’on change de base.

Soit uq, ..., up I'anciennebase et vy, ..., vy la nouvelle. La nouvelle base peut
s écrire en fonction de l'ancienne

Vi =t1iU1+ ---+tnjun, j=1,...,n.

Puisque les vecteurs v; forment une base, les lignes de la matrice T = (t;;) sont
linéairement indépendantes et |la matrice T est donc inversible.

Soit x € IR". On a

X = Xqui+ ccc+ XpUp
= Yyt o+ ypvp
= yi(tgqug + oo+ tpqup) + oo+ yp(tipug + oo+ thpup)
= (tuyr+ o+ tipyn)ur + oo (tpayr + o+ topyn)un.
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Ce qui donne finalement

xi=t|1y1+.-.+t|nyns i=1s"-:n
ce qui peut sécrire
x=Ty
olu x et y sont les vecteurs de composantes x4,...,Xn € Vv4,...,Yn respective-

ment. Posons z = f (x) ou, ce qui revient au méme comme nous |'avons vu,
z = Ax. Le vecteur z est exprimé dans I'ancienne base. Soit z son expression
dans la nouvelle base. Nous avons

z=T"2=T"Ax.
Dans la nouvelle base, x devient x ce qui donne
z=T"12z=T1ATx.

L’application linéaire f qui fait passer de x a z est maintenant exprimee
completement dans la nouvelle base et 1'on voit qu'elle correspond a la matrice

B =T TAT.

La matrice T s'appelle la matrice de changement de base. On dit &galement que
les matrices A e B sont semblables.

2.6 Vecteurs propres et valeurs propres

Nous allons maintenant faire un rappel des principaux résultats reliés aux
élements propres d’'une matrice. Nous n’en donnerons pas les démonstrations.

Soit A une matrice carrée n x n dont les éléments a;; sont des nombres
complexes.

Deéfinition 3
Le nombre complexe A est dit valeur propre de A et x vecteur propre de A
associée a la valeur propre A si

On voit que les vecteurs propres ne sont déterminés qu’a une constante multi-
plicative pres.

D’apres la définition, on a donc (A — Al )x = 0. Si det(A - Al) = 0, alors
x = 0. Puisgue nous avons impose, dans la définition d'un vecteur propre, que
X soit non nul, ce déterminant est nécessairement nul. Les valeurs propres de A
sont solution de I’equation polyndmiale

det(A - Al) = 0.
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En utilisant les regles qui permettent de calculer |a valeur d’'un déterminant
on voit que ce déterminant est un polyndme de degré n en A. Il Sappelle le
polyndme caractéristique de la matrice A. On le désignera par P, e I'on a

Pn(A) = det(A = Al) = (= 1)"A" + ---+ det(A).

Les valeurs propres de A sont donc les racines de ce polyndme. Une valeur
propre A est dite valeur propre simple (ou de multiplicite egale a 1) de A si
A est racine simple de du polyndme caractéristique Pn(A) = det(A — Al) = 0.
Dans le cas contraire €elle est dite de multiplicite k. La somme de toutes les
multiplicités est égale a n.

On rappelle les propriétés suivantes

Propriétée 1

1. Si A est valeur propre de A, alors A est valeur propre de A",
2. une matrice et sa transposée ont mémes valeurs propres,
3. si toutes les valeurs propres sont distinctes, les vecteurs propres forment

une base.

On a leresultat suivant qui s'appelle le Théoreme de Cayley—Hamilton

Theoreme 4
Pn(A) = 0.

Bien evidemment, P,(A) est une matrice et 0 est la matrice nulle.

Supposons que 0 soit valeur propre de A. Alors d’apres la définition d'une
valeur propreon doit avoir Ax = Oavec x = 0. Par consequent, A = 0 est valeur
propre de A si et seulement si A est singuliere.

D’autre part, d'apresles relations de Newton qui relient coegffi cients &t racines
d’un polyndme,
det A= Aq---Ap.

Nous avons les deux resultats suivants.

Théoreme 5
Soient respectivement x; et vy; les vecteurs propres de A et de A*.

(X|,yl)=0 si J\|=AJ.
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Déemonstration.

Nous avons
AXi = AiX;
A% = N
D'ou
(v, AX)) = EI(YJ‘XI)
(A%, X)) = Ny, Xi) = (U, Axj).

D’ol, en soustrayant

0= (Ai = Aj)(yj. %)
ce qui demontre le résultat si Aj = A;. &

Theéoreme 6
Les valeurs propres d' une matrice hermitienne sont réelles.

Demonstration.

Soit A une valeur propre de A et x le vecteur propre correspondant. On a

(AX,x)
(x,Ax)

A(x, %)
A(X,X)
(A", x) = (AX,X)

puisque A = A*. Donc, en soustrayant, (A — X)(x,x) = 0.0r (x,x)= 0¢et, par
consequent, A= A. I

Si lamatrice est symétriquedéfinie positive, non seulement ses valeurs propres
sont réelles, mais elles sont strictement positives.

Propriete 2

Soit P une matrice inversible quelconque. B = P~ AP et A ont mémes valeurs
propres. On dit que les matrices A et B sont semblables. Les vecteurs propres
de A sont égaux a P fois ceux de B.

Définition 4

On dit que la matrice A est diagonalisable s'il existe une matrice non singuliere
P telle que B = P~ 'AP soit une matrice diagonale. Dans ce cas, sur la dia-
gonale de B, se trouvent les valeurs propres de A et les colonnes de P sont les
vecteurs propres de A.
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Propriété 3
Quelque soit la matrice A, il existe une matrice inversible P telle que B =
P~ 1AP soit de la forme de Jordan

J1

Jk

ol J;i est dela forme

et de dimension n;. A; est valeur propre de A et ni = n.

Définition 5
La quantite tr(A) = a;; est appelée trace de A.
i=1
Propriete 4
n
tr(A)= A ettr(Ak)= K.
1=1 i=1

Enfin, on a le résultat suivant

Theoreme 7

det A = Aq---Ap.

Par conseguent, une matrice est singuliere si et seulement si au moins I'une
de ses valeurs propres est nulle.

2.7 La notion de norme

Rappelons d'abord ce qu’est |a notion de valeur absolue d’'un nombre réel.
Soit x un nombre réel. On lui associe sa valeur absolue qui est un nombre réel
positif ou nul, noté |x|, vérifiant les trois propriétés

x| 2 Oet |x| = 0si et seulement si x = 0,
lax] = Ja]-|x], a€lR,
[x + y| =[x+ yl.
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Le nombre |x| peut &re défini par |[X| = sx ou s est le signe de x tel que
s=+1sixz0ets=-1sixs0.

La valeur absolue d’un nombre sert & mesurer sa proximité de zéro. La quan-
tité |[x — y| représente ainsi la distance entrelesnombresx et y. Six = a+ ib
est un nombre complexe, alors |x| = (Ja|+ |b|)"? est son module. Les trois pro-
prietes precédents sont veérifiees en définissant |x| de cette maniere, mais elles
le seraient encore en prenant |x| = |a| + |bl. Ceci montre que la définition n’est
pas unique.

De facon similaire, la notion de norme va associer a un vecteur ou a une
matrice un nombre positif ou nul vérifiant les mémes propriétés.

2.7.1 Normes de vecteurs

Soit x (et y) un vecteur. On lui associe un nombre rég positif ou nul, note
X , verifiant les propriétés suivantes

X 20et x =0siet seulement si x= 0,
ax =la]- x, aeC,
X+y £ X + y.

Tout nombre x verifiant cestroispropriétés s'appelle une norme du vecteur
x. La norme d’'un vecteur n'est pas définie de maniere unique et, etant donne
un vecteur, on peut |ui associer plusieurs normes. Les normes les plus utilisées
sont les normes de Holder. Pour les distinguer les unes des autres, nous leur
mettrons un indice. Elles sont définies par

K K 1k
Xk = |X1| +---+|xn| , k=1‘2’___,
X « = max |Xjl,
1=i=n

ol les x;j sont les composantes du vecteur x.

Parmi ces normes, les plus utiliseessont X 4, X » & X > qui représente
la longueur du vecteur x au sens euclidien du terme (c'est le théoreme de Py-
thagore).

Pour les normes de Holder on peut demontrer les inégalités suivantes

Théeoreme 8

K
Xiyi £ XpYgq P>1,1Up+1qg=1,

i= 1

n""P x ,<n Yy

Xq< Xp, g>p

q. q> P,
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/
8
I D
a
Déemonstration.
Considérons la fonction u définie par
ut)y=tr', t=20 e p>1.

Elle est représentée sur la Figure.

On a aire(OAD) = aP/p et aire(OBE) = ffqgavec g= p/(p— 1) ou encore
1/p+ 1/q= 1puisquet = ud 1. On aaire(lODCE) = abet par conséquent

p
abs ., T
P g
On pose
ao Il il
X p Y q
ce qui donne
IX; il |xi|P lyi|®
XpYyq K k
pIxil® a |yl
i=1 i=1
Ajoutons ces inégalites pour i = 1, ..., K; il vient
k
[xiyil
=1 T
Xp¥Yq P ¢



2.7. LA NOTION DE NORME 39

ce qui demontre la premiére inégalité du Théoreme puisque la valeur absolue
(ou le module) d’'une somme est inférieure ou égale a la somme des valeurs
absolues (ou des modules).

Prenons maintenant q> p et posonsp= gk aveck > 1.On a

1k 1-1/k

1 1 1 1
ZixiP= Ly @k = Ly .
n|><|| n|)<|| n|Xl| n
Posons 1/k = 1— 1/k, uj = |x;|%n et v; = 1/n. Nous obtenons

Wk Ak
i Vi

1

Jix:i [P =

n |xi] u
L'inegalite précedente devient

" 1k 1k
Ui V;

Dol l'inegalite

plq

=
=

|Xi|pn— 1r'|'cn— 1k < n—pfq |Xi|q
i=1 i=1
soit encore
n n plq
-1 - pl
n xi|P < n P4 |xi|“
i=1 i=1
D’ol la seconde inégalité du Théoreme en prenant la racine p-ieme des deux
membres de cette inégalité.

n
Prenonsmaintenant y; = |xi|/ x p.Onay; 2 Qet yip = 1. Par conséquent
i=1
y; £ 1 pour tout i. Si q> p celaimplique donc que y < yP; d’ou

n n
s oy=1
i=1 i=1
n
19
n _ 1|x||
q_ i=
Yi = x 4 <1
i=1 p

ce qui termine la demonstration. i
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On a egalement

X282 X152 nxo
Xw< X255 NX w
Xw< X1SN X =

2.7.2 Normes de matrices

Les normes pour les matrices peuvent &re définies a partir des normes de
Holder pour les vecteurs (mais ¢a n'est pas obligatoire). Soit A une matrice. La
guantite

A = sup AX g
x=0 X k
sappelle norme (de Holder) de la matrice A. C'est la norme de |'opérateur
represente par la matrice A. Puisque I'on peut, dans la définition précedente,
remplacer x par ax on a donc également

A k= sup AX k.

x =1
Ces normes de Holder verifient les trois proprietés des normes

Axz0et Ag=0s etseulementsi A=0,
aA k= Jal- Ak, aeR,
A+B 2 A+ B k.

Ces normes de matrices vérifient, en plus, deux autres propriétés qui nous se-
ronstresutilespar la suite. D’ apres sa définition, A ¢ est uneborne supérieure.
Par conseguent, pour tout vecteur x, on a

AX k= A k- X k.

D’autre part, on a, en posant y = Bx,

A(Bx) k Bx k AY Bx k
AB = su < sy sy .
K x:% Bx k Xk y:r[:]’ Y k ng X k

Par conséguent
AB k= A - B .

On appelle multiplicative toute norme verifiant cette inegalite.

Les normes préecédentes semblent &tre dificiles a calculer en pratique puis-
qu’elles font intervenir une borne supérieure. Cependant, on connait leurs ex-
pressions exactes dans trois cas (A est une matrice n x m)
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A -

I
ng
o

Ao = p(AAT)

ou p(AAT) désigne le rayon spectral de la matrice AAT, c'est—a—dire sa plus
grande valeur propre puisque celles—<i sont réelles et positives. On démontre
gue, quelgque soit la norme

(A)s A .

Remarque 4
Si A est symétrique, A »= (A).

On utilise aussi parfois la norme de Frobenius car elle est facile a calculer.

Elle est définie par
12

_ 2
AFf= |aij |

ij=1
Pour cette norme, on a &galement

AB £ AfF- B E.

Parmi toutes ces normes, laquelle faut-il utiliser ? Pour les vecteurs, la norme

X 2 est certainement la plus concréte puisqu’elle représente une longueur au

sens euclidien, géométrique, du terme. Mais la norme matricielle A > qui lui

est associee est difficile a calculer en pratique puisqu’elle ne sexprime pas di-

rectement a 'aide des termes de la matrice. En fait, la norme utilisée n’a que

peu d'importance car on demontre qu’elles sont toutes equivalentes, ¢ est—a—dire
gu’elles sont reliées entre elles par des inégalites. En particulier, on a

Pour simplifier les notations, nous supprimerons, a partir de maintenant,
I'indice dans les normes de Holder avec la convention que, dans toute égalité
ou inégalité, c'est partout le méme indice qui est sous—entendu.

2.7.3 Le conditionnement

Pour toute norme de Holder, on a, en prenant B = A, AA™T = | <
A - A1 _Or, lanormedelamatriceidentitéest egalea 1 d’apres|a définition.
Il s'en suit quel'on a l'inégalite (I'indice k est sous—entendu)

K(A)= A - A°T =1
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Ce nombre k(A) sappelle le conditionnement de A. Son importance est fon-
damentale. Nous I'avions d&a évoqué dans la Section 1.4 et nous le reverrons
par la suite. On dit que la matrice A est bien conditionnée si K(A) est “voisin”
de 1. Si k(A) est “grand” par rapport a 1, on dit que A est mal conditionnée.
Naturellement les adjectifs “voisin” et “grand” sont subjectifs. Si la précision de
I’ordinateur avec lequel on travaille est de 10 / un conditionnement de 10° sera
considéeré comme “grand” . Par contre, si la précision est de 10”15, un tel condi-
tionnement sera “ petit”. Ces considérations s'éclaireront quand on verra, dans
la Section 3.2, quele conditionnement est, en fait, le facteur d’amplification des
erreurs sur les données.

Remarque 5

On fait souvent I'erreur de croire qu'une matrice dont le déterminant est tres
voisin de zéro est mal conditionnée et cela parce qu’elle est proche d’'une matrice
singuliere. 11 n'en est rien. En effet, considérons la matrice diagonale dont tous
les termes sont égaux a £. Son determinant vaut £" alors que son conditionne-
ment est égal a 1.

2.8 La decomposition en valeurs singulieres

Un outil particulierement utile pour I’analyse matricielle est la decomposition
en valeurs singulieres. Nous commencerons par |la présenter en détail dans le
cas des matrices carrées regulieres. Puis nous donnerons les résultas princi-
paux du cas rectangulaire et nous les utiliserons pour la résolution des sytemes
d’equations linéaires au sens des moindres carrés.

2.8.1 DMatrices carrees

Le résultat principal est le

Théoreme 9
Soit A une matrice réguliere px p. |l existe des nombresréelsoy 2 g 2 ---2
Op > 0 et deux bases orthonormales uq, ..., up €t vq,...,V, de IRP tels que, pour
i=1,....p

AV', = gju; et ATU| = gjv.

Déemonstration.

OnaATAv, = gATu = o?v, & AATu; = g/Av; = 0?u; ce qui montre que les
nombres 0? sont les valeurs propres (qui doivent &tre positives) de ATA et, bien
sur, également de AA', que les u; sont les vecteurs propres correspondants de
AAT et quelesv; sont ceux de ATA. On sait également que ces deux ensembles
de vecteurs propres sont orthonormaux (c'est—a—dire (ui,uj) = (vi,vj) = §j,
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symbole de Kronecker). Enfin (Avj,Av;) = 0-,2 > 0 et I'on peut choisir le signe
positif pour o;. i

Soit U = [uq,...,up] la matrice dont les colonnes sont uy,...,up, V =
[vi,...,vp] & & = diag(0q,...,0p). On voit facilement que les relations du
Theoreme 9 peuvent sécrire

A=UzV'.

C'est cequel’on appellela decomposition en valeurs singulieres. Nous la désignerons
par SVD qui provient de lI’anglais singular value decomposition. Les nombres o;
sont appelées valeurs singulieres de la matrice A. La SVD d'une matrice est
unique.

On voit que
o = (u,Av)) = (Av;,Av)"2 = (ATu;, ATu)V2,

On a egalement
(ui,Avj) =0 pour i=j.

La SVD permet d'obtenir des expressions de A et de A~ 1. Ainsi, nous avons
le

Theoreme 10

P P 1
A= oaouyl e A= —vul.

L .G

i=1 i=1
Démonstration.

Posons B = P, oju;v/ . Pour montrer que B = A il suffit de montrer que
Bvi = Ay, pour i = 1,...,p puisque les v; forment une base. On a
p
Bv = gy (vj, Vi) = giui = Avj.

=1

La SvD de A~ est donnée par
Al=v T Ty-T=vyz Ut

compte tenu de I'orthogonalité des matrices U et V. L’expression de A~ se
déduit donc immeédiatement de la premiere partie de la demonstration. i

Les valeurs singulieres sont reliees a certaines normes de la matrice A. En
effet nous avons le

Théoreme 11
Ar,=ag e A1 ,=1a,.
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Déemonstration.

On doit demontrer que

AX 9
01= A 3= max
x=0 X 2
Mais, puisque
Av u
12 12 _ o
Vi 2 Vi 2

onadonc A 52 0Oq.

Nous allons demontrer que cetteinégalité a lieu aussi dans |'autre sens ce qui
demontrera I'egalité. Soit x un vecteur quelconque de IRP. |l peut sécrire sur
la base des v;, C'est—a—dire x = ajv4 + -+ + apvp. A cause de I'orthonormalite
desvj, on adonc (x,x) = aj + -+ a2 Mais Ax = ajAvy + -+ + apAvp =
a101uq + -+ apOpup €et, puisque les u; sont orthonormaux, on a (Ax,Ax) =
ajof + -~ + ajos. Mais, M,0; < 04 e donc (Ax,Ax) < of(aj+ -+ + &) =
o%(x, x). D’ou finalement (Ax, Ax)/ (x,X) < oy.

Démontrons maintenant la seconde &galité. On a vu, dans |la démonstration
du Theoreme 10, que A~ ' = V- Tz~ U1 = v~ 1UT d’apres I'orthogonalite
des matrices U et V. Les valeurs singulieres de A~ sont donc les o ' avec
051 2 -2 o§1 > 0. En appliquant la premiere egalite du Theoremea A~ " on
obtient le résultat. i

D’apres ce Theoreme, on a donc k2(A) = 041/ 0p €t, W,

AXzs

g, <
P X

O1.

Op représente également la distance euclidiennedeA al’ensemble des matrices
singulieres. En effet, soit As la matrice singuliere la plus proche de A, c'est—a-
diretelle quelanorme A - As > soit la plus petite possible. Alors

A-Ag o _ 1

A-A =g, ¢t = )
S27 A K2(A)

La norme de Frobenius d’un matrice A est définie par
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Considéronslesystemelingaire Ax = b. Nousavonsvu, dansla démonstration
du Théoreme 10, que A~' = VI~ 'UT. Donc, x sexprime dans la base des
vecteurs vj comme
P (ui,b)

i=1 O

x=Vs UTpb=

Vi.

2.8.2 DMatrices rectangulaires

Considérons maintenant le cas ol A € IR"™*™ et est de rang r. On montre,
comme dans le cas des matrices carrées, gu'il existe des nombres réels g1 2

-2 o > 0, une matrice orthogonale V. = [vq,...,Vy] € IR™*™ et une
matrice orthogonale U = [uq,...,uy] € R™" tels que
Avi=ou, i=1....r1 Alu=agv, i=1,....r
Av; = 0, i=r+1,....m ATu =0, i=r+1,....n.
Les vecteurs vy, ..., vm sont donc les vecteurs propres de ATA e uq,...,up,

ceux de AAT correspondants aux valeurs propres non nulles o7, . . ., o’ de ATA
e de AAT.

Soit Z la matricen x m

TR
avec Z =diag(g1,...,0;). Alorson a
A=UzVT
et, par conséquent
A= r oV

i=1

Ces resultats restent valables dans le cas d’une matrice carrée de dimension
netderangr < n.

2.9 Quelques methodes et formules utiles

Dans cette Section nous allons fournir des formules et des mé&hodes qui
peuvent &re utiles en algebre matricielle.

2.9.1 Methode de bordage

Dansun certain nombred’applications, on doit résoudreunesuite de systemes
linéaires de dimensions croissantes ou chaque matrice est obtenue a partir de
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la matrice précédente en la bordant par une nouvelle ligne et une nouvelle
colonne et en ajoutant un nouvel Eément au second membre. On peut résoudre
récirsivement ces systemes en utilisant la méthode de bordage.

Soit A, une matrice de dimension n et soit X, la solution du systeme
Aan = h‘|.
On considere la matrice bordée

An Uup

An+'1 = v a
n n

ol up VI sont desvecteursdeR" et a, un scalaire. On a (fairela demonstration
en exercice)

AL+ ASTunB VALY AL Tun By
—_r-1 -1 -1
Bn VﬂAn E'n

avec By = ap — VpA; lup.

Soit X+ 1 la solution du systeme

An+1Xne 1= e = :n
n
ou d, est un scalaire. On a
X -A-Tu _
Xn+1 = S non Bn 1(dn = VnXp).
0 1
Les vecteurs ¢, = —Aj'un qui interviennent dans ces formules peuvent

également &tre calculés récursivement par la méme méthode de bordage.

Toutes les formules précédent es restent valables si I'on borde simultanément
par plusieurs lignes et plusieurs colonnes. Dans ce casuy, €t vy sont desmatrices
rectangulaires et d, un vecteur.

Comme nous allons maintenant le voir, Bn est un complément de Schur.

2.9.2 Compléement de Schur

Considérons une matrice partitionnée en quatre blocs

A B
M'CD’
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ou la sous—matrice A est carrée et inversible. Le complément de Schur de A
dans M, denoté (M/A), est la matrice
(M/A)=D-CA 'B.
Quand la matrice M est carrée, la notion de complément de Schur est reliee
a I’élimination de Gauss par blocs (voir Chapitre 4)

ve AB _ | 0 A B
S cD T cA' 0 (M/A)

De plus, on a
detM = det A -det(M/A).

2.9.3 Formule de Sherman—Morrison
Soit A unematricepx pet U et V deux matricespx k aveck < p. La formule
de Sherman—-Morrison est
A+UVvH) T=A""T-ATug + VTA~U)" TVTAT

| faut naturellement supposer queni A ni | + VTA~'U n’est singuliere. Cette
formule montre qu’une correction derang k d’'une matrice induit une correction
de rang k de son inverse.

Cette formule est reliee a la méthode de bordage.

2.9.4 Identite de Sylvester

Soit 1a matrice
ayq - an
an1 " ann

Notons D(i,] ; k, m) le determinant de la matrice formée par les lignesi aj et
les colonnes k am delamatrice A aveci < j et k< m.

L'identite de Sylvester est

D(,n;1,n)D(2n-1:2,n-1)= D(1,n- 1:1,n- 1)D(2,n;2,n)
-D(1,n=-1:2,n)D(2,n;1,n = 1).

2.10 Complexite des calculs matriciels

Un domaine important, qui se situe a la frontiere entre analyse numerique et
informatique, est celui de la complexité des algorithmes numériques. |l consiste
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dans I'etude théorique et pratique des algorithmes qui demandent le moins
possible d'opérations arithmétiques pour gfectuer un certain calcul. Par &ude
theorique, on entend la démonstration de |’existence d’une borneinférieure pour
le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires a la réalisation d’'un calcul
puis la recherche de la valeur de cette borne. L’éude pratique consiste ensuite
atrouver un algorithme dont le nombre d’opérations arithmeétiques se rapproche
le plus possible de cette borne inferieure.

Nous allonsillustrer ceci par |I'exemple du calcul du produit de deux matrices.
Soient A = (a;) et B = (by; ) deux matrices de dimensions respectives m x n et
nx pet soit C = (cj)= AB. On calcule habituellement C al'aide de

n
Cij= aikbki, i=1,..., m, j=1,...,p.
k=1
Le calcul de chaque &ément de C demande n multiplications et n— 1 additions
soit, au total, nmp multiplications et (n — 1)mp additions.

On a pensg, il y a quelques années seulement, que ce produit pouvait s efec-
tuer en un moins grand nombre d’opérations. On ne connait pas actuellement
la borne inférieure du nombre d’opérations mais I'on sait uniquement que, pour
des matrices carrées de dimension n, elle est comprise entre K 1n? et K,n249%
oUK ¢ et K7 sont des constantes independantes de n.

Le premier algorithme que nous allons déecrire est du a S. Winograd et il date
de 1970. Il est basé sur I'identite

X1y1+ X2Yy2 = (X1 + y2)(X2 + y1) = X1X2 = Y1¥2 (2.2)
et son extension au calcul du produit scalaire de deux vecteurs de dimension
n=2k

2k k k k

Xiyi = (X2i- 1+ y2i)(X2i + Y2i-1) = Xoi—1X2i =  Ya2i-1Y2i-
i=1 i=1 i=1 i=1

En utilisant la formule précédente pour chaque ¢;, le calcul du produit de
matrices C = AB s¢fectue de la fagon suivante (en supposant que n = 2K)

k

fi = 8 r-18i2r, 1=1,...,m
r=1
k
g = bpr-qjbpry, J=1,...,p
r=A1
K
G = (@ -1+ byj)@or+bpy-q;)-fi-g, i=1....m j=1._..

r=1
On verifiera que cet algorithme nécessite

n_r;p + g(m + p) multiplications
gnmp+ mp + %- 1 (m+p) additions.
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On voit, que par rapport a la formule classique rappelée plus haut, cet algo-
rithme demande deux fois moins de multiplications mais que le nombre d’ addi-
tions est augmenté. 1l y a cependant un gain, surtout parce que, sur ordinateur,
une addition dure bien moins de temps qu’une multiplication.

On peut naturellement se demander s'il est possible de mieux faireen utilisant
une identite avec trois termes a la place de (2.2). La réponse est négative et
donc I'algorithme de Winograd est optimal en ce sens. On peut utiliser cet
algorithme pour I'inversion de matrices ou la résolution des systemes linéaires.

Un second algorithme, pour efectuer le produit de deux matrices carrées de
dimension n = 2k a &é& obtenu par V. Strassen en 1969. || nécessite moins de
4.7 n'°% 7 gperations. || peut egalement &tre utilise pour le calcul de I'inverse et
du déterminant de A ainsi que pour la résolution d'un systeme linéaire, le tout
avec un nombre d’opérations du mé&me ordre de grandeur.

Dans cet algorithme, puisque n = 2k est pair, on commence par partitionner
les trois matrices en quatre blocs de dimension k

An A g _ Bn Bz o_ Ci Cp

A = 1 ]
Az A B21 B» Ca Cx

Puis on calcule les matrices suivantes

Q1 = (A1 + An)(Bi1+ Bn)
Q2 = (A21*+ A»)Bn
Q3 = A1(B12- Ba)
Q4 = Apn(B21- Bi11)
Qs = (A11+Ap)Bxn
Qs = (A21— A11)(B11+ B12)
Qs = (A12- An)(B21+ Ba)

et I'on a
Cit = Qi+ Q- Qs+ Qy
Ciz = Q3+ Qs
Cor = Qo+ Qq

Cyp = Qi+ Q3- Qo+ Qs.

Cet algorithme nécessite 7 produits et 18 additions de matrices k x K. Plus
n est grand et plus il devient avantageux. Cela tient au fait qu'il ne demande
gue 7 produits de matrices au lieu de 8 pour I'algerithme classique. Puisque le
produit de deux matrices k x k a besoin habituellement de k3 multiplications
et de (k — 1)k? additions et que la somme de deux matrices k x k a besoin de
k? additions, 'algorithme de Strassen nécessite au total

7k3 = (7/8)n3 multiplications
7(k3 = k?) + 18k27k3 + 11k? = (7/8)n° + (11/4)n? additions.
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D&s quen > 30, I'algorithme de Strassen devient plus avantageux. Bien sur, si
k est lui-méme pair, on peut recommencer la procédure. Ainsi, lorsquen = 2P,
on trouve que le nombre M (p) de multiplications et le nombre A(p) d’additions
verifient
M(p+ 1)
Alp+ 1)

™ (p)
7A(p) + 18(4°)

avec M (0) = 1 et A(0) = 0. D’ol finalement

M (p) 7P = (2P)\0%2 [ = plogy [ = 280/
A(p) = 6(7P- &)= §[(2P)°% 7 - ()] = §(n'% " - n?).

Si n n'est pas une puissance de 2, on borde la matrice par des zéros pour y
arriver. On a alors un nombre de multiplications inferieur a 7n'°927 — 42n2
et un réesultat similaire pour le nombre d'additions. Ainsi, cet algorithme ne
necessite que 4.7 n2897 opeérations.



Chapitre 3

Les systemes lineaires

Le but de cechapitreest, en premier lieu, de poser le probleme mathéematique
de la résolution des systemes d’équations lin&aires, de voir comment il peut, en
théorie, se resoudre e de fournir certains outils qui seront utiles par |a suite.

3.1 Generalites sur les systemes lineaires

On suppose connue une matrice carrée complexe A dedimension n ainsi qu'un
vecteur b de C". Le probleme que nous allons chercher a résoudre consiste a
trouver le vecteur x € C" qui verifie

AX = b

C’est ce que l'on appelle un systeme d'équations lingaires ou, plus simplement,
un systeme linéaire. Si nous I'explicitons completement, il s écrit

a;1 aip - an X1 b
ay ax "°° an X2 b
@n1 @p2 - @apn Xn bn
ou encore
apXq+ apXo+ -+ apXy, = by
ayXq+ apXo+ -t apXp = b
an1X1+ @npXg+ -+ appXpn = by

Comme nous I’avons vu dans le Chapitre 2, ce systeme a une solution unique
si et seulement si det A = 0. Si ce déterminant est nul alors le systeme peut

51
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avoir une infinité de solutions ou n’en avoir aucune. Prenons un exemple

1
2.

X1+ 2X9
2X1 + 4xo

La seconde équation est ledouble de la premiere et le determinant de la matrice
est nul. Si I'on donne a x4 une valeur quelconque, alors xo = (1- x4)/2. Si l'on
donne a X, une valeur quelconque, alors x1 = 1- 2x,. Ce systeme a donc une
infinité de solutions. Par contre, si nous remplacons la seconde equation par
2Xq + 4x5 = a = 2, alors on ne peut pas avoir simultanément 2(xq + 2x2) =
2(1) = a= 2 ¢t le systeme n'a donc aucune solution. Dans le premier cas, le
second membre bappartient al'imagedeA, c'est—a—dire|’ensemble des vecteurs
de la forme Ax avec X quelconqgue, alors que, dans le second cas, b n’appartient
pas a cette image.

On sait que, si det A = 0, lescomposantes x;j dela solution du systemeAx = b

sont données par les formules suivantespouri = 1,...,n
aln - oar-1 b a1 - an atr 0 @i
Xj = : : : : : : :
8n1 " @nj-1 by @ni+1 c ann ani1 """ @npn

Lecalcul d'un déterminant de dimension n par lesregles données dansla Cha-
pitre 2 nécessite nl(n— 1) multiplications et n!— 1 additions (a demontrer). Par
conséquent, la résolution du systeme Ax = bdemande, au total, nIn(n+ 1) — 1
opérations arithmétigues élémentaires. C’est un nombre qui devient rapidement
extremement grand. Pour s'en convaincre, supposons que ce calcul soit realise
sur un ordinateur efectuant 10" opérations par seconde. Le Tableau 3.1 donne
le temps de calcul nécessaire a la résolution du systeme.

Rappelons que I'age de I'univers est, sans doute, situe entre 10 et 15 10°
ans!!! On voit que, méme en multipliant la vitesse des ordinateurs par un
facteur important, cela ne changerait pas grand’ chose.

I est donc nécessaire de disposer d’autres méthodes pour résoudre un systeme
lingaire et cela d’autant plus que, & I'heure actuelle, on doit résoudre des
systemes de plusieurs centaines de milliers, voire plusieurs millions d’inconnues.
De tels systemes sobtiennent couramment lors de la discrétisation d'eguations
aux derivees partielles pour différences finies ou par &éments finis. Nous en
donnerons un exemple dans le Chapitre 7.

Les méthodes de resolution des systemes lingaires se divisent en deux classes
- les méthodes directes qui fournissent la solution exacte x apres un nombre
fini d'opérations arithmétiques,

- lesméthodesitératives oli I'on construit une suite de vecteurs qui converge
vers la solution x sous certaines conditions.
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| n | temps de calcul |

9 2.9 sec.
10 36.3 sec.
11 8.0 min.
12 2h.

13 1.2 jour

14 19.8 jours
15 340.5 jours
16 17 ans
17 326 ans
18 6577 ans
19 139250 ans
20 3100 ans
21 71-10° ans
22 2-10% ans
23 40-10° ans

Tab. 3.1; Temps de résolution d'un systeme lingaire

Dans ce livre, nous n’&udierons que les méthodes directes. Elles ne peuvent
&re utilisees que pour des dimensions relativement faibles (mais que I'on ren-
contre quand méme dans de nombreuses applications). Pour les tres grands
systemes, il faut se tourner vers les méthodes itératives, en particulier les
méthodes de projection, ou méme combiner méthodes directes et itératives.

Le principe de base des méthodes directes est le suivant : on transforme un
systeme que I'on ne sait pas résoudre en un systeme que |'on sait résoudre. |l
existe essentiellement trois types de systemes que I'on sait facilement résoudre

les systemes avec une matrice diagonale,

les systemes triangulaires, c'est—a—dire ceux ou la matrice présente I'une
des deux formes

a1 - A a1

dnn an1 """ @ann

Pour |la premiere forme, que |'on appelle triangulaire supérieure, on a
immeédiatement
B - @& i+1Xi+1~ *** = @inXn

Xj = , i=nn-1,...,1.
ajj

Laseconde forme de matrice s'appelletriangulaire inférieure et I'on résoud
le systeme de facon similaire,
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— les systemes avec matrice orthogonale, ¢ est-a—dire telleque A~ 1 = AT.
Onadoncx = ATh

Le passage a des systemes triangulaires conduit aux méthodes du type de
Gauss, celui a des systemes orthogonaux conduit a la méthode de Householder.
Le passage & un systeme diagonal est plus coliteux et n’est que rarement utilise.
Il correspond a la méthode de Gauss—Jordan.

Mais, auparavant, un certain nombre de notionsimportantes se doivent d’&tre
étudiées.

Remarque 6

Dans ce qui suit, nous ne traiterons que le cas des systemes lin&aires réels car
un systeme complexe peut se ramener a un systeme réel de dimension double.
En efet

(A+iB)(x+iy)=b+ic

peut s'écrire

3.2 Les erreurs numeriques

Dans cette Section, nous allons d’abord &tudier I'erreur a priori. Avant de
résoudre un systeme lin&aire, il faut commencer par introduire les données
(eléments de la matrice e composantes du second membre) dans I'ordinat eur.
A cause de I'arithmé&tique de I'ordinateur, ces nombres peuvent ne pas &tre
représentes exactement en méemoire. Par conséquent, le systeme que I'on va
résoudre en pratique est quelque peu différent du véritable systeme et, dans
certains cas, sa solution exacte peut &tre tres eloignée de la solution exacte du
systeme non perturbé. Le meéme phénomene se produit, bien slr, si les données
soient entachées d'une erreur. C'est ce genre d'erreur qui sappelle erreur a
priori car elle est présente a priori, Cest—-a—dire avant le commencement de
tout calcul. La notion qui permet de savoir si la solution d'un systeme est plus
ou moins sensible aux perturbations sur les données est |a notion de condition-
nement définie dans la Section 2.7.3. Bien entendu, on voit que cette notion est
completement indépendante de I'algorithme qui sera utilisé par la suite pour
résoudre le systeme.

Une fois les calculs gfectués, la solution obtenue sur ordinateur est souvent
differente de la solution exacte a cause des erreurs sur les données et de la
propagation des erreurs dues a l'arithmétique de I'ordinateur dans I'algorithme.
C’est ce que I'on appelle I'erreur a posteriori.
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Pour ces deux types d’erreurs, nous obtiendrons des bornes supérieures. Ce-
pendant, bien souvent en pratique, ces bornes présentent I'inconvénient usuel
des bornes supérieures, c'est—a—dire qu'elles surestiment largement |la véritable
erreur. De plus, le calcul de ces bornes fait intervenir des quantités inconnues,
comme le conditionnement, ou diffi ciles a calculer. C'est pour cela que, dans la
derniere Section, nous donnerons d’autres formules pour estimer I'erreur.

3.2.1 Etude a priori

Nous voulons étudier I'effet sur la solution d'une perturbation a la fois sur la
matrice et sur le second membre. Afin de rendre cette étude plus facile, nous
analyserons d'abord séparément chacune de ces perturbations.

Soit db une perturbation sur le second membre et soit dx la perturbation
induite sur la solution, c'est—a—dire

A(x+ 0x)= b+ db

ol x est la solution exacte du systeme Ax = b. On a le réesultat suivant

Theoreme 12
S x=0, alors

% ) P
o

Démonstration.
On a, d’apres la définition d’une norme matricielle,

b _ AXx

X X

< A

De méme, puisque dx = A~ 18b, on a

x _ A 1%

- -1
ob ob A

1A

En multipliant entre elles ces inégalités, on obtient le resultat. i

Cerésultat nous montre donc que le conditionnement k(A) représente le fac-
teur par lequel I'erreur relative sur le second membre peut &re multipliee. En
d’autre termes, K(A) apparait comme & ant le facteur possible d’amplification
de I'erreur relative sur le second membre. Les mots peut et possible expriment
lefait que le résultat du T h&éoreme nous donne une borne supérieure qui, peut—
gtre, n'est pas atteinte. Donc, si la matrice est bien conditionnée (¢’ est—a—dire
si K(A) est voisin de 1) alors une petite perturbation du second membre n’en-
trainera qu'une petite perturbation de la solution tandis que si la matrice est
mal conditionnée, une petite perturbation du second membre pourra entrainer
une grande perturbation du résulat.
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Considérons maintenant le cas d'une perturbation dA sur la matrice. Elle
induit sur la solution une perturbation que nous continuerons d’appeler &x bien
gu’il ne soit pas le méme vecteur que précedemment. On a donc

(A+BA)(x+ dx)=Dh

Nous avons le

Théoreme 13
Six=0etsi A-' - 8A < 1, alors

5A
Bx KA A

X 0A
1= K(A) -

Demonstration.

Il faut commencer par démontrer que la matrice perturbée A + A est inver-
sible. On a
A+ 8A=A(l + A"1BA).

S A1 - 8 < 1, alors A '8A < 1 et donc le rayon spectral de A~ 15A
est strictement inferieur & 1. La matrice | + A~ '8A ne peut, par consequent,
pas avoir de valeur propre nulle et elle est donc inversible.

Démontrons maintenant I'inégalité du Théoreme. On a

(A + BA)BX = — BAX

d'ou
ox = — (I + A~ 18A) TA~ 18AX
et
3 < (1 +A '8A) 1A TBA - x
soit encore
& < (I1+A'8A)" - A"TBA - x
& < (I+A"8A)Y " - AT - BA - x.

Si B est une matrice telle que B < 1, alors elle ne peut avoir 1 comme
valeur propre puisque (B)= B .Doncl| - B n'a pas de valeur propre nulle,
elle est inversible et I'on peut écrire

(1-B)'=1+B(-B)"

d'ou
(1-B)y" =<1+ B - (1-B)".
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De plus, en itérant |a formule précédente,
(1 -B)l +B+---+BK) = | -BKk1
(1+B+---+B%-(-B)" -(I = B)y 'BK,

Puisque B < 1, lorsque k tend vers I'infini BX tend vers la matrice nulle. Par
consequent (1 -B)™ 1= 1+ B+ B2+ B3+ - -- puisque cette serie est convergente.
On a donc

1
1- B~

(1-B)" <1+ B(1+ B + B ?+--9)s

En appliquant ce resultat & la matrice - A~ 18A, on obtient donc
1 < 1
1- A-T8A ~ 1- A1 - A~

(1+A 18A) T <
D’olu finalement
< A-1 - BA
T 1- AT - BA
ce qui termine la demonstration en utilisant la définition de k(A). I

Ox

Les conclusions sont les mémes que celles du Théoreme précédent puisque,
en general, K(A) A / A est petit par rapport a 1. K(A) apparait donc encore
comme le facteur éventuel d’amplification de I'erreur relative.

Nous pouvons maintenant aborder le cas complet d’une perturbation sur la
matrice e sur le second membre. De nouveau nous écrirons

(A + BA)(x + 8x) = b+ &b

Onale

Theoreme 14
Six=0etsi A-' - 8A < 1, alors
x K(A) s oA
X oA b A
1 K(A)T

Demonstration.

Bien evidemment, |a condition du T heoreme est 1a pour assurer la régularité
dela matrice A+ OA. On a
o = (1 + A~'8A) A~ 1(Bb- BAX)
dou
oX _ A1 b
X 1- A1 - %A b
On obtient le résultat en utilisant ensuite b = A - x . §

+ 0A

On voit que, si b= 0ou si A = 0, on retrouve respectivement les inégalites
des deux T héoremes préecéedents.
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3.2.2 Etude a posteriori

Supposons maintenant avoir obtenu, sur ordinateur, un vecteur y qui est
une approximation (a cause des erreurs dues a 'arithmétique de I'ordinateur
ou parce que I'on a utilise une méthode ne fournissant pas la solution exacte
mais seulement une solution approchée comme c’est le cas avec une méthode
itérative) de la solution exacte x du systeme. Nous allons maintenant tester la
gualité de cette approximation, c est—a—dire &udier I'erreur a posteriori.

Soit r = b— Ay le vecteur résidu correspondant ay. On ala

Théeoreme 15

-

b
Deémonstration.
Onay= A '(b-r). Soustrayons x = A~ 'b. On obtient y- x = -A~'r ¢
y-x < A" - r.

Or b = A - x ,cequi termine la demonstration en multipliant entre elles
ces deux inégalités. i

L’inégalite du T héoreme préecedent n'est pas facile a utiliser dans la pratique
car elle néecessite la connaissance de kK(A). Supposons que I’on connaisse une
approximation C de A~ (ce que nous appelerons un préconditionneur dans la
Section 3.3). PosonsR =1 -= AC.On ale

Theoreme 16 Si R < 1 alors

C -r

-y <
YyTX 29TR

Démonstration.
D’apres le Théoreme préecédent
y-x s AT -,
Deplus,onaA~ 1= C(l - R)"', d'ou
Alsc (g-R .

Donc, puisque R < 1, on a, en utilisant une inégalité de la demonstration du
Theoreme 13,
(1-R" =1(1- R)

et I'on obtient I'inégalite a demontrer. il

La condition R < 1 n’est pas trop restrictive car, s'il nen &ait pas ainsi,
C serait une bien mauvaise approximation de A~ .
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3.2.3 Exemples

Donnons un exemple numérique qui montre bien I'influence d’'un mauvais
conditionnement. Si x est la solution du systeme Ax = balors le vecteur résidu
r = b— Ax doit &re nul.

Considérons les trois systemes suivants qui sont mal conditionnés

| systeme 1 | solution
X1+ dx—-7=0 X1 =1
3xq1+ 4.00001x2— 7.00001=0| xo = 1

| systeme 2 | solution \
y1+ 4y, -7=0 yi=7+2/3
3y; + 3.99999y, - 7.00004=0 | y, = -4

| systeme 3 ' solution |
3z1+4z-7=0 z1=9+1/3
3z1 + 3.999992z; — 7.000042=0 |z, = -5- 1/4

Si, dans chaque systeme, I'on reporte les trois solutions on trouve des résidus
dont la premiere composante est toujours nulle et dont la seconde est donnée
dans le tableau suivant

\ | systeme 1 | systeme 2 | systeme 3 |

X1, X2 0 -0.00005 | -0.00005
y1.y> | -0.00005 0 -0.00001
21,2, | -0.0000825 | -0.0000105 0

Si I'erreur est petite alors le résidu sera petit. Mais un point capital a tenir
en compte est que la réciproque n'est pas toujours verifiee : le residu peut &tre
petit et, cependant, I'erreur peut &re grande. C’est ce que montre cet exemple.

Voici un exemple encore plus caractéristique. Considéerons le systeme

1.2969 0.8648 x1 _ 08642
0.2161 0.1441 x2  0.1440

Sa solution exacteest x = (2,-2)".

Avec |la solution approchee y = (0.9911,-0.4870)", on obtient un résidu
r=b-Ay=(-108108)T,

Pour cette matrice k; = 2.4973- 108,
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3.2.4 Estimations de l'erreur

Soit x la solution exacte du systeme Ax = b et y une approximation de x
(obtenue par une méthode directe ou comme itéré d’'une méthode itérative).
L'erreur e= x -y et lerésidur = b— Ay sont relies par r = Ae et, dong, il
n'est pas possible de calculer I'erreur a partir du résidu.

Cependant, on a

1< A e =K
r
Te & <
K A1 - r
ouk= A - A™'  lesnormes éant les normes euclidiennes. Par conséquent, si

I'on connait A ou A~'  alorslesquantites r / A e A~' - r peuvent
&tre considerees comme des estimationsde e et I'on a les bornes

r

< < -1 .
A_e_A r. (3.1)

Ces estimations demandent la connaissance de la norme euclidienne de A ou
de son inverse €t, de plus, dans certains cas, ces bornes peuvent &tre beaucoup
trop larges.

Voyons donc maintenant comment estimer I'erreur.

Nous allons &tudier la quantitée

p= Ar
ol les normes sont quelconques.
Nous avons
-1
. A= AT AL At A =k
P r?2 r 2

D'un autrecdte, r = A" 'Aretdonc r < A~ - Ar . Nousavons egalement
r < A - e, dol, en multipliant ce deux inégalités entre elles,

LR

K p
Ces inégalites montrent que, si le conditionnement de A est voisin de 1, alors
on est certain que p est une bonne estimation de e . Cependant, méme si le
conditionnement de A est grand, cette estimation peut &tre satisfaisante.

Il est possible d'obtenir des bornes un peu plus fines

1 e

ES m(A) = ?s M(A) € K
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avec
 Au - A"lu
mA) = mpSt
B Au - A Tu
M) = me=t

Desdemonstrations similaires sont valables pour laquantitep = r 2/ A'r
qui est également une estimation de I'erreur. Cette estimation est, dans le cas
de la norme euclidienne, une borne inféerieure de la norme de |I'erreur. En effet

r3=(r,r)=(r,Ae)= (ATr,e)< ATr - e,

3.3 Le preconditionnement

Si la matrice du systeme Ax = b est mal conditionnée, une petite variation
des données pourra entrainer une grande variation sur la solution. D’autre part,
si la matrice est mal conditionnée un certain nombre de méthodes itératives
convergeront lentement car plusleconditionnement est grand et plusleur vitesse
de convergence est faible. C’est le cas, par exemple, de la méthode de la plus
profonde descente et de la méthode du gradient conjugué qui ne seront pas
etudieesici.

C’est pour ces deux raisons que I'on remplace souvent le systeme Ax = b
par le systeme CAx = Cbh. La matrice C est choisie de sorte que le condi-
tionnement de CA soit plus petit que celui de A. Une telle stratégie s appelle
préconditionnement (a gauche) et |la matrice C sappelle préconditionneur (a
gauche). Plus K(CA) sera voisin de 1, meilleur sera le préconditionnement. 1l
est evident que le meilleur préconditionneur possible est C = A~ un choix
impossible en pratique. On prendra donc pour C une approximation de A= 1. I
est possible de construire de telles approximations en théorie. Cependant, leur
utilisation pratique est souvent limitée aux systemes de dimension réduite tels
gue C puisse &tre gardee en memoire del'ordinateur. Pour les grands systemes,
il n'existe pas de préconditionneurs valables pour toute matrice et chaque cas
particulier doit &tre étudié individuellement.

On peut également définir un préconditionnement a droite, c’'est—a—dire ou
I’'on considere le systeme ACy = bavec x = Cy ainsi qu'un préconditionnement
bilatéral CACy = Cbavecx = Cy.

Au lieu de chercher une matrice C qui soit une bonne approximation de A~ 1,
on peut aussi chercher une matrice M qui soit une approximation de A puis
prendre C = M ~ 1. |l est évident que, dans ces stratégies, on ne calculeni M ~ '
ni le produit CA. En efet, dans les méthodes itératives, il est n'est nécessaire
gue de savoir calculer des produits CAv ol v est un vecteur quelconque. Si C
est donnée, on calcule d’abord le vecteur Av puis on le multiplie par la matrice
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C. Pour calculer le vecteur u = M~ TAv, on resoud le systeme Mu = Av. Il
faut, bien slr, que ce systeme soit plus facile a resoudre que le systeme initial
AXx = b. En général, on prendra pour M une matrice ayant plus d’&éments
nuls que la matrice A. Par exemple, si M est la matrice diagonale formée par la
diagonalede A, M ~ ! sera une bonne approximation de A~ si A est adiagonale
dominante, c'est-a-diresi M, [a;|> ;- a].

De bons preconditionneurs peuvent &re construits par decomposition ortho-
gonale (voir Chapitre 6). S A = QU ou Q est une matrice orthogonale (i.e.
QT = Q") et U une matrice triangulaire supérieure, alors il est possible de
prendre C = U~'. En effet, dans ce cas, k2(AC) = k2(Q) = 1. De méme, si
AT =QU et silonprend C = R T, alorsks(CA) = k2(Q') = 1. Des approxi-
mations de U™" et de U™ T peuvent sobtenir par decomposition orthogonale
incomplete. Dans la pratique, il est nécessaire de recourir a de tels procédés in-
complets pour la raison evoquée plus haut. En efet, memesi lesmatrices A et U
sont creuses (c’'est—a—dire qu'une grande majorité de leurs &léments sont nuls),
il "'y a aucune raison pour qu’il en soit de meéme pour U~ 1. On se livre donc
seulement a une decomposition incompléete dans laguelle on impose a certains
glements de U~ ' d’&tre nuls (méme s'ils ne devaient pas I'étre).

On peut egalement selivrer a une decomposition LU incompléete dela matrice
A, une procédure connue sous le nom de ILU(O) ol la premigre lettre signifie
incomplé&te. Dans ce cas, on cherche une matrice L triangulaire inférieure a dia-
gonale unité et une matrice U triangulaire supérieure, en imposant en plus a
certains ééments de ces deux matrices d’&re nuls, tellesque A= LU + R. On
prendra alors M = LU comme approximation de A. On peut recommencer la
déecomposition LU de cette matrice M, une procédure qui s'appelle ILU(1) et
qui peut &tre poursuivie pour obtenir des decompositions incompletes succes-
sives ILU(k). Ces decompositions incompletes peuvent servir egalement dans le
préconditionnement bilatéral. En effet, si A = LU (décomposition qui, comme
on le verra plus loin, est obtenue par la méthode de Gauss), alors on pourra
considérer lesysteme CAC y = Cbavecx = C y et ol C est une approximation
deL~' et C uneapproximation de U~ '.

Lorsque, dans |le préconditionnement bilatéral, les matricesC et C sont dia-
gonales, on parle d’'equilibrage de la matrice A. On voit souvent écrit qu’il faut
choisir C et C de sorte que les élements les plus grands en valeur absolue dans
chaqgue ligne et dans chaque colonne soient a peu pres égaux. C’est |a une idéee
fausse. La bonne stratégie consiste en un choix tel que les sommes des elements
de chaque ligne et de chaque colonne de la matrice [CAC | soient a peu pres
égales.

Le préconditionnement d'un systemelinéaire est une opération fondamentale,
souvent méme plus importante que la méthode de résolution utilisée par la
suite. Malheureusement, il n’existe pas de préconditionneur universel et il est
nécessaire d’en batir un adapté a chaque probleme (ou classe de problemes)
considére. Quand on utilise une méthode itérative pour résoudre le systeme
Ax = bon peut envisager d’utiliser une suite de préconditionneurs Cyx ou My,
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mais c'est une technique plus colteuse et diffi cile a mettre en oauvre.

3.4 TIteration sur le residu

Soit a résoudre le systeme Ax = b. On a obtenu une solution y qui, a cause
des erreurs d’arrondis et du conditionnement de la matrice, n’est pas rigoureu-
sement &gale a x. Nous allons chercher & améliorer la précision de cette solution
approchée.

On pose

e X—-y

b- Ay.

On aAe=r. Si I'on résoud ce nouveau systeme, on obtiendra I'erreur e. Mais
ce systeme ne sera lui-méme résolu que de facon approchée. On pourra alors
itérer ce processus de correction, connu sous le nom d'itéeration sur le résidu.
En général une seuleitération suffit en fait pour améliorer le resultat, les autres
iterations n’apportant pas degain supplémentaire de précision et pouvant méme
ne pas converger. Cette procedure sappelle le raffi nement itératif.

r

Considérons, par exemple, le systeme

3 2 1 X1 3+310°6
2 2106 2106 Xy = 6106
1 2106 -10° X3 2106

dont la solution est x = (107%,1,1)". Sur un ordinateur dont la précision est
de 109, la solution obtenue

(0.999894122 10™ °, 0.999983255, 1.000033489)"
n'a que 4 chiffres exacts. Apres raffi nement iteratif, on obtient
(0.999999997 10™ ©, 1.000000000, 1.000000000)" .

Une technique similaire s applique a I'inverse d'une matrice. Soit Cy une ap-
proximation de A~ 1. On peut améliorer cet inverse approché par une procédure
qui s'apparente a l'itération sur le résidu.

OnposeRp=1-ACp et I'on supposeque Rp = K < 1. Si cen'est pas
le cas, Rg est vraiment une mauvaise approximation de A~1 et il ne sera pas
possible de I’'améliorer. On considere les itérations

C1q = Co(l + Rp) R4 = | = ACq
C, = Cul +Ry) Ry, = | -AC
Ck+1 = Ci(l + Rg) Rke1 = 1 = ACks 1
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Ona
Rks1 = 1 = ACk+q
= | = ACk(l + Ry)
= 1= (I = R( + Rg)
= RZ.

Par conséquent, par récurrence, on a Rx = R3' et C, = A~ (1 = R3"). Il vient

Ck-A " = -ARY
~Co(l = Ro)"'RY".

D’ol

Co - (1 -Rg) " - RY
Ro 2 < K2,

Ck - AT
RZ"

1A

IA

Et finalement, on obtient

Co - R§ -(1+ Ro + Rg 2+ )
K2
1- K

Cy— AT

IA

IA

Co -

ce qui montre que la convergence est trés rapide (quadratique). Malheureuse-
ment cette procédure est onéreuse.

3.5 Moindres carres

Considérons le systeme Ax = bavec A e R™™ belR" et x € R™.

S n > m,ilyaplus déquations que d’inconnues e |'on dit alors que le
systeme est sur—determine. On ne peut pas espérer en trouver une solution
exacte et I'on va donc chercher x qui minimise Ax — b 5. C'est ce que I'on
appelle résoudre le systeme au sens des moindres carrés. Sin 2 m €t si lerang
r de A est egal a m, alors ce probleme de moindres carrés admet une solution
unique. Sir < m, lasolution n'est pasunique et il existe plusieurs vecteursx qui
rendent AXx- b > minimum. Sin < m, il y a plus d’inconnues que d’equations
et I'on parle alors d'un systeme sous—déterminé. Dans ce cas, il se peut quand
meéme que le systeme n'admette pas de solution. Nous allons inclure tous ces
cas dans ce qui suit e nous ne ferons donc plus d’hypotheses sur les valeurs
respectivesden e dem.

Puisque la solution du probleme aux moindres carrés n'est pas toujours
unique, on va rechercher, parmi ses solutions, celle qui minimise x 5. Ce
probleme a toujours une solution unique comme nous le verrons.
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Considerons la decomposition de A en valeurs singulieres A = UZVT avec
UeR™" V elR™™ orthogonales,

2= %o
et Z =diag(oq,...,0;), 012 ---=2 o > 0.
Puisque U est orthogonale,
Ax-bo= UT(Ax-b) 2= ZVTx-UTb,.
Posonsc= U'bet y=V'x.Ona

r m
Ax-bj= Ty-cj= |oyi-g]*+ CI (32
i=1 i=r+1
Cette expression est minimum si et seulement siy; = ¢/o; pouri=1,..., r.Si
r<m,alors yr+1,...,Ym N'apparaissent pas dans I'expression précédente, ils

n’ont aucun effet sur le résidu et peuvent donc &tre choisis arbitrairement. y -
est minimum dans I'ensemble des solutions lorsque ces dernieres composantes
sont nulles. Puisgue x = Vy et que V est orthogonale, onadonc x = y >
ce qui montre que X 2 est minimum s et seulement si y 2 est minimum. Par
conséquent, le probleme aux moindres carrés admet une et une seule solution.

Répétons ce raisonnement en termes matriciels. On pose

- C -y
€= g9 YT 2
avec ¢,y € IR". Larelation (3.2) s'éecrit
2 2
Ch2- 2 0 y _ ¢ — 2y - _ a2 2
Ax-b3 00 - q ) g ) 2y-c5+ da.

Cette expression est minimum si et seulement siy = £~ 'c, cest—a—direy; =
¢/ai pouri = 1,...,r. Le vecteur z peut &re choisi de facon arbitraire mais
on obtient la solution de norme minimale lorsque z = 0. La norme du résidu
correspondant est alors égalea d ».

La procédure a suivre pour résoudre le systeme Ax = b au sens des moindres
carrés peut donc se resumer ainsi

1. calculer g =c=UTh,

2. poser y = ¥ ¢,

3. posery = z € IR", ol z est arbitraire. la solution de norme minimale

est obtenue pour z = 0,

4 onax=Vy.
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3.6 Pseudo—inverses

Il n'est possible de d&finir I'inverse A~1 d’une matrice A que si celleci est
carrée et reguliere. Si ce n'est pas le cas, nous allons essayer de définir une
matrice AT, appelée pseudo—inverse de A. L’idée directrice dans la recherche de
cette définition est que ce pseudo-inverse doit posseder les propriétés les plus
semblables possibles a celles de I'inverse et que, bien sur, lorsque la matrice est
carrée et réguliere, on doit retrouver I'inverse habituel.

Commencons par le cas le plus simple. Soit A une matrice n x m de rang
maximum, c'est—a-direderang r = min(n, m).

On appelle pseudo—inverse de A, la matrice AT satisfaisant les quatre pro-
priétes suivantes

1. ATAAT = AT
2. AATA = A,

3. (AAT)T = AAT,
4. (ATA)T = ATA.

Sir=m<sn,alorsAT= (ATA) AT,
Sir=n<m,alorsAT= AT(AAT) 1.
On veérifiera facilement que ces matrices satisfont les quatre propriét és precedentes.

Considérons maintenant le cas ol A n'est pas de rang maximum, c est—a—dire
quer < min(n,m). On peut alors définir le pseudo-inverse de A a 'aide de sa
déecomposition en valeurs singulieres

A=UsVT.
Danscecas, £ € IR"™ ™M et I'on a

(o] 0

5 = 0
0 or
0 0

Deméme, =T € IR™*" et (& demontrer en exercice)

-1
(op 0
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Il s'en suit que
AT=vzTu',

1

On montrera en exercicequesi A= [_ oiuv|, alorsAT= _ o Tviu.

Le pseudo-inverse est relié a la solution d'un systeme linéaire au sens des
moindres carrés par le T héoreme suivant

Theoreme 17
Soit A € IR™™M et b € IR" et soit x € IR™ la solution au sens des moindres
carrés du systeme Ax = b, c'est—a-dire que

Ax—-b>= min Ay-Db.
2 SJIR" y 2

Alors x = A'h.

Déemonstration.

D’'apres ce qui a été vu dans la Section précedente

_ _ y T ¢
x = Vy=V 0 =V 0

_ =10 c

=V 0 0 d

Vile=vziUThb= ATo. n

3.7 Matrices test

Afin de tester les diverses méthodes d’algebre linéaires, il est nécessaire
d’avoir a sa disposition un certain nombre de matrices test. Si I'on programme
en MATLAB qui est un langage particulierement adapté a 'algebre matricielle
on pourra utiliser les nombreuses matrices qui sont données dans la matrix tool-
box de mat | ab. Autrement, on pourra considérer la collection Harwell-Boeing
de matrices que I'on trouvera sur le web.

Voici une matrice intéressante

1 1 1 1 1
a 1 1 1 1
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Posons B = (bj) = A~'; ona, pour n2 2,

by = 0 j>i+1 i<n-1
= 0 j<i, i=n
= 1(1-4a), j=1i, i=n
= =1{(1-a), j=i+1 i=n
= (g-1-g)(1-g)1-a-1),
= -—ai/(1—-a), j=1 1i=n
= 1(1-an-1), j=n, i=n.

i=n,

J

1,n

Le déterminant est égal a detA, = (1—- aq)---(1- an-1). L’on peut donc

fabriquer des matrices aussi voisines de la singularité que I'on désire.

Supposonsque W, a; = 0. Lamatriceest doncreguligre. Soit x = (1, X2, ..., Xn)
le vecteur propre de A,, associé a la valeur propre A. On a
1+ Xo+ Xg+ -+ Xq = A
art Xo+t Xzt -+ Xp = AX2
ar+ @Xo+ Xg+ o+ Xp = AXs
ar+ axxp+ axat oo+ Xp = AXp.
En soustrayant la premiére equation de la seconde, on obtient
Xo= (A= 1+ aq)/A.
En soustrayant |la seconde équation de la troisieme, on trouve
Xz3= (A= 1+ ay))xof A
et ainsi de suite
Xi= (A= 1+ a_-1)xj-1/A.
Soit Pj(A) lepolyndmedont lesracinessont (1-a4),...,(1- a;). Le polyndme

caractéristique de A, séecrit

P(A)= A" = A1 = A"2Py(A) = -+ = APp_5(A) = Pp-1(A).

Si I'un des a; est nul, la colonne i est identique a la derniere et les lignes i
et i — 1 sont identiques. On supprime alors ces lignes et ces colonnes identiques
et, pour trouver les valeurs propres et les vecteurs propres, on raisonne sur la

matrice ainsi obtenue.

Une matrice tridiagonale intéressante est

3
-1

0

1
£

0
1

T
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Selon la valeur de g, on peut obtenir des résultats qui varient du meilleur au
pire.

Les matrices de Hilbert sont des prototypes de matrices mal conditionnées,
puisque leur conditionnement K, est del’ordrede exp(3.5n). Elles sont symétriques
définies positives et donnees par a; = 1/(i+j — 1) pouri,j = 1,...,n. Les
élements d'une matrice de Hilbert sont définis par a; = 1/(i +j — 1). Les
élements by de I'inverse d’'une matrice de Hilbert de dimension n sont donnés
par .

D" (n+i=-1)Y(n+j- N

i = (i+)= D= DG - DR = Din=-j)¥

La matrice de Pascal est donnée par

a1j aj1=1fk, j=1 ..... n

aj = a-4j+aj-1, I,J]=2..., n
ou Kk est un entier positif. De maniere equivalente, on a

1 (i+j-2)
k(@i- DG - 1N

a||

Les elements de A~ 1 sont des entiers et le determinant de A vaut k". C'est
une matrice symétrique definie positive. Le conditionnement est de I'ordre de
16"/ nTm.
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Chapitre 4

La methode de Gauss

Pour passer d'un systeme quelconque a un systeme equivalent (c'est—adire
ayant la méme solution) ayant une matrice triangulaire supérieure, on voit qu’il
est nécessaire d’eliminer x1 de toutes les equations a partir de la seconde, puis
d’éliminer x; de toutes les équations a partir de la troisieme et ainsi de suite.
Pour cela, on peut tirer x4 dela premiere equation (ce qui signifie exprimer x4
en fonction des autres inconnues a 'aide de la premiere équation du systeme)
puis remplacer x4 par son expression dans toutes les autres equations. Ensuite,
on tirera x> de la seconde equation (ce qui signifie que, a I'aide de la seconde
équation, on exprimera x» en fonction de xs, .. ., Xn) €t I'on reportera cette ex-
pression dans toutes les equations a partir de la troisieme et ainsi de suite. Mais
si I’on réflechit bien, on voit que ces substitutions sont diffi ciles a systématiser
lors de I'écriture d’un algorithme.

Il est une facon plus commode de realiser ces &iminations : c'est en faisant
des combinaisons lingaires entre les équations du systeme et c'est exactement
ainsi que la méthode de Karl Friedrich Gauss (1777-18355) va procéder. Quand
cette phase de triangularisation est terminée, on est en présence d'un systeme
avec une matrice triangulaire supérieure. La méthode de Gauss comporte donc
une seconde phase qui est la resolution de ce systeme par les formules données
au début de ce chapitre.

4.1 L’algorithme

Posons A = (a;) = A = (a") et b= () = " = (4"). Notre systeme
AXx = b sécrit

1 1 1 1
ajixi+ apxa+ o+ arxe = b

1 1 1 1
T
iy o vy = o

71
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1 - 1
i+ el = ).

1) (1)
Supposons que aw ne soit pas nul (on verra plusloin ce qu’il y alieu defaire

si 3(111) = 0). Divisons la premiéere equation du systeme par aﬂ). Le coeffi cient

de x1 devient alors égal a 1 dans cette premiere equation. Multiplions la ensuite
par a(211}. Le coefficient de x4 dans la premiere équation est maintenant egal a
3511’. Soustrayons donc cette équation de la seconde equation du systeme, ce qui
ne modifie pas sa solution. On voit que le coefi cient de x4 devient nul et donc
gue x4 a disparu de la seconde équation. Reprenons maintenant la premiere
equation (toujours divisée par a‘111)), multiplions la par a(113) et soustrayonsla de
la troiseme equation. On voit que x4 dispardit ainsi de la troisieme équation.
On continue de la m&me maniéere jusqu’a la derniere équation pour en faire
disparaitre x1.

Ré&sumons ces opérations. On considére d’abord la premiere equation divisee
par aw. Pour faire disparaitre x1 de la i-eme équation, pour i = 2,...,n, on
multiplie cette premiere équation modifiée par af}’. Elle devient donc

(1) (1 K o
al ay’ (1 81 (1 91 g
all al! aj ai

On soustrait cette équation de I'équation i du systeme

al

Prys s v oy = )

On obtient comme nouvelle équation i

(1) alh
1

(1) (1)
(1 _ 8 (1 _ &1 (1)

(1 1) _ &1 (1) -
aj1 ﬁaﬂ) X1+ aj a2 Xor oo ai(n)_ '(1)9(1n Xn—tﬂ()‘ ™
aq an aq ay
On pose, pouri = 2,...,n,
(1)
(2) _ (M _ &1 (1 -
a;" = & 3{111)31,-. i=1....n
(1
(2 - W2 _ &1 (1
o2 = 2 - qyn,
ai

On voit que 3521) = 0. On a ainsi obtenu le nouveau systeme, equivalent au
systeme initial

2 2 2 2
e s vl = o
2 2 2

Oxq + aggxp+ o+ agxn = by
O+ adxo+ -+ alxy = 6D

(2) 2
Ox1+ ayy Xz + -+ alZxy

o

1)
o).
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auecaﬁl-z) = aﬁj” pourj =1,...,n¢t b(12) = b(11).

Nous allons maintenant, dans ce nouveau systeme, efectuer |'&imination
de x» de toutes les équations a partir de la troisieme. Pour cela, divisons la
seconde equation par 3(222) (en le supposant non nul). Puis multiplions cette
seconde équation par ag%) et soustrayons la de la troisieme équation : nous
avons éliminé x» de cette troisieme equation. Continuons le procede jusqu’a
la dernigre équation dont on &limine x2 en en soustrayant |a seconde equation

(toujours divisee par a(zzz)) multipliée par a(nzz). On obtient le systeme equivalent

3 3 3 3 3
aji X1+ apxa*+ apxat o+ aplxn = B
Ox1+ abyXo + asgXa+ -+ axn = by
Ox1+ Oxp+ asXa+ -+ ag'x, = by
Ox1+ Oxp + algxz+ -+ allxy = HY
avec 3213} = 3(1,2) pourj =1,..., n, B = bﬁz}, a(z?) = a(zjz’ pourj = 1,..., n et
2 _ (2
62 = 62

On voit, qu'a la k-eme & ape de ce procedé on obtient le systeme AK)x = Hk)
donné par

1 1 1 1 1

L B

a8y T ay o apy by

K) _ (k) (k) K) _ K
Ak = i SR k) = r_({;)) .4

A1k 7 Bwqn +1

) 0

Dans ce systeme, tous les &éments en dessous de la diagonale principale dans
les k premieres colonnes sont nuls.

Pour passer du systeme k au systeme k + 1, il faut remplacer les elements
ai(lf) par des zéros pour i = k+ 1,...,n. Pour cela, on commence par diviser
I’équation k par aﬁ) qui, bien slir, ne doit pas &re nul (on verra plus loin ce
gu'il y a alors lieu de faire). Puis on multiplie successivement cette equation

par ai(,':) pour i = k+ 1,...,n et on la soustrait de |'ancienne éguation i. Le

nouvel &ément af::”) devient alors nul. Par consequent, on passe du systeme

K au systeme k + 1 par les regles suivantes, pour k= 1,..., n-1
(k) S(k)
+ 8y Ay ..
ai(jk " = ai(ik)— 'k(k;" . i,j=k+1,...,n (4.2
8k
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() ()
gt = t\(k}'a'kT’ i=k+1,...,n (4.3)
Ak

les autres termes restant inchangés.

On efectue les transformations (4.2) et (4.3) dek = 1ak = n- 1. La
matrice A(") du systeme A(™x = b") est triangulaire supérieure. Cette phase
de triangularisation se résume donc a

fork=1,....,n=1
Passage de A(K) a Alk+1)

Equations 1 a k inchangees
end
fori=k+1,..., n
Traitement des equationsk+ 1an
end
end

On résoud ensuite directement le systeme triangulaire supérieur ainsi obtenu.

La méthode de Gauss se décompose donc en deux phases : une phase de
triangularisation du systeme suivie d’'une phase de résolution du systeme trian-
gulaire.

4.2 Mise en ceuvre

On voit que les formules qui permettent de passer de A(K) 3 A+ 1) et celles
qui permettent de passer de bK) & B+ 1) se ressemblent fortement. On peut les
reunir en ajoutant le vecteur %) comme (n+ 1)-eme colonne de la matrice A(K)
et en faisant aller, dans les formules (4.2), I'indicej dek+ 1an+ 1 (au lieu
den).

D’autre part, pour programmer cet algorithme, il n'est pas nécessaire de
disposer d'un tableau a 3 indices. En efet, des que ai(ik”) a été calculg, on ne
sesert plus de ai(jk). On peut donc tout simplement remplacer ald) par le nouvel

i
élement ai(]'“ U Cette stratégie a |’avantage supplementaire que les ééments des

K premieres equations sont automatiques conserves. Enfin, puisque ces élements
neserviront pasdanslarésolution du systemetriangulaire, il n'est pas necessaire
de mettre a zéro les Eléments en dessous de la diagonale principale. Du point
de vue programmation, la phase de triangularisation de I’algorithme de Gauss
se reduit donc a

fork=1,....,n—1
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fori=k+1,...,n
= alfall
forj=k+1,..., n+ 1
I(jm 1) _ ai(jk) _ ra{(';)
end
end
end

La résolution du systeme triangulaire s effectue de |la facon suivante (I'indice
supérieur a ete supprime)

Xn = @nn+1/a@nn

fori=n-1n-2...,1
S= 8jn+1
forj=i+1,...,n

S= S~ gjjXj

end

Xj = s/ aj

end

Les nombres a(k'l‘(), pour k = 1,...,n, sont appelés les pivots. On voit que I'on

doit lessupposer tousdifferentsdezéro. On rencontreles pivotsaw, ey ag"__ﬂ,)]_ 1

dans la phase de triangularisation, mais on ne rencontre le pivot am]) que dans
la résolution du systeme triangulaire. Si la matrice A est singuliere, alors il
existera toujours un indicek € {1,..., n} tel que af('fc) = 0 (ce qui est normal,
puisqu'il doit se produire, dans I'algorithme, quelque chose qui nous empéche
derésoudre le systeme). Par contre, la réciproque n’est pas vraie. |l peut exister
un indice k tel que le pivot aﬁ() soit nul sans pour autant que la matrice A soit
singuliere. Quand on rencontre un pivot nul dans I'algorithme de Gauss il faut
donc &tre capable de reconnaitre si cela signifie que la matrice est singuliere
ou non. Si la matrice n'est pas singuliere, il faut &re capable de continuer la
résolution du systeme. C'est la technique du pivotage qui permet de ré&pondre
a ces questions.

Si I'un des pivots est nul, on pourra efectuer une permutation entrel’equation
ligne k et I'une des equations p du systeme AK)x = H* (ne pas oublier de
permuter aussi les seconds membres correspondants). Pour ne pas détruire le
debut de triangularisation déja effectug, on prendra p > k. On recherche donc
pz kte que agf() soit difféerent de zéro puis I'on permute les équations p et k
du systeme. Si, pour p= K,..., n, tous les nombres agf(} sont nuls, alors cela
signifie que la matrice A est singuliere. On arréte donc les calculs, le systeme

ne pouvant &tre résolu.

Si le pivot af('f(} n'est pas nul mais est proche de zéro, alors|’algorithme pourra

devenir numériquement instable. Nous avons vu, en efet, qu'il fallait se méfier
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des quantités voisines de zéro car €elles pouvaient provenir de la différence de
deux nombres voisins et donc &tre entachées d’'une importante erreur de cancel-
lation. Le choix des pivots est donc essentiel en ce qui concerne la stabilité de
I’algorithme de Gauss. Il ne faut pas que les quantités |a(Ki)| soient trop petites

) . . . n . (K)
pour que I'algorithme soit stable. On gfectuera donc un pivotage memesi |a,; |
n’est pas nul.

Donnons un exemple. Nous considérons le systeme

EX1+ X = 1

X1+ x2 = 0
Dans la méthode de Gauss, on divise |la premiere équation par € puis on la
soustrait de la seconde. On obtient

(1-¢ Yxp=-¢'

et donc xo = 1/(1 - €). En reportant dans la premiere equation on trouve
X1 = —-1(1-¢). S € est tel que fl(1- €) = 1, alors on voit que x5 = 1,
réesultat correct ala précision machine pres. Mais, en reportant dans la premiére
équation, on obtient fl(x¢) = 0, ce qui est faux puisque x4 est voisin de — 1.

Par contre, si I'on gfectue un pivotage des équations, ¢ est—a—dire si I'on
considere le systeme

0
1

X1+ X2

EXqt+ X2

alors on obtient comme seconde équation (1 - €)x2 = 1 ce qui donne fl(x;) =
1, résultat exact a la précision machine pres. En reportant dans la premiere
équation, on afl(x4) = —fl(x2) = - 1.

Pour le pivotage, il vy a, en fait, deux facons de proceder

— pivotage partiel
Soit ag;’ le nombre tel que

) = max ai(,':) .

a
Pk kzizn

On permute alors les equations k et p du k-eme systeme,

— pivotage total
Soit agéi) le nombre tel que

(k) — (k)

an = kgrra?;(n aj -

On permute alors les equations p et k et les colonnes q et k du k-eme
systeme. On voit que la permutation des colonnes conduit a un chan-

gement de numeérotation des composantes du vecteur x. |l sera donc



4.3. NOMBRE D’OPERATIONS 7

nécessaire de remettre dans le bon ordre les composantes apres résolution
du systeme triangulaire supérieur. Cela s'effectue grace a un vecteur d’in-
dices vy (adressage indirect). Au début de I'algerithme, il n'y a aucune
permutation et I'on posedoncy; = i pouri=1,...,n. Si, al'éapek, on
intervertit les colonnes k et q alors on intervertira les composantes yy &t
Yq dans le vecteur y. Soit y le vecteur obtenu par résolution du systeme
triangulaire supérieur a la fin de I'algorithme de Gauss. On auray; = xy;

On voit, dans ce qui précede, que I'on a effectué le pivotage méeme s le
pivot a,((';) n’est pas nul. Cela permet en efet d'eviter de diviser, le cas échéant,
par un pivot voisin de zéro et pouvant &re entaché d'une importante erreur
de cancellation. On évite ainsi, dans une certaine mesure, une propagation des
erreursdues al'arithmétique del’ordinateur. De plus, si, avec le pivotage partiel
ou total, le pivot trouvée est nul alors la matrice est singuliere alors que, sans
pivotage, un pivot nul ne signifie pas forcement que la matrice soit singuliere.

Il ne faudra pas oublier, dans tous les cas, de tester si am]) est nul ou non.

4.3 Nombre d’operations

Calculons maintenant le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour
résoudre un systeme lin&aire de dimension n par la méthode de Gauss.

Pour passer de A(V a A(? on efectue n - 1 divisions. Pour passer de A(?) a
A il faut faire n — 2 divisions, et ainsi de suite. Le nombre total de divisions
est donc

(N= 1)+ (n=2+ -+ 1=n(n-1)/2.

D’apres les regles de I'algorithme, on voit que le nombre de multiplications
est le méme que le nombre d’additions. Pour passer de A(K) a A+ pindice i
variedek+ 1an et I'indicej dek+ 1an+ 1 (en considérant le second membre
comme une colonne supplémentaire de la matrice). Le passage du systeme k
au systeme k + 1 nécessite donc (n — K)(n — k+ 1) multiplications et autant
d’additions. Au total on a (on rappelle que E;} k2= n(n- 1)(2n - 1)/6)

n-1 n-1

(n=-k)(n-k+1) = (n?+ n-2kn+ k?- k)
k=1 k=1
n-1 n-1
= ndn-1+nin-1H-2n k+ (k2-k)
k=1 k=1
= nh-NOH+nn-1D2n-1)/6-n(n-1)/2
= n(n?- 1)/3.

Pour la phase de résolution du systeme triangulaire, on doit efectuer n divi-
sions, n(n = 1)/ 2 multiplications et autant d’'additions.
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Au total, la méhode de Gauss nécessite donc n(n + 1)/ 2 divisions, n(n -
1)(2n + 5)/6 multiplications et autant d’additions. Soit au total de I'ordre
de 2n3/ 3 opérations (pour n = 10 cela fait 700 au lieu de 3.10° avec les
déterminants).

L’interét de ce resultat est finalement de montrer que le temps de calcul
est proportionnel a 2n3/ 3. Cela signifie que si I'on multiplie la dimension d’un
systeme par 2, le temps de calcul sera multiplie par 22 = 8.

Pour de grands systemes linéaires, le temps de calcul est toujours prohibitif.
Ainsi, pour un ordinateur effectuant 10" opérations par seconde, |a réesolution
d’'un systeme linéaire de dimension n par la méthode de Gauss nécessite les
temps suivants

\ n| temps|
20000 6 jours
50000 | 96 jours

100000 | 771 jours
500000 | 264 ans
1000000 | 2114 ans

Dans certaines applications, on doit résoudre un systeme lin&aire avec tou-
jours la méme matrice mais plusieurs seconds membres differents. |l n'est pas
nécessaire de recommencer tous les calculs. La phase de triangularisation reste
inchangée. Il suffit, au lieu d'ajouter a la matrice une colonne supplémentaire
qui contient le second membre, d’ajouter tous les seconds membres. Bien en-
tendu, apres la phase de triangularisation, on résoudra separément chacun des
systemes par remont ée.

En particulier, le calcul del'inversede A s'effectue en résolvant les n systemes
lingaires

ou les g sont les vecteurs de base canonique de IR". Les vecteurs x; solutions
de ces systemes sont les colonnes de A~ . Le calcul de A~ nécessite de I'ordre
de 4n3/ 3 opérations arithmétiques.
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4.4 Interpretation matricielle

Nous allons maintenant interpréter la méthode de Gauss en termes matriciels.
Considérons les matrices

1

1
LK) =
—lgr1k 1
—_ II'I,I( - - 1
avec une diagonale unitg, ljx = al-(,':)!a,((i) et tous les autres ééments nuls. I
est facile de voir (c'est un produit matriciel) que I'on passe du systeme k au
systeme k + 1 par

Ak = | (LK) pk+ 1) = L (Kgk), k=1,...,n—- 1.

En €gfet, considéerons le vecteur suivant dont les k premieres composantes sont
nulles
Ik = (0,...,0,lks 1k - o Ink)T

OnalL® = | - Il ou e est le k-eme vecteur de |a base canonique de IR".
D'ou AlK* D = A — |, el A(K)Or le produit de g par la j -eme colonne de
AK) est egal a a(k?) et le produit de e/ par B%) donne b, Quand on passe du
systeme k au systemek + 1, lei-eme element de la colonnej est remplace par
a,(jk) - Iika(k';). On voit donc que les k — 1 premiers ééments de cette colonne ne
sont pas modifies, que le k-eme devient nul puisqu’il est egal a a“i<J - af('-‘) et

J
(k) _ (k) (k

que les autres sont bien données par la formule a;;" - a;, akl)f a(K'f(). On passe

de facon similaire de b%) g pk+ 1)
On a donc, par induction,
A = L(-1) .A.|_(1)A! M = =1 ... Ny (4.4)

Puisque les matrices L) n’ont que des 1 sur leurs diagonales, elles sont inver-
sibles et I'on a

1

1

L(K)y-1 =
(L) ke 1k 1

i oo
On peut soit verifier ce résultat directement soit le demontrer. Montrons que
(LEY=T=1 + I,el . En efet

(LN~ 1K

(I + lkge ) (I = Ikel)
| = Ixellxey .
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Mais qIIk = 0, puisque la k-eme composant du vecteur |y est nulle, ce qui
déemontre le resultat.

Posons L = (L™ ---LO)y=1 = (LONY=1...(L(=1)=1 || est facile de voir
gue L est triangulaire unité a diagonale unité, la lettre L qui la désigne est
I'initiale de I'anglais “lower” (inférieure)

1
o9 1
L= :
|n1 |n2 |n,n—1 1
En efet (LK)~ T(LK*D)y=1 = | + I gl + Iy, 1€], , et on a donc, de nouveau par

induction,

L= (L) T (L) T =1+ e + o+ - ge g

Puisque la matrice A(") joue un rdle particulier dans la méthode de Gauss,
donnons lui un nom particulier. Nous la noterons U qui est I'initiale de I'an-
glais “upper” (supérieure). De méme, nous poserons y = B, On voit que les
relations (4.4) s'écrivent donc

A=LU,  b=Ly.

Notre systeme lineaire Ax = bsecrit doncLUx = b. Si nous posonsy = UX,
il devient Ly = b. Par conséquent, la méthode de Gauss consiste a mettre la
matrice A sous forme d’un produit de deux matrices A = LU ol L est une
matrice triangulaire inferieure avec des 1 sur la diagonale (on dira a diagonale
unité) et U une matricetriangulaire supérieure. On parle de factorisation ou de
decomposition de Gauss. On résoud d'abord Ly = b puis Ux = y. La phase de
triangularisation dela méthode de Gauss consiste donc a calculer simultanément
la matrice U et le vecteur y. Puis on résoud le systeme triangulaire Ux = y. En
fait, la matrice L n’est jamais calculée explicitement.

Donnons maintenant un résultat théorique
Théoreme 18
Supposons que A soit réguliere. Alors, si elle existe, la decomposition A = LU
est unique.
Déemonstration.

Supposons que deux decompositions existent

A= L4Uqs = LoUs.
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Les matrices L4 et Lo sont inversibles puisque leurs déterminants valent 1.
Puisque A est inversible alors U, et U, le sont également. On a

L; 'Ly = Uus .

L'inversed’'un matricetriangulaire est une matricetriangulaire de meme nature.
L’inverse d’'une matrice triangulaire a diagonale unité est aussi a diagonale
unité. Le produit de deux matrices triangulaires de mémes natures est une
matrice triangulaire de meme nature. Donc, L§1L1 est triangulaire inferieure
avec des 1 sur la diagonale et U2U1'1 est triangulaire supérieure. Ces deux
matrices ne peuvent donc &tre egalesqu'al d'ou

Ly'Ly =1 = Uy !
ce qui demontrequelL,1=Loet U= Uy I

Une conséquence le la decomposition A = LU est le

Corollaire 1

n
detA = detL -detU=  a).
k=1

Etudions maintenant I'existence d’une telle déecomposition. On ale

Théoreme 19

Supposons que A soit reguliere. Alors une condition necessaire et suffi sante pour
que la decomposition A = LU existe est que tous les mineurs fondamentaux de
A soient non nuls.

Deéemonstration.

Démontrons d’abord que la condition est nécessaire. Nous noterons Ag la
matrice formeée par les k premieres lignes et les k premieres colonnes de A. Une
notation analogue sera utilisée pour toutes les autres matrices.

On peut verifier facilement que Ay = LxUk. Puisque A est reguliere, alors,
d’apres le Corollaire précédent, a(ki) =0pourk=1,...,n. Dol

K
detAy = detLy -detUc=  a
1=1

ce qui demontre que tous les mineurs fondamentaux de A sont non nuls.

Meontrons maintenant quela condition est suffi sante. On suppose que tous les
mineurs fondamentaux de A sont differents de zéro et I'on va montrer que I'on
peut mener a bien la decomposition A = LU. On a aqq = aw = detAq = 0.
On peut donc effectuer la premiere étape de la méthode de Gauss et calculer
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le systeme A{2)x = B2). Faisons maintenant un raisonnement par recurrence et
SUppOsoNs que nous ayons pu obtenir le systeme AK)x = B*). On a

AK) = L k=1) . (DA

et donc

=

detAY) = detL{ V- -detLi” detA = &) =0

Par consequent a,(‘i) = 0 et I'on peut donc construire le systeme Ak*x =

A |

La méthode de Gauss avec pivotage partiel ou total peut sinterpréter ma-
triciellement de maniéere analogue. On montre que le pivotage partiel consiste
a considerer le systeme PAX = Pb, ol P est une matrice de permutation, puis
a appliquer la decomposition a la matrice PA. On adonc LUx = Ph. On pose
Ly = Pbet lesystemedevient Ux = y. Dansla méthode de Gauss avec pivotage
total, on considere le systeme PAQ 'z = Pb, ou P et Q sont des matrices de
permutation. OnaPAQ 'z = Pbavecz = Qx et I'on gff'ectue la decomposition
PAQ '= LU. Le systeme sécrit donc LUz = Pb. On pose Uz = y €t I'on a
Ly = Pb. On résoud donc ce dernier systeme pour obtenir y, puis on calcule z
par remontée dans le systeme triangulaire Uz = y et I'on obtient finalement x
par x = Q~ 'z. Des détails sont donnés dans le livre de Brezinski.

4.5 Le probleme du remplissage

Ca n'est pas parce que la matrice A est creuse que la matrice U le sera
également. Prenons, par exemple, la matrice creuse

1 -1
-1 2 -1
A= -1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
Son inverse est une matrice pleine
54 3 21
4 4 3 2 1
A= 33321
222 21
171 111
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Un autre exemple intéressant est le suivant. Soit la matrice

4 5

b

I}
NGO -
oococoo =2 N
o000 =0Ww
ooco-=~00
oo -= 000
oO-_~0O00O0OM®™
- OO0 OO0 o~

Avec |a méthode de Gauss, on obtient

7.0000 1.0000 0 0 0 0 0
0 1.8571 3.0000 4.0000 5.0000 6.0000 7.0000
0 23846 1.8462 23077 27692 3.2308

0

U= 0 0 0 1.6452 0.8065 0.9677 1.1290
0 0 0 0 1.3922 0.4706 0.5490
0 0 0 0 0 1.2535 0.2958
0 0 0 0 0 0 1.1573

Par contre si, avant d’'egfectuer |la decomposition de Gauss de A, nous inter-
vertissons la numérotation des équations (la premiere devenant la derniéere, la
seconde prenant la place de I'avant—derniere, et ainsi de suite) et si nous in-
tervertissons de mé&me la numérotation des colonnes (ce qui entraine celle des
inconnues), alors nous obtenons

7.0000 6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000

0 1.0000 0 0 0 0 3.0000
0 0 1.0000 0 0 0 4.0000
U= 0 0 0 1.0000 0 0 5.0000
0 0 0 0 1.0000 0 6.0000
0 0 0 0 0 1.0000 7.0000
0 0 0 0 0 0 14.7143

On voit que la structure de cette nouvelle matrice U est beaucoup plus creuse
gue celle de la premiere. L’ordonnancement des équations et des inconnues afin
d’obtenir une structure de U la plus creuse possible est un probleme d’'une
grande importance mais diffi cile a resoudre (on demontre gqu’il ne peut &re
resolu qu'avec des algorithmes dont le nombre d’opérations crait plus vite que
n'importe quelle puissance de la dimension). Sa solution fait appel a la theorie
des graphes et dépasse |le cadre de cet ouvrage.

4.6 Variantes de la methode de Gauss

Nous allons maintenant proposer des variantes qui permettent d’améliorer la
meéthode de Gauss dans des cas particuliers.
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4.6.1 Systéemes tridiagonaux

Etudions le cas particulier d’'une matrice tridiagonale de la forme

a; by
o a b
A= .. . .
Ch-1 @n-1 bh-1
Cn an
Sa factorisation LU est donnée par
1 ur by
|2 1 ) bz
L = . , U= . -
ln-1 1 Un-1 bh-1
In 1 Un
avecus = aq et, pouri= 2, ...,n,
li = c/uj-1
u = a-lib-1.

4.6.2 La meéthode de Gauss—Jordan

La méthode de Gauss-Jordan est une variante de la méthode de Gauss. Au
lieu, a I'etape k, d'&iminer I'inconnue xi seulement des equations k + 1 a n,
on I'élimine de toutes les equations sauf de la kieme. Dans cette variante, les
matrices A¥) sont donc de la forme

(k) (k) .. (k) (K)

a14 A1k a4 a1 n+1
.. (k) . alk) (k)
AK) = : akzk1),k ’E‘kE k1),n ak—k1,n+1
p T &y 8 n+1
(k) (k) (k)
any anmn an n+ 1

Les élements hors de la diagonale principale dans les k — 1 premieres colonnes
sont tous nuls.

On passe du systeme k au systeme k + 1 a I'aide des relations
k+1 k . o
et = g0 =,k =,k

al(]k+1} = 0 i=k+1,....n j=1,...k,

a
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(k+1)  _ i = -

a, = 0 i=1,....,k-1,

(k+1) (k) a{k (k

aij aii _ﬁakj! i =Kk; J—k+1 ..... ]—I'l+1.
kk

La strategie du pivotage partiel sera egalement utilisee mais en recherchant

I'indice p tel que|ag;)| 2 |ai“;}| pouri=1,...,n.

Si I'un des pivots est nul, alors le systeme est singulier.
On démontre que I'on passe du systeme k au systeme k + 1 par

Al ) = [ (KK

1 =1k

T —lk-1k
L®) = 1 ,
“lgs1x 1

- Ink 1
lik = ai“;)f af",? et tous les autres elements nuls.
Si I’on veut rendre unitaires les diagonales des matrices A% il faut rajouter

larelation

(k+1) _

(k) 5(k)
ay; /a

=a;/ay, J=k...,n+1

Cela revient a prendre, pour le passage de A a Alk* 1)
1 =l

1 =l-1k

(k) = (k)
—lks1k 1

_Ink 1

C’est cette variante de la méthode de Gauss—Jordan qui est utilisée en pro-
grammation lin&aire dans I’algorithme du simplexe.

I'suffi t ensuitederésoudrelesysteme diagonal ainsi obtenu (I'indice supérieur
n a &té supprimé)

Xi = a|Jn+1ffa||, i = 1,...,n.
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4.6.3 La methode de Gauss symetrique

Commencons par &udier la méthode de Gauss quand on I'applique a2 une ma-
trice symétrique. Comme nous I’avons vu, cette methode revient a decomposer
A sous la forme A = LU avec L triangulaire inferieure a diagonale unité et
U triangulaire supérieure. Nous avons donc AT = (LU)' = UTLT. Puisque
A = AT e bien que UT soit triangulaire inférieure et que LT soit triangulaire
supérieure, on voit que UTLT ne peut pas &tre la decomposition de Gauss de
AT parce que I'on aimpose a L d’avoir une diagonale unite. Donc UT ne peut
&tre identique a L. Cela brise la symétrie de la décomposition, la méthode de
Gauss ne profite pas de la symétrie de A et elle est donc plus coliteuse que
hécessaire. La méthode de Gauss, symétrigue, une variante de la méthode de
Gauss, consiste a decomposer A sous la forme

A=LDLT

ou L est triangulaire inférieure a diagonale unité et D est diagonale (d’&é&ments
d1,...,dy). En identifiant les élements correspondants de A et de LDLT, on
trouve

J

ajj = Iikljkdk, iz].
k=1
En prenant i = j dans cette relation, on obtient, puisque ¥, 1j; = 1,
i—1
dj = gjj ~ Ijzkdk
k=1
et pouri > j
j-1
Ii] = &j- Iikljkdk fdj.
k=1

Cette variante nécessite deux fois moins d’'opérations arithmétiques que la
méthode de Gauss. Apres avoir decomposé A de cette facon, on résoud suc-
cessivement les systemes triangulaires Ly = bet LTx = D~ 'y. On peut auss
resoudre Lz = b, puis calculer y = D™ 1z et enfin resoudre LTx = y.

OnadetA= [_,d.
Considérons le cas particulier d'une matrice tridiagonale symétrique

as -b
- a b
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On suppose que M, = 0.OnaA = LA~ 'LT avec
1
- &
L = et A = diag(d,..., o).
“bh-1 G-
- &

Les eélements de A sont donnés par
& = a,
& = ai—lffﬁ-u i=2...,n.

Il est egalement possible de decomposer la matrice A en un produit A =
UD-'UT avec D = diag(d,..., dn) €t

di —by
d -b
U= .
Gn-1 —by
dn
On a
dy = ap,
d = a-K, /d., i=n-1,...,1

L'inverse de la matrice A est de la forme

Uqivqe UqV2 UqVvVs - U4Vp
UqVa2  UaVo UsVy -+ UaVp
A 1= UqVvs Ugvz U3Vz - - UsVj
Uivp Uzvp U3vp " UpVp

Dans cette expression, u4 est arbitraire et I'on prendrauq = 1.

On peut montrer quev = (vq,..., vp)! est solution du systeme Av = e, ol
er est le premier vecteur de la base canonique de IR". A partir des questions
précédentes, il vient

vq = 1/dyq, vi= (b b)) (dqy---di), i=2..., n.
Sil'on poseu = (uq,..., un)', alorsvpAu = €,, ou e, est le dernier vecteur
de la base canonique de IR" et
un = 1/ (8yvn), Un-i = (Bn-je1-B0)/ (Gn-i="Ovp), 1T=1,...,n=1

Finalement uq = (by---by)/ (8 "Oyvn) = (d1---dn)/ (81~ &) et dy --dy =
& -8, = det A. Par conséquent, on retrouve bien queuq = 1.
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4,6.4 La méthode de Gauss par blocs

Considérons le systeme par blocs

A1 Az - A X1 o

Am1t Am2  Amm Xm bm

ou Ay e R"*™M 'x; e R™ et h € IR™. On peut appliquer une méthode
de Gauss par blocs pour résoudre ce systeme. L’idée est la méme que celle de
la méthode de Gauss. Pour éiminer x4, on multiplie la premiere équation de
blocs a droite par A}ﬂ, puis par Aj1 et on la soustrait de la i-eme equation.
Puis ensuite, on &imine x> par une stratégie analogue en partant de la seconde
équation de ce nouveau systeme et ainsi de suite. Les systemes intermédiaires
ainsi obtenus ont une structure par blocs similaire a (4.1) et que I'on passe du
systeme k au systeme k + 1 par les relations
Al = A - ARAID) AR, i =k+ 1, m
0 = - ARAE) O, = ke 1m

les autresblocsrestant inchangés. Dans cesformules, on reconnaitra le complément
de Schur &tudié dans la Section 2.9.2.

On aura ensuite a résoudre un systeme triangulaire supérieur par blocs de la
forme

A1 A o Am X1 by
0 Az - Ao X2 b
Amm Xm bm
On a donc xm = Ar‘n]nlqn puis, pouri=m-1,...,1,
n
Xi=Aﬁ1 b - Ajj Xj

j:i+1

4.7 Pseudo—codes

Dans cette Section, nous allons donner les pseudo—codes des algorithmes.
Nous noterons (A | b) la matrice n x (n + 1) obtenue en adjoignant a A le
second membre b comme (n + 1)-eme colonne.

4.7.1 Systeme triangulaire superieur

On veut résoudre Ux = b ol U est une matrice triangulaire supérieure. On
suppose, bien entendu, que les eléments diagonaux u;; de U sont tous non nuls.
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[xX]1= Tri_sup (U,b,n)

fori=n,...,1step -1
Xi=Db
forj=i+1...,n

Xj = Xj = U X
end for j
Xi = xiz'ui.-
end for i

4.7.2 Systeme triangulaire inferieur

On veut résoudre Lx = b ol L est une matrice triangulaire inférieure. On
suppose, bien entendu, que les &éments diagonaux |;; de L sont tous non nuls.

[x] = Tri_inf (L,b,n)

fori=1,...,n
Xj=h
forj=1...,i-1
Xi = Xi = lij X;
end for j
Xi = X%/ li
end for i

4.7.3 Methode de Gauss

Pour simplifier I'algorithme, on commence par placer le second membre b
comme (n+ 1)-eme colonne de la matrice A, c'est—a-direque I'on pose aj n+ 1 =
h pouri=1,..., n.

[L.(U]y)] = Gauss ((A|b),n)

Initialisation de L

fori=1,...,n
Iii=1
forj=i+1,...,n
lij =0
end for j
end for i

Algorithme de Gauss
fork=1,....,n—1
fori=k+1,...,n
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lik = aik/ akk
forj=k,...,n+ 1
ajj = ajj — lig a
end for j
end for i
end for k

4.7.4 Methode de Gauss avec pivotage partiel

Dans ce pseudo—code, nous n'avons pas efectué les tests sur la nullité des
pivots qui permettent de décider si la matrice est singuliere.

[L,(Uly)] = Gauss_pivot ((A|b),n)

fork=1,..., n-1
Calculer r tant que |ark| = max laik|
ifr=Kthen
Intervertir la ligner de (A|b) avec la ligne k
endif
fori=k+1,...,n

ajk = ai/ akk
forj=k+1,....n+1
ajj = ajj ~ aik &

end for j
end for i
end for k
fori=1,...,n
Iii=1
forj=i+1,...,n
lij=0
liji = &
a; =0
end for j
end for i

4.7.5 Factorisation de Gauss—Crout
[L,U]l= LU _Crout (A,n)

fori=1,...,n
li1= a
U = ag/ I
U|i :1
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end for i
forj=2,...,n
l4j =10

lij = lij = lik Ukj
end for k
end for i
fori=j+1
uj =0
U = aj

Uji = Uji ~ ik Uk
end for k
Ui = il
end for i
end for j

4.8 Experiences numeriques

Donnons maintenant les résultats de quelques expériences numériques ca-
ractéristiques.

Considérons le systeme

21 130 0 2.1 153.1

13 80 4.74 108 752 _ 849.74
0 -04 3981610° 42 X= 7.7816
0 0 1.7 9109 26108

dont la solution exacte est x = (1,1,1078,1)T. La mé&thode de Gauss avec
pivotage partiel donne, en arithmétique simple précision,

0.6261987 102
- 0.8953979 10!
0.0000000
0.9999999

Ceresultat n’est pas surprenant dans la mesure ol k = 2.2729 - 108

Donnons un autre exemple qui, bien que peu realiste puisque nous ne ferons
les calculs qu'avec 4 chiffres significatifs, montre bien comment les erreurs dues
a l'arithmétique de I'ordinateur se propagent dans les calculs. On considere le
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systeme
0.001 1.200 2.000 3.201
1.207 2051 1963 x= 5221
1.006 2.002 3.000 6.008

dont la solution exacteest x = (1, 1,1)". La méthode de Gauss donne, en faisant
les calculs avec 4 chiffres décimaux

azi/ a1 = 1207, azq/ay = 1006

et I'on obtient

0.001 1.200 2.000 3.201
0 -1446 -2412 x=  -—-3859
0 -1205 -2009 -3214
Puis, on obtient
a5 _ 1205 _ e a1, 60 =02
2 " "Aaag 90 a4 T L =
3522) 1446
C'est—a—dire
0.001 1.200 2.000 3.201
0 -1446 -2412 x= —-3859
0 0 1 2

Le resolution de ce systeme triangulaire supérieur conduit a
x = (1.900; - 0.6674 ; 2.000)".
Prenons maintenant le méme systeme mais en intervertissant la premiere et
la seconde equation (ce qui est équivalent a du pivotage partiel). On obtient

ar/ayy = 0.8285 1073, agi/a = 0.8335

et
1.207 2.051 1.963 5.221
0 1198 1998 x=  3.197
0 0.292 1.364 1.656
Puis, on a
a(2)
232 = 02437
a2
22
et
1.207 2.051 1.963 5.221
0 1198 1998 x= 3.197
0 0 08771 0.8769

et I'on trouve finalement comme solution

x = (1.002 ; 1.001; 0.9998)".
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Il est cependant facile de construire des exemples ol le pivotage partiel ne
conduit pas a de bons résultats. Considérons le systeme

2.000 2400 4000 6402
1.207 2.051 1963 x= 5221
1.006 2.002 3.000 6.008

dont la solution exacteest x = (1, 1, 1)7. La méthode de Gauss donne, en faisant
les calculs avec 4 chiffres decimaux

ari/ a1 = 0.6035, a3i/aq1 = 0.5030

puisqu’il n'y a pas de pivotage a la premiere &ape. On obtient donc

2.000 2400 4000 6402
0 -1446 -2412 x= -—-3859
0 -1205 -2009 -3214

Il n'y a pas non plus de pivotage a la seconde etape et I'on a

a2
=32 = 0.8333
a2)
22
et
2.000 2400 4000 6402
0 -1446 -2412 x= -3859
0 0 1 2

Le resolution de ce systeme triangulaire supérieur conduit a

x = (1.900; - 0.6674; 2.000)".

Cet exemple montre qu'il peut &re utile d’équilibrer la matrice auparavant.
Ce probleme de I'équilibrage n’est pas encore résolu de facon satisfaisante (car,
pour cela, il faudrait connaitre la solution exacte du systeme). En pratique, on
remplace donc le systeme Ax = bpar le systeme D/ADyy = Dibavec x = Doy
et D1 et Dy des matrices diagonales. On voit que I'équilibrage revient a faire
un préeconditionnement bilatéral du systeme.

On peut choisir ces matrices de sorte que I'&éément le plus grand en valeur
absolue de chaque ligne et de chaque colonne soit &gal a 1, ou que la somme
des valeurs absolues des &éments de chaque ligne (ou de chaque colonne) soit
égale a 1, ou que les &éments de la matrice D1AD, soient tous de méme ordre
de grandeur. Cependant, aucune de ces solutions ne semble satisfaisante dans
tous les cas.

S on n'utilise qu'un équlibrage par lignes (cest—a—dire si Dy = | e donc
X = vy), cet equilibrage n'affecte la solution obtenue par la méthode de Gauss
avec pivotage partiel que sil change la sélection des pivots (puisque chaque
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équation du systeme est multipliée par I'éléments diagonal correspondant de
D1). Le choix de D1 est donc important dans la méthode de Gauss.

Reprenons |I’exemple donné dans la Section 3.2.3.

1.2969 0.8648 X1 _ 0.8642
0.2161 0.1441 x; 01440

dont la solution exacte est x = (2,-2). En appliquant la méhode de Gauss
(le pivotage partiel ou total ne modifie ni I'ordre des equations ni celui des
colonnes) on obtient x, = 0 et x1 = 0.6663582.
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La methode de Cholesky

La méthode de André Louis Cholesky (1875-1918) est une variante de la
méthode de Gauss dans le cas ou la matrice A est symétrique définie positive
(cas que I'on rencontre dans la résolution au sens des moindres carrés d’un
systeme lin&aire avec plus d’'éguations que d’'inconnues). Dans la méthode de
Gauss, la symeétrie dela matrice n'est pas exploitée et, par consequent et elle est
donc plus coliteuse que nécessaire. En efet, pour une matrice symétrique, nous
auronsA = LU e A" = UTLT. Leproduit U'LT n'est pasla decomposition de
Gaussdelamatrice AT car, bien queUT soit une matricetriangulaireinféerieure,
elle n'a pas obligatoirement une diagonale unité.

Dans la méthode de Cholesky, on va abandonner |a condition que L soit a
diagonale unité et ainsi les matrices L et U pourront &tre transposées I'une de
I"autre, c'est—a—dire que I'on va effectuer une decomposition de la forme

A=LLT

avec L est triangulaire inférieure (sans lui imposer d’avoir une diagonale unité)
et inversible. On démontre qu’une condition nécessaire et suff sante pour que
cette decomposition existe est que A soit symétrique définie positive.

En pratique, on calcule directement les éléments de L par identification des
élements de LLT avec les élements correspondants de A.

On commence par calculer
l11 = a,

puis les elements de la premiere colonne de L par
li1= aj1/ly1, 1=2,...,n.

Ensuite, pourj = 2,...,n, I'elément diagonal de la j eme colonne est donné par
112
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Les autres termes de la colonne j sont ensuite calculés par

-1
lj = aj - lilik /i, i=j+1,..., n.
k=1

Enfin on résoud successivement les deux systemes triangulaires

Ly = b
L'x = .

OnadetA= 7.

S la matrice A est symétrique mais non défine positive alors il existe au
moins un indice j pour lequel I3 < 0. Eneffet I2 = (LTg,LTg) = (§,Aq)
est strictement positif si A est définie positive. On a le

Théoreme 20

Soit A une matrice symétrique réguliere. Une condition nécessaire et sufs sante
pour que la decomposition de Cholesky A = LLT existe est que A soit definie
positive.

Demonstration.

Supposons I'existence de la decomposition de Cholesky A = LLT avec L
triangulaire inferieure. Soit A I'une de ses valeurs propres et x le vecteur propre
correspondant. On a (x,LLTx) = (Lx,Lx) = A(x,x). Donc A > 0, ce qui
démontre que la matrice A est définie positive.

Reéciproguement, considérons la decomposition de Gauss symétrique A =
LDLT ou la matrice L est triangulaire inférieure a diagonale unite. On a
(L"x,DL"x) = A(x,x). Si A est définie positive, ses valeurs propres sont stric-
tement positives. Donc (LTx,DLTx) > 0, ce qui montre que D est définie
positive, c'est—a—dire que ses eléments diagonaux sont strictement positifs. Sa
racine carree D2 existe donc. D’ou A = (LD V2)(LDV2)T qui n’est autre que
la déecomposition de Cholesky de A. i

La détermination de L nécessite n extractions de racines carrées, n(n— 1)/ 2
divisions, n(n? - 1)/ 6 multiplications et autant d'additions. La résolution des
deux systemes triangulaires nécessite 2n divisions, n(n — 1) multiplications et
autant d’additions. Au total, il faut donc n calculs de racines carrées et n3/ 3
autres opérations arithmétiques soit deux fois moins d’opérations qu’'avec la
méthode de Gauss.

La decomposition de Cholesky peut s'obtenir a partir de la decomposition de
Gauss symétrique. En efet, si A est symétrique définie positive, les éements de
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la matrice diagonale D sont strictement positifs et I'on peut calculer la racine
carree D2 de D. On a donc, dans la decomposition de Gauss symétrique, A =
(LDV2)(DV2LT)= (LDV2)(LD"V2)T, ce qui n'est autre que la decomposition

de Cholesky.

I faut remarquer quela decomposition A = LL', avecL triangulaireinféerieure,
n'est pas unique. Elle depend, en efet, du signe que I'on met devant les ra-
cines carrees. Dans la méthode de Cholesky, ce signe est toujours positif. La
décomposition est alors unique. Soit, par exemple,

1 2 -1
A= 2 5 -3
-1 -3 6
OnaA=LLT = LLT avec
1 00
L= 2 10 , L=
-1 -1 2

— N =
|

- a0

N oo
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Chapitre 6

La methode de Householder

La méthode de Alston S. Householder (1904—1993) consiste a mettre la ma-
trice A sous la forme d’un produit A = QU ou Q est une matrice orthogonale
(Cest-a—diretelleque QT = Q) et U est une matrice triangulaire supérieure.
La matrice Q est construite & partir de matrices orthogonales &émentaires H
definies de la fagon suivante

Lemme 1
Soit u € IR" tel que (u,u) = 1. Alors la matrice H = | — 2uu’ est symétrique
et orthogonale.

Deémonstration.
Il est evident que H est symétrique. Montrons que HHT = H2=1.0On a
HZ2= (I -2uu"™)2=1 - 4uu’ + 4uu’ uu’
oru'u=1doul = H? 1

Donnons une interprétation geomeétrique d'une telle matrice H. Pour cela,
considérons d'abord la matrice P = | — uu' . Elle représente une projection sur
ut, le complémentaire orthogonal a u. En effet, soit v un vecteur quelconque.
Onav—- Pv= (u,v)u. Donc(y,v— Pv) = 0 pour tout vecteur y orthogonal a
u, c'est—a—dire que v — Pv est orthogonal a u+, soit encore parallelea u. L’in-
terprétation geométrique de la matrice H = | — 2uu’ sen déduit maintenant.
En efet, Hv est le symétrique (a cause du coeffi cient 2) de v par rapport au*
et v— Hv est, lui aussi, orthogonal au*. D'ou la

Propriétée 5

H admet — 1 comme valeur propre simple avec u comme vecteur propre et 1
comme valeur propre de multiplicite n — 1 correspondant au sous—espace propre
formeé de I’hyperplan orthogonal a u. H représente donc une symeétrie par rap-
port a cet hyperplan. De plus det(H) = - 1.

29
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Revenons maintenant a la méthode de Householder. Elle reposesur leréesultat
fondamental suivant

Théoreme 21
Soit a € IR", a = 0. Alors il existe une matrice orthogonale &émentaire H et
un nombre a € IR, a = 0, tels que

Ha= ae

olu e est le premier vecteur de la base canonique de IR".

Demonstration.

Soit H = | - 2uu’ unematricerepondant ala question. |1 nous faut detemriner
ueta.Ona

Ha ?= (Ha,Ha)= (a,H"Ha) = (a,a)= a .

Donc

|2= 2

Ha ? = (aeq,aer) = |a a

ce qui donne deux valeurs possiblepour a, a =+ a .

Posons
M= 2(u,a).
On a
Ha= (1 - 2uu")a= a- pu= ae
d’ou

U = a- aey.

Multiplions scalairement a gauche par 2a, il vient
2u(a,u) = 2(a,a) - 2a(a, eq)

ce qui donne
W’ = 2a(a - ar)

olu ai est la premiere composante du vecteur a. On peut donc trouver u, a et
M verifiant

la] = a
W2 = 2a(a- a)
HU = a- ae.l

L es formules precedent es peuvent &tresimplifiees. Posonsv = p2/2et v = pu;
ona
H=1-w'/v
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(o]
Il

- (signedeaq) a
a(a - aq)
a- aey.

On a choisi comme valeur de a celle qui rend v maximum pour des raisons
évidentes de stabilité numérique puisque v intervient au dénominateur dans
|la determination de H. Le remplacement de p par v permet d’éviter le calcul
d'une racine carree.

Exposons maintenant la méthode de Householder proprement dite.
On pose Al = A e B') = bet I'on genere les n — 1 systemes equivalents
AR =H0  k=2...,n

avec
(2) (2) (2) (2) (2) 2

S S SR S ly

Ap 7 8k-1 k-1 T @ b,

) = ) (k) (k) Do WK
AT = -1 k-1 aka:),k akzk1),n . B9= bﬂ(ﬁ)
g T 8y b

o Y

Nous écrirons ce systeme sous une forme partitionnée en 4 blocs
(k) 5 (k)
Al Ay Bk et

(k) _ _
ATS 0 AW 4

On passe de AK)| gk} 53 Ak+T) Hk+1) 3 Paide d’une matrice orthogonale

glementaire H® = | - 20K y)"  avec ui“‘) =0pouri=1,....,k- 1, par les

relations
Al ) = qIOA®K) k1) oy (K)o

Désignons par G le vecteur de IR""¥*1 de composantes ul®, .l o
notons H®) = | = 25KgkT On a
I 0
0 H®
K) (k) (K K
“?k) At AE% - AW . A(m)tk)
H 0o Al 0 HAWAK

g = 0 cko W
e g 5 0 (k)

H (k)

Hk+1) =

o — o —
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Les &éments de la premiere colonne de A(k+ 1) ne sont pas tous nuls. H (k) sera
donc choisi en accord avec les résultats du Lemme précédent de facon a annuler
tous les elements de la premiere colonne de Ag;”) sauf un seul, le premier.
Du point de vue algorithmique |la méthode de Householder se réesume donc aux

regles suivantes

On calcule, pour k= 1,...,n— 1
n 12
K+ 1 . K K
at - (signedeal)  [al}?
i=k
k+1), _(k+1 k
vl = al(<k+ ){al(<k+ = al((k))
(k) _ (k) _ S(k+1)
Vi T 8 T 8
vi(k]' = ai(:), i=k+1,...,n
puis
Bjm vi[k)ai(ik), j=k+1,...n
i=k
o= v = k+ 1, N
al V= a0y =k jEk+1n
et de méme
(k) "))
Bn+1 = Vi t\
i=k
K K
Vr(1+)1 = Br{'|+)1'fv(k)
k+1 k K) (k)
Iq( ) = lq”—yﬁ,ﬂm(), i=Kk,...,n.

Le systeme A("Mx = Y™ ainsi obtenu est triangulaire supérieur.

Lescalairev(®) qui intervient comme déenominateur dans les regles précedent es
est nul si e seulement si ai“;) = Q0pouri=K,...,n. Dans cecas, detA(zkz) =0
et il s'en suit que A est singuliere.

Remarque 7

On voit que, comme dans la méthode de Gauss, les relations qui permettent
d obtenir KK+ 1) sont tout a fait semblables a celles qui donnent AK* 1) On peut
donc traiter les seconds membres en les rajoutant, comme dans la méthode de
Gauss, comme (n + 1)-eme colonne des matrices.

Il ne faut pas, comme on le faisait dans la mé&thode de Gauss, remplacer

immediatement a,((f() par la nouvelle valeur a,((‘f:” puisque af('f() est utilise dans

plusieurs relations.
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Par récurrence, on voit que

AM = k=D ...gMa g = gk=-D...q(Np
Posons
QT=Q T=H&D...4(
OnaA=QUet Qy= b avecU = A" et y= b ainsi que (a cause du signe
n
négatif dans la formule pour afj: 1)) detA = (-1)" 1 ai(i”}.
i=1

Avec la résolution du systeme triangulaire ainsi obtenu, la méthode de Hou-
seholder nécessite en tout

n - 1 extractions de racines carréees

403+ 9n?2-n- 12

dditi
5 additions
2n3+ 6n2+ 4n- 12 N
3 multiplications
nZ+ 3n-2

5 divisions
soit, au total, & peu pres 2n3/ 3 additions et autant de multiplications. Cette

méthode requiert donc environ deux fois plus d’'opérations que la méthode de
Gauss mais €lle a 'avantage d’&tre numériquement plus stable.

La méthode de Householder montre donc qu’'une matrice A non singuliere
peut se mettre sous la foome A = QU avecQ = H("H 2 ---H(= 1) Quand A
est singuliere, on trouve obligatoirement une matrice A(") dont lesn - r + 1
derniers ééments de la n-ieme colonne sont nuls. On pose alors H() = |
et I'on continue la triangularisation. Si A est inversible, on demontre que la
décomposition QU est unique.

Les décompositions LU et QU conduisent a des méthodes itératives de calcul
des valeurs propres : les algorithmes LR et QR. Ils ne seront pas &udiés dans
ce livre.
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Chapitre 7

Matrices creuses

Dansdetresnombreux cas, on doit résoudre des systemes d’équations linéaires
detres grande dimension n. On a couramment a traiter lecasn = 100000 mais,
a I’heure actuelle, on peut aller jusqu’a 105 ou plus. Naturellement, le premier
probleme qui se pose est de pouvoir stocker detelles matrices dans |'ordinat eur.
On va, bien slr, essayer de tirer profit des caractéristiques de la matrice pour
réduirel’encombrement méemoire. C’est ainsi, que, si elle est symétrique, on n’en
stockera que la moitie. En examinant, comme nous le ferons dans |a Section 7.1,
|a provenance des tres grands sytemes, on s'apercoit que, dans beaucoup de cas
qui se présentent dans la réalité, un tres grand nombre d'ééments de la ma-
trice sont nuls. 11 faut en tirer avantage et, bien entendu, ne pas les stocker.
Cette question sera examinée dans la Section 7.2. || faudra &galement essayer
de profiter de la structure de ces matrices pour réduire le nombre d’ opérations
arithmétiques dans les calculs matriciels classiques comme les produits matrice—
vecteur. C’est ce qui sera & udié dans la Section 7.3.

7.1 Origine des grands systemes creux

On dit qu’une matrice n x n est creuse (sparse en anglais) si elle possede
un tres grand nombre d'ééements nuls ou, en d’'autres termes, si le nombre
d’'élements non nuls est tres petit par rapport an?, nombretotal de ses &ééments.
Un systeme d’'équations linéaires ayant une telle matrice s'appelle, naturelle-
ment, un systeme creux. Les systemes creux proviennent, bien souvent, de la
discrétisation par différencesfiniesou par éémentsfinisd'equationsdifférentielles
ou aux dérivees partielles. Ainsi, pour un probleme en dimension 3, si I'on prend
100 points de discrétisation dans chaquedirection, on arrive a un systeme de 10°
équations. Nous allons maintenant voir comment de tels systemes sont obtenus
et pourqguoi ils sont creux.

Commencons par un exemple tres simple mais qui montre cependant pour-
quoi les systemes sont creux. Considéerons |'équation différentielle d’ordre 2 avec

105
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conditions aux limites

u (x)=-f(x), x €[0,1]

u(0) = u(1) = 0 (7.1)

ou f est une fonction connue. On poseh = 1/(n+ 1) et I'on considerelesn + 2
points équidistants de [0, 1]

Xi=1ih, i=0...,n+ 1.

Les conditions aux limites s'ecrivent u(xp) = u(0) = 0 et u(xp+1) = u(1) = 0.
Les dérivées secondes u (x;) vont &re approchées par

u (xi) (Uis1= 2u; + ui-1)/h?

olu u; est une approximation de u(x;), solution exacte en x;. En posant f; =
f(x;), on arrive donc, en chaque point x; ou, ce qui revient au méme, pour
chaqueindicei=1,...,na

—U-q+ 2U| = Uj+1 = h2f|.

Lorsque i = 1 e i = n, on a respectivement, d'apres les conditions aux
limites, ug = up+1 = 0. Par conséquent, en posant u = (uy,...,un)’ e
f= (f1,...,fn)T, on doit résoudre le systeme linéairen x n, Au= f avec
2 -1
-1 2 -1
1 -1 2 -1
A= m ) )
-1 2 -1
-1 2

Ce systeme est creux mais il n’est pas de trées grande taille car il provient de
la discrétisation d'une seule equation différentielle. Cependant signalons que la
matrice inverse est pleine et que le conditionnement est de I'ordre de 4n2/ 1.

Naturellement, si I'on a affaire a un systeme de p équations différentielles,
le systeme lingaire obtenu apres discrétisation sera de dimension np. Mais
les tres grands systemes proviennent de la discrétisation d’equations (ou de
systemes d’'équations) aux dérivéees partielles. En efet, si I'on utilise n points
dediscrétisation pour chacune des qvariables et si I’on a p équations, on obtient
un systeme de dimension pn9.

Considérons, par exemple, le cas du Laplacien dans un domaine carré

8%u  d%u _
o2t oz = Ty (xy) e [0
ou f est une fonction connue en tout point et ol I'on suppose la solution u
connue sur la frontiere du carre. On va effectuer une discrétisation de cette
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equation aux deérivees partielles par differences finies de la meme facon que
dans le probleme aux limites précedent. On pose de nouveau h = 1/(n + 1)
ainsi que

xi=ih, y;=jh, ,j=0,...,n+ 1.

Les dérivees partielles de u en (X;,Y;) sont approchées par

A2u(x;, yi

% (Uir1j = 2ujj + Uj—1; )/ h?

32u(xi, yi

723('2 M) (e - 2uy * o q) B
ou ujj est uneapproximation de u(xi, y; ), solution exacte en (xi, y; ). En chaque
point (i,j) pouri,j = 1,...,n, on adonc

— W2
Ui+ 1j + Ui-1j * Ujj+1+ Uij-1 — 4ujj = h*fj;

ou fj; = f(x;,y;). Si I'on suppose que u est nulle sur le bord du carrg, alors

Ujg = Ug = Ugn+1= Up+10= 0.

Dans I'exemple (7.1), le probleme de la numeérotation des points x; de la
discrétisation ne se posait pas. |Is etaient numeérotés dans I'ordre naturel. Main-
tenant, il est nécessaire d'ordonner les points (x;,y;). La structure de la ma-
trice et sa simplicité dépendront beaucoup de cet ordre. Si les points sont
numérotés dans I'ordre naturel, c'est—&-dire en commencant par le haut du
carre [0,1] x [0, 1] €t ligne apres ligne, on obtient une matrice A de la forme

B -l 4 -1
;b oB -l -1 4 -1

h2 avec B =

-1 B -l -1 4 -1
-1 B -1 4

A=

Chaque bloc B est de dimension n x n et A est aussi de dimension n x n mais
par blocs, ¢'est—a—dire qu'elle est de dimension n? x n2.

7.2 Stockage des matrices creuses

Afin de tirer avantage de la structure creuse des matrices, on utilise, bien
entendu, des schémas spéciaux pour les stocker en mémoire. Le but principal est
de ne stocker queles éléments non nuls et leur position dansla matrice et d’gtre
ensuite capable d'efectuer facilement les opérations matricielles habituelles.
Nous n’allons voir ici que les schémas de stockage les plus courants.

Dans la suite n désignera la dimension de |la matrice et n, le nombre de ses
éléements non nuls. En général n, est beaucoup plus petit que nZ.

Le schéma de stockage le plus simple est le format par coordonnees (appele
en anglais coordinate format). Il consiste en trois tableaux de dimension n;
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1. un tableau contenant, dans un ordre quelconque, les valeurs des &éments
non nuls de la matrice,

2. un tableau d’entiers contenant les numéros correspondants des lignes de
ces elements,

3. un tableau d’'entiers contenant les numeéros correspondants de leurs co-
lonnes.

Considérons par exemple la matrice

1 00 2

_ 3400

A= 0056

7 080

On an, = 8 &, par exemple,

ajj 2648 517
lignes 113/2/4(2(3|1|4
colonnes |4 (42 3[1[3]|1]|1

Dans cet exemple, nous avons rangé volontairement les &éements dans un
ordre arbitraire. Cependant, ils sont habituellement listes par ligne ou par co-
lonne. C'est ainsi que, pour notre exemple, en rangeant les éléments par ligne,
on aurait

ajj 112(3/4/5|/6|7/|8
lignes 1111212133144
colonnes | 141123413

On voit que, avec ce stockage, le tableau des numéros de lignes contient des
informations redondantes. On peut les &iminer grace a un tableau donnant, a
leur place, I’endroit ol commencent les &éments non nuls de chaqueligne. Ainsi,
cette nouvelle structure dedonnées atroistableaux dont les fonctionnalités sont
les suivantes

1. un tableau contenant les valeurs des &éments non nuls de la matrice,
donnés ligne par ligne. Nous appellerons ce tableau AA ; sa longueur est
nZ!

2. untableau d’'entiers contenant les indices des colonnes correspondant s aux
eélements du tableau AA. Nous appellerons ce tableau JA ; sa longueur est
nZ:

3. un tableau d’entiers contenant un pointeur sur la position ol commence
chacune des lignes dans les tableaux AA et JA. Nous appellerons ce ta-
bleau 1A. Son i—eme &ément, IA(i), contiendra donc, pouri = 1,...,n,
la position ou commence la i—eme ligne dans les tableaux AA et JA. Sa
longueur sera n+ 1 avec, par convention, IA(n+ 1) = n; + 1, cest—adire
I’adresse de début d'une (n + 1)-eme ligne fictive dans les tableaux AA et
JA.
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Ainsi, pour notre exemple, on aura

AA 112|345 6|7 8‘
JA [1]4[1/2]3|4[1]3]
IA [1]3/5|7|9

Ce schéma de stockage est sans doute le plus utilisé pour les matrices creuses
générales et il sappelle Compressed Sparse Row (CSR) ou, des fois, stockage
Morse. Avec ce genre de stockage, au lieu de n2 mots de mémoire, on en utilise
seulement 2n; + n+ 1.

Soit A une matrice n x n d&a stockée dans un tableau a double entrée. On
peut la stocker en format CSR de la fagon suivante

k=1
fori=1:n
[A() =k
forj=1:n
if A(i,j)=0then
AA(Kk) = A(i,])
JA(K) = ]
k=Kk+ 1
end
end
end
[A(n+ 1) =Kk

Naturellement, au lieu d’explorer la matrice ligne par ligne, on peut aussi
I’explorer colonne par colonne. On aboutit alors a un schéma dit Compressed
Sparse Column (CSC).

Ces deux types de schémas sont, bien sir, préférables au format des coor-
données, d'abord parce gu’ils sont plus compacts et ensuite parce qu’ils sont
souvent plus simples pour efectuer des opérations matricielles. Cependant, d’'un
autre cbté, le schéma par coordonnées est avantageux par sa simplicité et sa
flexibilite. Le format par coordonnées et le format CSR sont les deux formats
les plus utilisés.

Dans de nombreuses matrices, les &léments diagonaux sont non nuls €t/ ou
sont utilisés plus frequemment que les autres &éments. On les stocke donc
séparement. Le format Modified Sparse Row (MSR) ne nécessite que deux ta-
bleaux : AA pour les &léments de la matrice et un tableau d’entiers JA. On
commence par introduire la diagonale principale de la matrice dans AA, c'est—
a-dire que AA(i) = a; pouri = 1,...,n. AA(n + 1) n'est pas utilise mais on
y place, parfois, une autre information sur la matrice. Ici, nous y mettrons =*.
Les elements non nuls de A situés hors de la diagonale principale sont ensuite
stockes ligne par ligne dans AA a partir del'indicen + 2.
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Pouri = 1,...,n, JA(i) contient un pointeur indiquant le début delalignei
delamatrice A dansletableau AA. JA(n+ 1) sera &gal alataille du tableau plus
1, cest—a—direla valeur qu’aurait le pointeur indiguant le début d’'une (n+ 1)-
ieme ligne fictive. Il faut remarquer que si, une fois enlevé I’élement diagonal,
la derniere ligne ne contient que des zéros, alors on aura JA(n) =JA(n + 1).
Ensuite, pour i 2 n+ 2, JA(i) contiendra le numéro de la colonne de A ol se
situe I'element hors diagonale dont la valeur a été mise dans AA(i).

Ainsi, pour notre exemple, nous aurons

11234 6(7/8[910
AA 1 1/4|5|0 ~|2|3/6|/7]|8
JA 7/8|9/11/4|1/4]/1|3

Reéepétons que si la derniere ligne de la matrice ne contient que des &éments
nuls a part a,,, alors on aura JA(n) =JA(n + 1).

Dans de nombreux cas, les élements non nuls d’'une matrice se situent uni-
quement sur la diagonale principale (mais celle—ci peut &re nulle aussi) et sur
un certain nombre d’ autres diagonales. |1 est alors possible de ne stocker que ces
diagonales. On utilise pour cela un tableau rectangulaire DIAG(1 : n,1 : nd)
ou nd est le nombre de diagonales dont tous les ééments ne sont pas nuls.
L eloignement de chacune des diagonales par rapport a la diagonale principale
doit &re connu. Cette information sera placee dans un tableau |OFF(1 : nd).
Ainsi DIAG(i,]) = @i+ )- L'ordre dans lequel les diagonales sont stockées
est sans importance. Cependant, si I'on doit utiliser la diagonale principale plus
souvent que les autres, il peut &re avantageux de la stocker dans la premiere
colonne de DIAG. Il ne faut pas oublier que les diagonales autres que la prin-
cipale contiennent moins de n éléments, c'est—a-dire que les sous—diagonales
(donc correspondant a une valeur négative dans |OFF) ne commencent pasala
premiére ligne mais plus loin e que les sur—diagonales (donc correspondant a
une valeur positive dans |OFF) se terminent avant la derniere ligne. |l vy a, par
conséquent, des positions dans le tableau DIAG qui ne sont pas utilisées. Nous
mettrons de nouveau des = pour indiquer les &é&ments qui devraient normale-
ment s'y trouver. Soit, par exemple, la matrice suivante pour laquellend = 3

1020
34065
A= 06870
0089
On aura
«[1]2
DIAG= 21415 |oFF=[=1]0]2]
67«
89«

Ce schéma s appelle stockage diagonal.
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7.3 Operations sur les matrices creuses

Nous allons maintenant &udier comment gfectuer les opérations matricielles
habituelles sur des matrices creuses stockées selon les schémas décrits dans la
Section précédente. Nous ne parlerons que des produits matrice—vect eur puisque
le produit de deux matrices se raméene a une succession de produits matrice-
vecteur. Soit donc A une matrice et x un vecteur.

Supposons A stockée dans AA avec le format CSR. Le calcul dey = Ax
seffectue ainsi

fori=1:n

k1= TA(i)

k2=1TA(@i+ 1)- 1

y(i) = produit scalaire de AA(k1:k2) et dex(JA(k1:k2)
end

Chaque itération de la boucle calcule une composante du vecteur y. Ceci est
avantageux parce que chacune de ces composant es peut &re calculée indépendamment
des autres ce qui permet aussi de paralléliser le calcul.

Si lamatrice est stockée par colonne, ¢’ est—a—direen format CSC, alorsil faut
faire

forj =1:n

k1=1A()

k2= 1A( +1)-1

y(JA(K1:k2)) = y(JA(kT1:k2)) + x(j) » AA(K1:Kk2)
end

Ici, achaqueitération dela boucle, on ajoute un multiple dela j —eme colonne
(que I'on suppose avoir e initialisee a zéro avant la boucle). Par conséquent,
ce calcul est moins facilement parallélisable. Pour le faire, il faut décomposer
les opérations de la boucle interne (celle de k1 a k2). Comme cette boucle ne
nécessite, en général, que peu d'opérations le gain n'est pas appréciable. On
voit donc qu’il est parfois nécessaire de changer la structure des données afin
d’améliorer les performances d’un calcul sur certains ordinateurs.

Voyons maintenant comme efectuer le produit matrice—vecteur avec un sto-
ckage diagonal.

y(1:n)=0
forj =1:nd
k=10FF(j)

fori=1:n
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y(i) = y(i) + DIAG(i,j) »x(k + 1)
end
end

Dans cette facon de procéder, chacune des diagonales est multipliee par le
vecteur x et leresultat est ajouté au vecteur y (initialise a zero avant la boucle
en j). Pour lecalcul, les « du tableau DIAG sont remplacées par 0. Cette facon
de proceder est sans doute la meilleure pour la parallélisation ou la vectori-
sation. D’un autre cbté, il n'est pas assez general. || est possible d’éviter les
multiplications par les &éments nuls de DIAG (qui remplacent des zéros) en
gffectuant la boucleen i denq = max(1,1- k) anz = min(n,n — K).

Un autre type frequent de calcul que I'on doit &tre capable de realiser est
la résolution des systemes lin&aires avec une matrice triangulaire. Considérons
donc la résolution deLx = y ou L est triangulaire inférieure & diagonale unité.
Supposons la matrice L stockée dans AA avec un format CSR; on a

x(1) = y(1)
fori=2:n

k1= TA(i)

k2=1A(@(+ 1) -1

x(i) = y(i)— [produit scalaire de AA(k1: k2) et de x(JA(k1:k2))]
end



Chapitre 8

Calcul du polynome
caracteristique

Nous avons vu que les valeurs propres d'une matrice de dimension n &taient
les n racines de son polynome caractéristique. Or, lorsque n 2 5, il n'existe
pas de formule qui donne ces racines dans tous les cas. C'est |e célebre résultat
démontré par Evariste Galois (1811-1832) dans la nuit précédant |le duel ol il
fut tué (on pourrait dire exécuté). Pour calculer lesracines d’un polyndome, il est
donc impeératif d’'utiliser des méthodes itératives. Dans certains domaines des
mathematiques appliquéees, comme on controle linaire, on peut avoir besoin de
calculer ce polyndme caractéristique (¢ est—a—dire ses coeffi cients ou ses valeurs
en certains points) mais ne pas avoir besoin de calculer ses racines.

Dans ce Chapitre, nous allons &tudier les méthodes numeériques, qui sont des
méthodes directes, qui permettent de calculer le polyndme caractéristiqued’'une
matrice.

8.1 La methode de Souriau

L’idee théeoriquement la plus simple pour calculer toutes les valeurs propres
d’'unematrice consiste a calculer |es cogffi cients de son polynome caractéristique.

En pratique cependant ces méthodes se révelent délicates a utiliser parce
gu’elles sont numériquement instables.

Nous allons cependant donner I'une de ces méthodes a titre d’exemple et
parce qu’elle présente une utilité en calcul formel.

La meéthode de Souriau est une modification d’'une méthode dueal’astronome
Urbain Le Verrier (1811-1877) qui découvrit la planete Neptune en cherchant

113
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a expliquer les perturbations observées dans la mouvement d’'Uranus. On pose
Ai=A, a; = trAq, Bi= A1- a4l
A, = B1A, ap = 1trA2, B, = Ay - ayl

A3 = BrA, az = 5’([’)\3, B3 = A3z — asl

An

Bn— 1A, an = %trAn, Bn = An - anl .

On a les resulats suivants

Theoreme 22

Bn = 0
PaA) = (=1D)"A" - &A™ "= = an_4A - ap]
1
-1 _
A aan—1.

Démonstration.
Supposons que le polyndme caractéristique de A soit
Pn(A) = det(A = Al)= (=1)"A" = A" 1= - = ],

On a

n
Cc1 = A = trA = trA, = a;.
=1

Nous allons demontrer par récurrence que ¢, = ag. Pour cela supposons avoir
demontrequecs = ay,...,6-1= ak-4.Ona

Ak = Bk-1A = (Ak-1~= a&-11 )A = Ax-1A - ac-1A.

Or Ak-1 = Ax-2A — ax--»A € I'on obtient

Ak (Ak-2A — ak-2A)A — ak-1A

Ax- 2A2 = ak- 2A2 - ak-1A

et ainsi de suite, d'ou
A= A= aAR T - gAK 2 — - g A,
Ora =¢gpouri=1,...,k- 1, cequi donne

A= A= gAK 1= c=2AK2- ... g _4A
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et
trAg = trAK = oitrAK T = eptrA* 2 - - - g qtrA = ke

en utilisant lesrelations de Newton entre racines et coeffi cients d'un polyndme.
D’ou 1
Etra"-\k = g = .
Demontrons maintenant que B, = 0. On a
Bn = An_anl =Bn—‘1A_an| =(An—1_an—1|)A_an|
= A"-aA" - -l =0
d’apres le theoreme de Cayley—Hamilton. On a donc
An = anl a Bn—‘]A = anl

ce qui donne B,,_ 1AA~ 1= a,A~ 1 et donc
1
-1_ '
A an Bn— 1-
Ce procédé fournit par conséquent I'inverse de A. i

Malheureusement cette méthode n’est pas utilisable en pratique car elle est
numeériquement instable. Elle rend par contre de grands services pour le calcul
formel de I'inverse d’une matrice.

8.2 Les methodes de reduction a la forme tridiago-
nale

La réeduction d’'une matrice @ une matrice tridiagonale semblable est par-
ticulierement intéressante parce que I'on peut calculer alors facilement le po-
lyndme caractéristique.

Supposons que la matrice A soit de la forme

ai by
¢ a b

Cn-2 @n-1 bn-q
Ch-1 an

Appelons Pi(A) le polyndme caractéristique de la matrice formée par les k
premieres lignes et les k premieres colonnesde A. On a
aj— A b
Cq a - A b
Pk(A) = det(Akx — Al) = det . .
k-2 a&-1~"A x4
C-1 @ -— A
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En développant ce déterminant par rapport a sa derniereligne (ou sa derniere
colonne) on obtient

Pk(A) = (ak = A)Pg-1(A) = b- 10 1Px-2(A).

Pour pouvoir utiliser cette relation de récurrence il faut évidemment donner
Po(A) et P4(A). On a
Pi(A)=ai- A

et I'on voit qu’en prenant Pg(A) = 1 et n = 2 on obtient
P2(A) = (a2 = A)(a1 = A) = bicy

qui est bien le polyndme caractéristique de la matrice

a; b
¢ a

Les valeurs initiales seront donc Pg(A) = 1 et P4(A) = a; — A (on aurait pu
prendre aussi Pg(A) = 1 e P-1(A) = 0). On peut donc, a I'aide de |la relation
de récurrence précédente, calculer P, (A) pour toute valeur de A.

Etudions quelques propriétés des racines de ces polynomes.
Propriéte 6
Si, M, hg = 0, alors M, P; et Pi-1 nont pas de racine commune.

Demonstration.

Elle se fait par I'absurde. Si P; e Pj- 1 admettent a comme racine commune
alors
Pi(a) = (ai - a)Pi-1(a) - b-16-1Pi-2(a) = 0.

Donc, si b-1 e ¢-1 sont differents de zéro, Pi-»(a) = O et ainsi de suite; ce
qui conduit a Pg(a) = 0 qui est impossible. &

Propriéete 7
Si W,bc > 0, alors, M, les racines de P;+ 1 sont réelles, distinctes et separées
par celles de P;.

Demonstration.

Elle se fait par récurrence. P4 admet une racine réelle unique aj. Etudions
les racines de P»

P2(A)

(a2 = AN)(a1= A) - by
A2 = (a1 + a)A + agap - bycy.
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Le discriminant est
A = (ar+ ap)? - 4aray - bicr) = (a1 — ap)? + dbycy.

Si bicy > 0 alors A > 0. P> possede donc deux racines réelles distinctes. On
a Py(a1) = —bicy < 0, donc ag est situe entre les racines de P, puisque le
coeffi cient de A2 dans P; est positif.

Supposons la proprieté vraiejusqu’'ai et demontrons qu’elle |’est encore pour
i+ 1

Appelons
t4,...,ti+1 lesracinesde P4
S4,...,5 lesracinesde P,
rq,...,ri-1 lesracinesde P;_ 4.

On suppose donc la propriété vraie pour i, cest—a—dire que
SI<M<S<IMH<...<5_-19<T-1<75.

Or Pi-4(A) = (r1 = A)---(ri-1 = A) & Pi(A) = (s = A)--~(si = A). D'ol, en
utilisant la relation de récurrence

Pir1(A) = (Gie 1= A)(s1 = A) == (si= A) = BG(ry = A) -~ (ri-1 = A).
En particulier on a
Pis1(sj) = 0-bg(r1—s7) - (rj-1= ) (rj = 5j) - (ri-1— ;)
du signede (-1)i-1 =0

€t, par consequent, Pj. 1(sj) est du signede (- 1)) pourj = 1,...,icarbg > 0.
Il y a donc une racine de P;. 1 entre chaque racine de P;, ce qui donne i — 1
racines(sj < tj+1 < sj+1,j = 1,...,i— 1). Deplus, leterme de plus haut degré
dePi,1est (-1)"" A" 1. Donc P+ 1(A) tend vers + = lorsque A tend vers — = .
Comme, d'autre part, Pi+1(s1) < 0, il y a une racine t1 de P;. 1 inférieure a
51, (t1 < s1). Enfin, Pi+1(si) est du signe de (- 1)' et P+ 1(+ =) est du signe
de (- 1)"* 1. |l existe donc uneracine tj+ 1 de P+ 1 supérieure a si, (si < ti+1) ce
qui termine la demonstration.

Propriete 8
Soit a tel que Py(a) = 0 et V(a) le nombre de racines supérieures a a; si
V.bg > 0, alors V(a) est egal au nombre de changements de signes dans la
suite

1,-P4(a),P2(a), = P3(a),..., (= 1)"Pn(a).

Demonstration.

Elle tient simplement au fait que I'on a une suite de Sturm. Le nombre de
racines appartenant aJa, i est donc égal a V(a) - V(b). i
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Remarque 8

1. Si la matrice A est symétrique et si ¥, = 0, alors les trois propriétées
préecedentes sont vraies puisque g = by et gh = I:]2 > 0.

2. On rappelle gqu'une suite de polyndomes est une suite de Sturm si deux
polyndmes successifs ne s'annulent pas simultanément et si, quand un
polyndme s annule, les deux polynomes adjacents sont de signes contraires.

Si, pour calculer Ph(A), on utilise la relation de récurrence précédente, on est
obligé de recommencer les calculs pour chaque valeur de A. On peut éviter cela
en calculant une fois pour tous les coeffi cients de P, a |'aide de la relation de
récurrence. Posons

Pi(A) = APN + AN T+ e A A+ AL

alors, en utilisant |a relation de récurrence précédente et en identifiant de part
et d'autre du signe égal les coeffi cients des termes de méme degré en A, on
obtient

ALY = AD - &AL - heAST), p=0,. i+ 1
i

avecAN) = 0sip> gAY =1 All=- 4.
j=1

Remarque 9

Si I'un des b ou I'un des ¢ est nul, le polyndme caractéristique se factorise en
un produit de deux polyndmes que I'on peut calculer seéparément. Si plusieurs b
ou ¢ sont nuls, on a un produit de plusieurs polyndomes.

Le calcul des vecteurs propres d’'une matrice tridiagonale est particulierement
simple. Soit A une valeur propreet xq,.. ., Xn les composantes du vecteur propre
X associé a A. Le systeme Ax = Ax sécrit alors

(a1 = A)x1+bix2=10

CiX1+ (@2 — A)Xo + X3 = 0

CXo+ (83— A)Xg+ x4 =0

Ch-2Xn-2* (@n-1—= A)Xp-1+ bh-1Xn =0
Ch-1Xpn-1* (an = A)Xp = 0.

On chaisit x1 = 1(ou x, = 1) et le systeme se résoud immeédiatement. |l faut
cependant prendre certaines precautions pour éviter les erreurs d'arrondis.



8.2. LESMETHODESDE REDUCTION A LA FORME TRIDIAGONALE119

8.2.1 La methode de Lanczos

Elle a eté donnee par Lanczos en 1950. Soient x et y deux vecteurs quel-
congues non nuls. On pose

XD=D, y[]=0
X1 Yi=Y

puis I'on calcule

Xk+1 =  AXk = Xk = b 1Xk-1 k=12
Vet = ATy = acyk = Be1yk-1 e
avechp = 0 et
a = (AXk, ¥k) = (AXk, Yk-1)
(XK, yx) (Xk-1,Yk-1)

Nous supposerons que ces vecteurs peuvent efectivement &tre construits,
c'est—a—dire que, pour tout k, (xk,yx) = 0.

Theoreme 23
(xi,yj)=0, i=].

Demonstration.

On a (xp,y1) = (x1,y0) = 0. Puis

(x2,y¥1) = (AXq-= a1x4,y1) = (AX1,¥1) = M(><1,3'1) =0
(X1,¥1)
(x1.y2) = (x1.ATyr - anyr) = (xi, ATyp) - XY vy =g
(X1, Y1)
Supposons avoir demontré que (Xp+1,Yp) = (Xp,Yp+1) = Opour p=0,...,i—- 1.
Ona
Xi+1,%) = (AX,Y) = aixi, yi) = b-1(Xi-1, 1)
_ o (ALY
= (AXi,Yi) (X0, Vi) (xi,yi)-0=20
et
(xi,¥ie1) = (i, ATyi) = a(x, i) = boq(xi,yi-1)
= (x,ATy) - M()c.-,y.lfi)— 0= 0.

(Xi, i)
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Etudions maintenant cequ’il sepasselorsqu’il y aun écart de2 entrelesindices.
On a (x2,y0) = (Xo,¥2) = O et

(x3,¥1) (AX2 — apX2 — b1x1,y1)
(AX2, Y1)(

X1, =0
(x1,y1) 1)

= (AXz,y1) = ax(x2,y1) =

(x1,¥3) = (x1,ATy2~ azy2 — byyy)
(Ax2,y1)
(X1,¥1)
= (AX1,¥2) = (Ax2,y1) = (Ax1,ATy1 = aryq) = (A%xq = a1Ax4, y1)
= (A%1,y1) = a1(Ax1,y1) = (A%x1,y1) + a1(Ax1,y1) = 0.

= (x1,ATyy) = ax(x1,y2) - (X1,¥1)

Supposons avoir demontré que

(Xp+1,¥p-1) = (Xp-1,¥p+1) = 0, p=1,..., i=1
On a
(Xi+1,¥i-1) = (AX{,Yi-1) = a(Xi,¥i-1) = b-1(Xi-1,¥i-1)
(AXi,Yi-1)
= (AX,V¥i-1)-0- ———(Xj-1,¥i-1) =0
(AXi,Yi-1) (Xi—1,Yi—1)( i-1,Yi-1)

(Xi-1,Yi+1) = Xi-,ATY) = a(Xi-1,¥) = B 1(Xi-1,¥i-1)
= (AXi-1,¥1) ~ 0= (AX,Yi-1)
= (Axi-1,ATYi-1= a-1Yi-1 = b-2yi-2)
= (A%X;-1= a-1AX;- 1= b-2AXi-2,¥i-1)
= (Axi-1,ATyio1) = aoq(Xi-1,yi-1) =
Bi-2(AXi- 1,Yi-2) = (A’Xi-1,Y¥i-1)
+ai-1(AXi-1,¥i-1) + bB-2(AXi-2,Y¥i-1)
= b-2(AXi-2,Yi-1) = B-2(AXi-1,V¥i-2)
= bi-2b-3---o[(Axo, ¥1) = (AX1,y0)] = 0.

Onaxj+1 LYj-1 LXj LYj—2.Donc(Xi+1,Y¥i-2) = Oet demé&me(xi-2,¥i+1) =
0 et ainsi de proche en proche d'ou le résultat du Théoreme. i

Remarque 10
On appelle biorthogonales deux suites de vecteurs qui vérifient la propriété du
T héoreme précédent.

Corollaire 2
Xn+1= Yn+1= 0.

Déemonstration.
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Dans un espace de dimension n, il ne peut exister plus de n vecteurs ortho-
gonaux.

Les relations de récurrence préecedentes peuvent s'éecrire

AXk = b-1Xg-1+ agXg + Xg+1
h
A yk Be-1Yk-1 + akYk + Yk+1-

I ntroduisons les matrices

a1 by
1 a by
B = . .
1 an-1 byt
1 an
X matrice dont les colonnes sont x1,...,Xn,
Y . matrice dont les lignes sont yq,..., Y,

Il est facile de voir que les relations précedentes s'ecrivent

AX = XB douB =X 1AX
YA = B'Y douB'=YAY

Par conséquent lesmatrices A et B sont semblables et B est tridiagonale. Posons
Po(A) = 1 et P4(A) = a1 — A et construisons la suite

Pk+1(A) = (ak+1 = MPx(A) = iPx-1(A), k=1,....n-1.

On voit que P, est |e polyndme caractéristique de la matrice A.

Du point de vue numérique cette méthode est assez rapide mais sa préecision
est souvent médiocre pour des matrices d'ordre éleve : cela tient au fait que
la biorthogonalité des suites (x;) e (yi) est numériquement médiocre surtout
quand ces vecteurs ont des composantes petites en module. On peut diminuer
cette perte de précision en corrigeant les vecteurs x; a chaqueitération. Notons
Xi le vecteur corrigé

i-1
Xi = Xi— Yij Xj
j=1

(Xi,Yj)
(X5, )
On peut vérifier que I'on a alors exactement

Yij =

(xi,yj)=0, j=1.
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On vu précedemment qu’il y avait intér&t a ce que la matrice triangulaire
soit symétrique. Durand a proposé une variante de la méthode de Lanczos qui
aboutit a une matrice B symétrique. On pose

xo = 0, yo=0
X1 = €, Y11= €&
BeXk+1 = AXg = akXk = B 1Xk-1

beyke1 = ATyk— akyk — b 1yk-1.

On choisit les ax et les by de sorte que (x;,yj) = O d'ou ax = (Axk,Yk) €t
b = (AXk,Yk+1) = (AXks1,Yk) ce qui donne b, = [(Axk,Ayk) - af = bf_4]"?
avec bp = 0. On obtient alors

a; by
b & b
bh-2 an-1 bn-1
bh- 1 an

e B=XTAX.

Cette méthode présente I'inconvénient que le calcul des b nécessite I'utili-
sation de I'arithmétique complexe. D’autre part, si I'un des b est nul, alors
on ne peut pas calculer Xi. 1 € yk+ 1. Cependant, dans ce cas, det(B — Al ) se
decompose en un produit de deux déterminants. Numeériquement les déefauts de
la méthode de Lanczos sont encore aggraves car il est en plus diffi cile d'avoir

(xi,yi) =1

8.3 Les methodes de Givens et Householder

Les mé&thodes de Givens e de Householder permettent de transformer toute
matrice A en unematrice de Hessenberg semblable. Si lamatrice A est symétrique,
sa matrice de Hessenberg sera tridiagonale et I'on pourra donc calculer son po-
lyndme caractéristique par les procédures déecrites auparavant.

8.3.1 La forme de Hessenberg

Définition 6
On dit qu'une matrice A = (ajj) est de la forme de Hessenberg supérieure si

@ =0 i>j+1 j=1..n-1
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c'est & dire que A est de la forme

ayqr ot A
a1 axp -+ - am
A = 0 ax azxz - am
0 0 - @ann-1 @nn

Les matrices de Hessenberg jouent un rdle important dans de nombreuses
meéthodes de calcul de valeurs propres. Pour certaines méethodes itératives, on
ne sait meme déemontrer leur convergence que quand la matrice dont on cherche
les valeurs propres est de la forme de Hessenberg. Cependant c'est le theoreme
suivant qui donne toute leur importance aux matrices de Hessenberg

Théoreme 24
Soit A une matrice quelconque. |1 existe une matrice orthogonale P telle que
H = PTAP soit une matrice de Hessenberg supérieure.

Ce théoreme sera demontré de facon constructive, ¢’ est—a—dire en décrivant
une méthode permettant de passer de A a H. |l existe essentiellement deux
méthodes de réduction d’'une matrice quelconque en une matrice de Hessenberg
supérieure. Dans ces deux méthodes on efectue une succession de transforma-
tions orthogonales. On pose Ag = A puis

Ax=PJA 1P, k=1,...,n-2

ou Ak-1 est delaforme (pour n=6¢et k= 3)

* ok ok
E 3
*
¥

Ak-1=

* * * *

* * ¥* *

O oo o + *
O O O+ * *

* * * *

ou * désigne un &ément qui peut ne pas &tre nul. Le bloc en haut et a gauche
est dedimension k x k et celui en bas a droite est dedimension (n— k) x (n— k).
La dimension des deux autres blocs s'en déeduit facilement.

La matrice Ap-> est semblable 2 A et €elle est de la forme de Hessenberg
supérieure. La premiere méthode, donnée par Wallace Givens en 1954, utilise
des matrices de rotation plane. La seconde méthode, introduite en 1958 par
Householder, utilise des matrices orthogonales éémentaires.

Si lamatrice A est symétrique, alors sa forme de Hessenberg est une matrice
tridiagonale. Nous allons donc voir maintenant comment réduire une matrice
en un matrice de Hesseberg semblable.
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8.3.2 La methode de Givens

Soit B = (hj) une matrice quelconque et Qpq la matrice

1

sn@ -+ - - cosB

1

ou les sin B and cosB sont aux intersections des lignes et des colonnes p et g et
ou tous les autres elements en dehors de |la diagonale principale sont nuls.

Posons C = (gj) = QEqBqu. Quand on passe ainsi de B a C, seuls sont
modifiés les eléments des lignes et des colonnesp et qet I'on a

QI = h]! I:J = p!q

Cp = bpcosB+ bgsinB, i=p,q
Cyj = byjoosB+ bysing | =pq
Cq = =—bpsin®+ bgcosd, i=pq

Cj = by sin®+ bycos6, | =pq

Cp = bppcos? 8+ (bpg+ byp) SiNOCOSB + bygsin’ 6
Coq = bppsin?0— (lng+ byp)sinBcos8 + by cos’ B
Cg = bpqcos’8+ (byg— byp) SinBcose- by sin? O
Cp = bypsin?8+ (byg— byp)sinBcos6 - hyysin?6.

On choisit 6 afin que cqp-1 = 0 d'ou
—bpp-1SinB+ byp-100s8= 0.
Sib,p-1=0onprendra®= 0d'ou Qpg= 1.

p etant fixe, si I'on fait varier gde p+ 1 a n on voit qu'un &ément de la
(p— 1)-eme colonne qui était nul ou qui avait &é annulé auparavant n'est pas
modifié par les transformations suivantes. Donc en prenant

n
Px = Qg+ 14
g=k+2
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on annule successivement a, x4 pour i = k+ 2,...,n et par consequent A,-»
est de la forme de Hessenberg supérieure.

Du point de vue algorithmique les regles se resument a

pourk=1,...,n—-2et pouri=Kk+ 2,...,n, faire

k-1 k-1
1. calculer a = [(al )%+ (a )22,

2. calculer cosB = af('i_ﬂ,lfa et sin6=a "/ a(sia=0, prendre6= 0)

k _ k) _
et 3|(<+)1,k =a, ai(k) = Q,

3. pourj=k+1,...,n, calculer
af(kﬂu = a,(('i_sj} cosB + ai(jk_ Vsing
ai(jk) = —a(k'i]? sin@+ ai(jk_” cos6,
4, pourj =1,..., n, calculer
aj('fk)ﬂ = a}f‘k_ﬂf cosO + aJ“,‘_” sin®
ai“i‘) = —aj“fk_+11’ sin+ aj(:‘_” cos8.

L’&tape 3 correspond au produit P Ax_ 1 et I'etape 4 représente (P Ag- 1)Px.

Le passage de Ag a A,,- » nécessite environ 10n3/ 3 multiplications.

Remarque 11

Si lamatrice A est symétrique, alors les matrices A successives sont egalement
symetriques. Par consequent la forme de Hessenberg supérieure devient tridia-
gonale. La mé&thode de Givens est donc une méthode de réduction d'une matrice
symétrique & une matrice tridiagonale semblable.

8.3.3 La methode de Householder

On pose
Hik-1 | Ck-1

Ar_q4=
k- 0 bx-1 | Bk-1

La matrice Hk- 1 est de la forme de Hessenberg supérieure. On exprime la
matrice Py sous la forme

_ 1|0
Py = 0] Qg
avec Qg = | - 2vkvl ou v € R K et (v, vk) = 1. La matrice identitée en

haut et a gauche est de dimension k x K et la matrice Qk est de dimension
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(n - K) x (n- k). Les dimensions des autres blocs sen déduisent facilement.
Les matrices Py et Qi sont symétriques.

On obtient donc

Hk-1 | Cx-1Qx

Ak = PrAk-1Pic = 0 Qbx-1 | QxBk-1Q«k

Les dimensions des blocs sont |es mémes que celles des blocs correspondants de
la matrice Px.

S I'on choisit Qg de sorte que toutes les composantes du vecteur Qihb- 1
soient nulles sauf la premiere (et I'on sait que c'est possible grace au résultat
du Théoreme 21), alors la sous matrice principale de dimension k + 1 est dela
forme de Hessenberg supérieure. On peut simplifier les formules précédentes en
introduisant le vecteur wy € IR" dont les k premieres composantes sont nulles.
On a alors

Pe =1 = 2wewy = | = ugul/2v?
avec
(ug)i = 0, i=1,...,k (iemecomposante de u)
(Ukk+1 = a{kli]?ﬂ?Sk
() = af " i=k+2..,n
112
T k)2
S = (a )
i=k+1
_ (k-1
2\"% = SE+aI((+1,Iv)<Sk

et 'on a aﬂi)” = £ 5. Lesigne £ devant S est celui de af(':_.,?ﬁ de sorte que
(Uk)k+1 ne puisse pas &tre nul.

Le passage de Ag a A,- > nécessite de I'ordre de 5n%/ 3 multiplications, soit
environ deux fois moins que dans la méthode de Givens.

Remarque 12

1. Si lamatrice A est symétrique alors toutes les matrices A sont symétriques
et par conséquent Ap-> est une matrice tridiagonale.

2. Les méthodes de Givens et Householder ne sont pas totalement indépendantes.
On montre que les matrices des deux transformations sont identiques a
des facteurs multiplicatifs + 1 pres pour chaque colonne.

Nous avons vu que, lorsque la matrice A est symétrique, alors on peut utiliser
les méthodes de Givens et de Householder pour réduire A a la forme tridiago-
nale. En efectuant ces réductions en tenant compte des symétries des matrices
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il faut de I’ordre de 4n%/ 3 multiplications pour la méthode de Givens et 2n°/ 3
pour celle de Householder. En pratique on utilisera donc toujours la méthode
de Householder.
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Chapitre 9

Quelques methodes iteratives

Soit a résoudre le systeme d’équations lin&aires
AX = b
Une méthode itérative consiste a construire une suite de vecteurs qui, sous

certaines conditions, converge vers la solution du systeme.

Dans ce Chapitre, apres un certain nombre de résultats genéraux, on & udiera
les méthodes de relaxation puis la méthode des directions alternées. Les Cha-
pitres suivants seront consacrés aux méthodes de projection qui, bien qu’étant
des methodes itératives, sont de nature completement différente.

Pour plus de résultats, on pourra consulter I'ouvrage fondamental de Varga
[?], ou les livres de Ciarlet [7], de Meurant [?] et de Stewart [7].

9.1 Generalites
Commencons par des définitions et des résultats généraux.

D éfinition 7
Une matrice A est dite non négative si
a; 20 M,j.
On ecrira A = 0, 0 &tant la matrice nulle. On définirait de méme une matrice

positive par I'inégalité stricte.

Deéfinition 8
On dit que la matrice A est monotone si et seulement si elle est réguliere et
A1z 0.

129
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Cette définition est |a version en dimension finie du principe du maximum.
Par conséquent, si b= Oalorsx = A~ b2 0.

Deéfinition 9
A est réductible s'il existe une matrice de permutation P telle que
Ay A
M= 11 12
PAP' = 0 Ay

les sous—matrices A 11 et Ay etant carrées. Une matrice qui ne verifie pas cette
propriete est appelée irréductible.

Une définition fondamentale est
Définition 10
Décomposeons la matrice A en deux matrices M et N de facon que
A=M-N.

On dit que cette decomposition est reguliere si M est reguliere, si M ~12 0 et
siNz0.

On dit que la decomposition est faiblement réguliere si M est réguliere, si
M-T>20etsi M~ 'N 2 0.

Donnons maintenant le T héoreme de Perron—Frobenius. On rappelle quep(A)
désigne le rayon spectral de A, c'est—a—dire que p(A) = max; |Ai|, ou les A; sont
les valeurs propres de A.

Theoreme 25
S A= 0 et est irreductible, alors

i) A aune valeur propre positive ou nulle egale a p(A),
ii) Le vecteur propre correspondant a p(A) est positif,
iii) p(A) croit quand un élément quelconque de A croit,

iv) p(A) est une valeur propre simple.
On a également le

Théoreme 26
Si aj = 0, = |, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes

i) A est réguliereet A~12 0,
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i) M,a;>0etB=1-D"TA2 Oestirreductible et p(B) < 1, D &tant la
matrice diagonale des &lements diagonaux de A.

Sur les matrices non négatives et le Théoreme de Perron—Frobenius, voir [?].

Donnons des définitions qui seront utilisées dans la suite

Définition 11

Une matrice reguliere A telle que aj; = 0, ¥ = j, et A~' 2z 0 sappelle une
M —matrice.

Soit M (A) la matrice dont les eélements m;; sont donnés par m;; = |a;| et
mj; = —|ajj| pour i = j. On dit que A est une H-matrice si et seulement si
M (A) est une M —matrice.

Une matrice A symeétrique definie positive et telle queajj = 0, M = |, sappelle
une matrice de Stieltjes.

On voit gu'une M —matrice est une H—-matrice.
Une conséquence du T héoreme précédent est le
Corollaire 3

Si A est une matrice de Stieltjes, alors c'est une M —matrice. De plus, A est
irréductible si et seulement si A~ > 0.

Un résultat intéressant sur la construction des M —matrices est fourni par le

Théoreme 27
Soit A une M —matrice et soit C une matrice obtenue en remplacant certains
éléments hors diagonaux de A par 0. Alors C est une M —matrice.

On démontre aussi le résultat suivant (voir la Dé&finition 14)

Théoreme 28
A est une H—-matrice non singuliere si et seulement si A est a dominance dia-
gonale stricte généralisée.

Etudions maintenant ce que I'on appelle matrices cycliques et primitives.

Soit A =z 0 et irréeductible et soit k le nombre de valeurs propres de A de
module égal a p(A).

Deéfinition 12
Si k= 1on dit que A est primitive et si k > 1 on dit qu'elle est cyclique d’ ordre
K.
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Dans le cas d’'une matrice cyclique d'ordre k, les k valeurs propres de module
égal a p(A) sont _
A =p(A)EY, j=0,... k-1

avec §j = 2j T/ k.

Definition 13

Une matrice A (non nécessairement non négative ou irréductible) est faiblement
cyclique d'ordre k > 1 s'il existe une matrice de permutation P telle que PAPT
soit de la forme

D P I - A"‘(
Ay O :
I _
PAP' = 0 Ayp
Akk-1 0

ol les sous—matrices nulles sont carreées.
On a les propriétés suivantes
Theoreme 29

1. S A > 0, alors A est primitive.
2. Si A est primitive, alors A™ est primitive ¥m > 0.
3. A=z 0et ¥m> 0,A™M > 0 si et seulement si A est primitive.

Une notion importante est donnée dans la

Deéfinition 14
On dit que A est a dominance diagonale stricte si
n
|aii| > laij], i=1,...,n.
p=1

I

Sil existe une matrice diagonale D > O telle que D~ 'AD soit a dominance
diagonale (stricte), on dit que A est a dominance diagonale (stricte) géenéralisee.

9.2 Convergence de matrices

Soit (A(K)) une suite de matrices. On dit que (A(K)) converge vers A si
limg,- AR =A =0
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Cherchons la condition nécessaire et suffi sante sur A pour que la suite (A™)
converge vers 0 lorsque m tend vers I'infini. Dans ce cas, on dira que la matrice
A est convergente.

|| existe une matrice S reguliere telle que SAS™ ' = A ou A est de la forme
de Jordan
J1
Jo

p-g!
Il

Jk etant une matrice nx x ng de la forme

Ae 1

1
Ak

et Ak étant une valeur propre de A de multiplicite ng avecnq+ -+ n; = n.

OnaA™ = SA™S™ !, Cest-a-dire A™ = S"TAMS. || est donc &quivalent de
chercher la condition nécessaire et suffi sante pour que A™ tende vers 0 quand
m tend vers I'infini. On a

Donc A™ tend vers O si et seulement si J|" tend vers 0 quand m tend vers
I'infini. Calculons J;'. On a

A2 2A 1
A2 2N 1

.1

2Ag
A

et par recurrence, en notant par d{f‘]‘.k les elements de J,

0 L Sis
Nk = (M= DN s ) < max(ngm+ i)
0 m+i<j < ng.

Par conséquent J;" tend vers 0 si |Ak| < 1, k. On a donc démontre le
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Théoreme 30
Une condition nécessaire et suffi sante pour que limpy_,. A™ = 0 est que p(A) <
1.

Nous avons

moe T e (m )

p éant la dimension de la matrice J.
Une conséquence du T héoreme précédent est le

Théoreme 31
Laseriel + A+ A2+ --- converge vers (| — A)~ " si et seulement si p(A) < 1.

Déemonstration.

Supposons que p(A) < 1. Soit A une valeur propre de A. Alors 1- A est valeur
propre de | — A. Puisque p(A) < 1, ona |[A] < 1e donc1—- A = 0. Par
consequent, la matrice | — A est réguliere.

Posons Sy = | + A+ ---+ AKX Alors (I - A)S¢ = | - AK*1 Cest—a—dire
Sc= (I =AYl - Ak . OnadoncSc—- (I - A)"T=-(1 - Ay 1Ak ce
gui, en passant aux normes, conduit a

S-(1-A)1T s (-A" - AT

D’apres le T heoreme préecedent, 1a suite (AX) converge vers zero ce qui demontre
que la suite (Sy) converge vers (I — A)~ 1.

Reéciproquement, si la suite (Sx) admet unelimite, alors la suite (A¥) converge
vers zéro. Donc, d’apres le Théeoreme précédent, p(A) < 1. 1

9.3 Methodes de relaxation

Une mé&thode de relaxation pour résoudre le systeme de n équations Ax = b
consiste a gfectuer une decomposition de la matrice A sous la forme
A=M-N
ou M est une matrice reguliere. Le systeme peut alors s'écrire

Mx=Nx+h
Construisons la suite de vecteurs xg, X1, ... dela facon suivante

— Xp arbitraire,
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— MXys 1= NXg + b, soit encore xg. 1= M~ ITNx, + M~ b,

Nous avons ainsi défini une méthode itérative dite de relaxation.

Il est possible de mettre les itérations précedentes sous une autre forme. On
aM IN=1-M"'A dou

Xke1 = Xk + M1 (b= Axy) = i+ M~y

avec ry = b—- Axg. La matrice M~ apparait donc comme devant &re une
approximation de A~ ', c’est—a—dire comme un préconditionneur. En d’autres
termes, M doit &reuneapproximation de A mais, bien sir, lesystemeM (Xg+ 1~
Xk) = rg doit &re beaucoup plus facile a résoudre que le systeme Ayg = ry dont
la solution est yx = x — xi. En effet, sauf dans le cas ol le calcul de M ~ ' est
tres simple, xx+ 1 se calcule en résolvant le systeme linéaire M x.1 = Nxx + b.

On a
M- IN=(A+N)'N=(+G)'G avec G=A"'N.

Soit u un vecteur proprede G correspondant alavaleur propret. Alors1+1 = 0

et 'on a
T

1+71

Par conséquent u est aussi vecteur proprede M ~'N et il correspond a la valeur
proprepd = 7/(1+ 7).

Reéciproquement, si y est valeur propre de (I + G)"'G et si v est le vecteur
propre correspondant, alors

Gu=T1u e (I+G)'Gu=

u.

Gv = u(l + G)v.

D’apres cette relation, p ne peut pas &tre egal a 1 et donc
Gv = a V=TV,
-
Puisque y = 1/(1+ 1) est une fonction strictement croissante de 1, il découle
PA~'N)
1+ p(A~'N)’

p(M~N) = (9.1

Cetterelation sera utile par la suite.

Il est possible de considérer, de facon plus générale, une méthode itérative de
|a forme
Xk+1 = BgXk + .
Alors, afin d’avoir xk+1 = X dans le cas ol Xk = X, on doit avoir ok = Hgb &t
| = Bk = HKA ol Hg est une matrice inversible. On obtient

Xk+e1 = Xk + (B = )Xk + &
= Xk — HxAXk + Hib
= Xk + Hgrg.

Hk est donc également un préconditionneur.
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Remarque 13

A I'heure actuelle, les méthodes de relaxation ne sont plus tellement utilisées
comme méthodes itératives car il existe des méthodes beaucoup plus effi caces.
Cependant, les matrices M ~ ! sont utilisees comme préecondionneurs.

9.3.1 Generalites sur la convergence

Lorsque k tend vers I'infini nous voulons que Xk, obtenu par une méthode
de relaxation, converge vers X, solution unique du systeme. De ce qui précede,
nhous déduisons

M (Xk+1— X) = N(xx = x).

Posons g, = X — Xx. On a
& =M 'Nec-1= (M~ 'N) e.
Par conséquent
& < M7IN K. g
d’'ol immediatement le

Théoreme 32
S M~IN < 1, alors (xi) converge vers x quel que soit xg.

La condition suffisante du ce Théoreme est trop forte. En efet, nous avons
vu, dans [?], quep(M " 'N)< M~'N et leréesultat precedent ne permet pas
de conclure si 1 est compris entre ces deux quantités.

Le resultat fondamental est le suivant

Théoreme 33
Une condition nécessaire et sufi sante pour que la suite (xx) converge vers x
quel que soit xg est que p(M ~IN) < 1.

Déemonstration.

Puisque & = (M~ 'N)Xey, une condition nécessaire et suffi sante pour que la
suite (&) tende vers 0 est que la matrice (M ~'N ) tende vers la matrice nulle
guand k tends vers I'infini. D’apres ce qui a & é& vu dans [?7], il faut et il suffit
que toutes les valeurs propresde M ~ 'N soient de module strictement plus petit
quei. i

Remarque 14
D’apres le Theoreme préecedent, on voit que plus p(M ~ "N ) < 1 est petit et plus
la convergence de la méthode est rapide.
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Théoreme 34

Si A n'est pas singuliere, une condition nécessaire et suffi sante pour que la suite
(xk) tende vers x lorsque k tend vers I'infini est que la suite (rx = b— Axy)
tende vers 0.

Demonstration.

Nous avons
r«k = Ae
& = A 'rn.
D’apres les inegalites sur les normes, on a
Kk < A - &
& = AT - Mg .

On voit que la premiere inégalitée implique que si X tend vers x , e tend
vers 0. Donc ri tend vers O, c'est—a-dire que ri tend vers Q.

La seconde in&galité implique que si r tend vers 0, rx tend vers 0. Donc
e tend vers 0, Cest—a— dire que (xi) converge vers x. i

L’inégalitée
& = Al Mk
indigue une majoration absolue de la norme de I'erreur. Cependant on préfere

a cela une majoration basée sur I'affaiblissement relatif des résidus ry / X
et sur l'erreur relative e / x¢ .

Théoreme 35

Pour un affaiblissement relatif donné ng = r¢ / Xx , le rapport des erreurs
relatives extrémales est égal a I'inverse du conditionnement k(A) de la matrice
A,

Demonstration.
Ik Ag &

Xk & Xk
d’ou
& _ Ae
—— =k ———.
Xk €«

L’erreur relative minimale est égalean,/ A , tandis quel’erreur relative maxi-
male est égalean, - A~ ' . Puisque
1 AX
< <
AT T x T A
ona _ -
erreur relative minimale _ 1 1

erreur relative maximale . A-T - A K(A)
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Remarque 15
Onavucaquee,= M "Ne_q et quer, = Ag. Donc

(M- N)M "Ne—1=N( - M~ "N)ex—+
NM~T(M - N)e1
= NM 'r_q.

Mk

On rappelle que les matrices M ~'N et NM 1 sont semblables et que si u est
vecteur propre de la premiére matrice, alors v = M u est |le vecteur propre de la
seconde associ€é a la méme valeur propre.

Nous avons les résultats de convergence suivants, dans des cas particuliers.

Théoreme 36
Soit A= M - N une decomposition réguliere de A. Alors A est reguliere avec
A~12 0si et seulement si

P(AT'N)

T+ oA ™) - "

p(M~'N) =
Donc, si A est reguliere avec A~ ' = 0 alors (xx) converge vers x quel que soit
Xp.

Si une matrice est symétrique, son rayon spectral est égal a sa norme. Dans
cecas, p(A"TN)s AN = A" - N = p(A""p(N). Donc, d'apres le
T héoreme précedent, on a

Theoreme 37
Si A est une matrice de Stieltjes et si A = M - N est une déecomposition
reguliere de A avec N symétrique, alors

o _eNpA™)

PN < N oA )

Les demonstrations de ces résultats sont basées sur la relation (9.1).

Théoreme 38

Si A est une M —matrice et si M est obtenue en remplacant certains &éments
hors diagonaux de A par 0, alors A = M - N est une decomposition réguliere
deAetpM TN)< 1.

Ladéemonstration est basée sur le Theoreme 27, d’apreslequel M est également
une M —matrice.
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Théoreme 39
Soit A = M — N une decomposition faiblement réeguliere de A. Alors, A est
reguliere et A~12 0 si et seulement si p(M~'N) < 1.

Certainsresultats permettent de comparer entreelles différentes déecompositions
de la matrice A.

Théeoreme 40
Soient A = M1 — Nq1 = My — Ny deux décompositions régulieres de A. Si
A 1>0etsiNy,= N2 0, alors

0< p(M; "Ny < p(M; TN < 1.
Deplus, siA"1> 0, si N = Ny= Oetsi Np = Ng = 0, alors les inegalites
précédentes sont strictes.

Théoreme 41
Soient A = M1 — N1 = Ms> - N> deux decompositions régulieres de A. Si
A '20etsiM;'2 M, alors

0< p(M7"'N¢) < p(M5 'Np) < 1.

SiA"'>0etsiM;'> M, alors les inegalitées precedentes sont strictes.

D’apres ce qui précede, on voit que le choix de la decomposition de la matrice
A du systeme est guidé par les considérations suivantes

1. il faut que p(M ~'N) < 1,

2. larésolution de My = ¢, ou c est un vecteur quelconque, doit &re simple
et exiger le moins d’'opérations possibles,

3. la decomposition retenue doit &tre la meilleure possible, ¢ est—a—dire que
p(M ~N) doit &tre le plus petit possible.

9.3.2 Les methodes de Jacobi et Gauss—Seidel

Nous allons maintenant étudier un certain nombre de decompositions de la
matrice A.
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Soit D la matrice diagonale des &éments diagonaux de A

a1
D=
ann

soit —E la matrice triangulaire strictement inférieure de A

an1 e an,n—1 0
et soit —F la matrice triangulaire strictement supérieure de A

0 ap - - an

0 app

On a donc

cest-adireA=D-E-F.

On supposera que la matrice D n’est pas singuliere, cest—a—direque M, a;; =
0.

Afin de construire une méethode de relaxation, nous allons maintenant re-
grouper deux de ces matrices afin de metire A souslaforme A= M — N.

On peut egalement définir des méthodes de relaxation par blocs dans les
quelles, maintenant, les a;; sont des sous-matrices de la matrice A.

M ethode de Jacobi

Cette méthode est due & Jacobi (1845). Elle consiste a prendre M = D €t
N=E+F.Dol
M~™IN =D YE+F)

ce qui nous donne l'itération suivante

xks1= D E+F)xk+D b
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qui correspond, pour les composantes xi ; des vecteurs, a

1 n _
Xk+1i= — b— ajxg; , i=1...,n
aij i1
P=
Or nous avons
n
ki = b ajj X j
=1
n
= b- ajj Xk — @jiXk,|
=1
I=1
d’olu
Xkt = Xgi ¥ it
+1i = i -
ajj
n
Mk+1i = ~ %) Ik
+ ;| = - ,J‘
ajj

La méthode de Jacobi est vraiment la plus simple a laquelle on puisse penser.
Cependant, sa convergence peut etretreslente. Si on I'applique, par exemple, a
une matrice tridiagonale de dimension 100 avec des 2 sur |la diagonale, des — 1
sur les deux autres diagonales et si le second membre est nul, alors, en partant
d’un vecteur xg aléatoireentre 0 et 1, il faut de'ordre de 28000 itérations pour
obtenir une erreur de 1076,

OnaM~'N = | - D 'A. Il est possible de dé&finir une méthode de Jacobi par
blocs en partitionnant la matrice A en blocs. On aalorsD =diag(A11,...,Amm)
ol les blocs diagonaux A;; sont carrés et réguliers.

M éthode de Gauss—Seidel

Cette méthode est due a Gauss (1826) et a Seidel (1874). Elle consiste a
prendreM = D-E & N =F.Dolu

B=M 'N=(D-E)'F
ce qui nous donne I'itération suivante
xke1=(D-E) 'Fxk+(D-E)'b
qui correspond, pour les composantes, a

1 -1 n
Xket) = o= B= 0 @iXgeqy - ajj X |
1 j=1 j=i+1
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On voit que la mise en cauvre de la méthode de Jacobi demande de conserver
en mémoire deux vecteurs alors que la méthode de Gauss—Seidel n’en demande
gu’un seul.

Il est possible de définir une méthode de Gauss—Seidel par blocs.

9.3.3 Convergence des meéethodes de Jacobi et de Gauss—Seidel

La matrice B = M~ 'N = D™(E + F) de la méthode de Jacobi est une
matrice a diageonale nulle. Nous la decomposons en unesommeB = L+ U ou la
matrice L est strictement triangulaire inférieure (¢’ est—a—dire que sa diagonale
principale ne contient que destermes nuls) et ou U est strictement triangulaire
supérieure. Onal = D™ 'E e U = D™ 'F. Soit L1 lamatriceL, = (I - L) 'U.
Cette matrice est la matrice M ~'N = (D - E)™'F de la méthode de Gauss—
Seidel.

Le resultat suivant est connu sous le hom de theoreme de Stein—Rosenberg
(1948)

Théoreme 42
Supposons que W = j,hbj > 0. Alors une et seulement une des relations sui-
vantes (qui s excluent donc mutuellement) est vérifiee

1. p(B) = p(L1) = 0,
2. 0< p(Ly) < p(B) < 1,
3. p(B) = p(L1) =1,
4. 1< p(B) < p(L1).

Déemonstration.

Posons m(o) = p(oL + U) et n(o

—

= p(L + oU) avec o= 0. On voit que

m0) = n0)=0
m(1) = n(1)=p(L+ U)=pB)
n(c) = om(1/o), ao=>0.

Le Théoreme de Perron—Frobenius nous montre que m(c) et n(o) sont des
fonctions strictement croissantesde o et quesi p(B) = Oalorsm(a) = n(c) = 0.

Supposons B = 0 et irréductible. Puisque L est strictement triangulaire
inférieure, ona ¥m = n,L™ = 0 et il sen suit

(I=-L)yT=1+L+L%+ . +L""
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Par conséquent, L4 = 0. Il existe donc un vecteur x =z 0 tel que
(1 -L) '"Ux=Ax avech=p(L1)2 0

d'ol

(AL + WU)x = Ax et L+ -U x=x.

1
A

On en deduit, puisque ces matrices sont non néegatives et irréductibles, que
m{A)= A et n(1/A)= 1.

Sip(B) =1alorsn(1) = 1et donch = 1. S 0< p(B) < 1alorsn(1) =
p(B) < 1et n(1/A) = 1cequientraine1/A > 1ou0< A < 1puisquelafonction
n est croissante. Or puisque m est également croissante et que m(1) = p(B),
alors0< A < p(B) < 1. Finalement si p(B) > 1 alorsA = p(L1) > p(B) > 1.
[ |

Ainsi les matrices B et L1 sont simultanément convergentes ou non. Dans le
cas de la convergence, la méthode de Gauss—Seidel converge plus vite que celle
de Jacobi. Lorsqu’il y a divergence, la méthode de Gauss—Seidel diverge plus
vite que celle de Jacobi.

Corollaire 4
Si la matrice non négative B est telle que 0 < p(B) < 1, alors 0 < p(L1) <
p(B) < 1.

Onale

Theoreme 43
Si la matrice A est non singuliere et & dominance diagonale stricte, alors les
meéthodes de Jacobi et de Gauss—Seidel sont convergentes.

Démonstration.
La matrice B de la méthode de Jacobi est tellequehj = —ajj/ajsii=] et
hi=0dou, W

n

lby | < 1.

j=1

Soit |[B| la matrice dont les termes sont | |. Selon un théoreme d’'Hadamard
et ses corollaires (que nous ne donnerons pas ici), on a

p(B]) < 1.

Une conséquence du Théoreme de Perron—Frobenius est

P(B) < p(|B]) < 1.



144 CHAPITRE 9. QUELQUES METHODES ITERATIVES

Donc la méthode de Jacobi est convergente. PosonsB = L + U avec L matrice
triangulaire strictement inféerieure, U matrice triangulaire supérieure et L =
(1 - L)"'U. Alors

p(L1) < p((1 = LU,

D’apres le Théoreme de Stein—Rosenberg nous avons
p((1 = ILD™ MU < p(IBI).

Or p(|B[) < 1, ce qui montre que la méthode de Gauss—Seidel est convergente.
|

On a également les résultats de convergence suivants

Theoreme 44
Si A est une M —matrice ou une H—matrice, alors les methodes de Jacobi et de
Gauss—Seidel sont convergentes.

Deéemonstration.

Notons B(A) = M~ 'N la matrice d'itération correspondant a la matrice
A pour la méthode de Jacobi. Si A est une H-—matrice, il existe, d'apres le
T héoreme 28, unematricediagonale T a élementsdiagonaux strictement positifs
telle que T~ TAT soit & dominance diagonale stricte. Par conséquent

B(A) =M 'N=-D (L+U)=-D "(A-D)=1-D'A.

Les diagonales de A et T~ TAT sont identiques et donc, puisque T- 1D~ =
D_1T_1,

B(TTTAT)=1-D (T 'AT)=T 1 - D 'A)T = T 'B(A)T.
Donc B(A) e B(T 'AT) sont semblables et elles ont donc les memes valeurs

propres. Puisque T~ 'AT est a dominance diagonale stricte, on a p(B(A)) =
p(B(T™'AT)) < 1.

Puisqu'une M —matrice est une H—matrice, le résultat est également vrai pour
les M —matrices.

La demonstration est similaire pour la méthode de Gauss—Seidel. i

9.4 Methodes de Richardson

Sous ce nom, on regroupe plusieurs méthodes de la forme

Xk+1 = Xk + Aklk,
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avec Xp donné. Le vecteur résidu ri peut &tre calculé soit directement par la
formule ry, = b— Axy soit de facon itérative par

Mk+1 = g — AgATk.

Ces méthodes se distinguent par le choix du parametre Ag. Le choix le plus
simple consiste a prendre Ay, = A. On parle alors de méthode de Richardson
stationnaire. Puisque

1 1
_ 1= — - +
3 Xk 1 }\I A Xk+ b
il correspond a la décomposition M = I/A e N = |/A - A. Cette méthode
converge donc si et seulement si p(l — AA) < 1. D’ou le

Théoreme 45
Si A est symétrique définie positive, alors la méthode de Richardson stationnaire
converge si et seulement si A < 2/ p(A).

Il existe, dans ce cas, une valeur optimale de A. Elle est donnée par le

Théoreme 46

S A est symétrique définie positive, alors la valeur optimale de A pour la
méthode de Richardson stationnaire est A,,, = 2/ (U4 + Hp), oU Py €t gy = p(A)
sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs propres de A.

Déemonstration.

La valeur optimalede A est déterminée par la condition 1— Apgq = = (1= Aplp),
ce qui donne A,y = 2/ (41 + Yp). De plus

2 Mn = M1 _ K(A) -1
| = AgyA) = 1- = -
X A) Mt e g K(A)+

aveck(A)= A - AT o= pp/pq. B

Ce Théoreme montre que plus kK(A) est voisin de 1 plus la convergence est
rapide.

Naturellement, un tel choix est impossible en pratique puisque les valeurs
propres de A ne sont pas connues. Pour cette raison, revenons a un parametre
Ak variable et prenonsletel que rg.q 2 soit minimum. On a

(Fks 1, Tks 1) = (Fk, Tk) = 2hk(r, Arg) + AZ(Arg, Ar)
qui est minimum pour

Ak = (rg, Arg) (Arg, Arg).
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On a, pour ce choix,

Mk, Arg)?
T Al o (N Tk)-

(Fk+1.Tk+ 1) = (g, Tg) = (Ar Arg -

Cette inegalite est stricte si et seulement si les vecteursri et Arg ne sont pas
orthogonaux. La suite ( rk ) est donc décroissante bornée inferieurement. Elle
est donc convergente, mais rien que garantit que sa limite soit nulle.

Lorsque la matrice A est symétrique définie positive, on peut choisir A qui
minimise (rg+ 1, A” 'ris 1). Cette quantite est bien une norme et I'on a

(r, A™Tri) = Ak(ri.ri) = Ak(Ark, A™Tre) + AZ(rg, Ar)
(ri, A" Tr) = 2hg(ri, r) + A2 (ri, Ar).

(rke 1,A™ Trga 1)

La valeur optimale de Ak est donc
Ak = (rg, i)/ (Arg, rg).

Cetteméthode s'appelle la méthode de |a plus profonde descente. Elle est conver-
gente. Elle sera & udiée dans le Chapitre 77?.

De plus amples détails sur les méthodes de Richardson sont donnés dans [?].
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