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INTRODUCTION

L'objectif de I'analyse numérique est d’'obtenir pour un probléme qui est exposé en termes
mathématiques, des réponses numeriques. Par réponse numerique on entend une solution « ap-
prochée » du probléme, par opposition a la solution « exacte » obtenue par des méthodes ma-
thématiques, a savoir algébriques ou analytiques. Il ne faut pas toutefois restreindre le domaine
d’application del’analyse numérique uniquement aux problémes qui ont une solution mathéma-
tique précise, car, en effet, un autre grand domained’utilisation de |'analyse numérique concerne
larésolution des problémes mathématiques pour lesquels on ne connait pas de fagon analytique

la solution « exacte ».
La matiére premiére de I’analyse numérique est le nombre, qu’il s'agisse d'un entier, d’un

réel ou, encore, d’'un complexe. Nous commencerons donc I'étude de I'analyse numerique par
les nombres et nous nous apercevrons, avec étonnement, que les relations des nombres avec |’ or-
dinateur sont souvent difficiles, En effet, le passage d'un nombre par un ordinateur numérique
peut modifier de facon significative sa précision et, par voie de conséquence, son exactitude et sa
valeur. Un ordinateur « comprend » donc avec des erreurs les nombres réels que nous lui four-
nissons et aussi quand il effectue des calculs numeériques, il n’est pas rare que ces calculs soient
entachés d’erreurs. Expliquer, dans le cadre de I'algébre lingaire, les raisons de ces erreurs, les
analyser et les minimiser, autant que faire se peut, est le but de ce cours.

Le cours se divise en trois parties : La premiere concerne I’étude des erreurs provoquee par
lareprésentation tronquée des valeurs numériques par I'ordinateur. Les deux autres parties sont
consacrées al’algebre linéaire. Ainsi, ala deuxiéme partie on étudiera les effets des perturbations
des valeurs des vecteurs et matrices a la reésolution des systémes d’équations linéaires par des
méthodes directes et itératives. Enfin a |a troisiéme partie on étudiera le calcul numérique des
valeurs et vecteurs propres. Quelques applications, comme la méthode des moindres carrés ou
I'approximation desimages par la décomposition en valeurs singuliéres, seront aussi présentées.
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Un ordinateur M utilise pour la représentation des valeurs numeériques un mot machine qui
a un nombre fini de bits. Par conséquent |'ensemble des nombre reels R sera « vu » par 'ordi-
nateur comme un sous-ensemble fini M (R) ¢ R (c-a-d. I'ordinateur opere un echantillonnage
— au sens traitement du signal du terme — de R). Cette représentation est une application f 1 :
R — M (R), telle que pour tout réel x I'application f | fournit une valeur f | (x), appelée nombre-
machine Dans la mesure ol, en général, nousavons x = f1(x), il s'ensuit qu’une erreur est com-
mise chaque fois que nous demandons a un ordinateur de manipuler une valeur numérique.

L'objectif de ce chapitre est d'étudier, de fagon détaillee, les erreurs numeériques provoquees
par un ordinateur.

Introduction

Un nombre réel quelconque en représentation décimale est caractérisé par deux propriéteés :

- L'exactitudequi est le nombre de digits( ') significatifs

— Laprédision qui est I'ordre de grandeur du dernier digit significatif.

Ainsi pour le nombre 0.0017892 nous avons une exactitude de 5 et une précision de 1077,
Le passage de ce nombre par un ordinateur numérique peut modifier de facon significative sa
précision et, par voie de conséguence son exactitude et sa valeur. Un ordinateur « comprend »

1. Pour un chiffre decimal on utilisera en abrege le mot digit
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donc avec des erreurs les nombres réels que nous lui fournissons et aussi quand il effectue des
calculs numeériques.

Utiliser doncun ordinateur pour représenter un nombre réel, a comme conséquence de faire
(presque) inévitablement une erreur. Pourquoi 7 C’est assez simple de comprendre les raisons.
La droite des réels |- =, + = [ a la puissance du continu. Cet ensemble infini de nombres nous
essayons de le représenter par un ordinateur qui, pour ce faire, utilise des bits en nombre fini

et méme limité! Dés lors on est devant une situation ot entre deux nombres réels consécutifs
de l'ordinateur il y a une infinité de nombres réels que |'ordinateur ne peut pas représenter et

ne representera jamais. |l tentera seulement de les approcher en faisant ainsi une erreur sur la
valeur exacte du nombre que |’on appellera erreur dereprésentation.

Plus concrétement, considérons un nombre binaire ;

bgbg-1 ... by.b-q ... b-p

Nous écrivons ce nombre sous formenormalisée, a savoir en partie entiére on placeun O et le reste
setrouve en partie non entiére (aprés le point) suivi d’une puissance de 10. Par exemple, pour le
nombre précédent, sa forme normalisée est

O.bghg-1 ... bib-1 ... b-p % 10q(2)

La partie aprés le point bybg- 1 ... bib-1 ... b, s'appelle mantissg(3) et pour un nombre
réel il a, en général, une infinité d’éléments. Dans notre cas la mantisse est composée dep+ g
bits, ou p peut étre infini. Pour stocker un réel dans un ordinateur, il faut pouvoir stocker sa
mantisse (et aussi son exposant g, mais pour I'instant on ne se préoccupe de celui-ci). Etant donné
qu’un nombre est stocké dans un mot de la mémoire de l'ordinateur et le mot est composé d'un
nombre fini de bits, on aboutit ala conclusion quele stockage d’un réel dans un ordinateur dont
lamémoire a m bits, avec m < p+ g, provoquelatroncaturedesavaleur a0.b’y ... b'- ,,avechb’y
=bg,b'2=bg-1,....

Remarquons que nous procédons de la méme fagon quand on travaille avec des nombres
reels exprimeés en base 10, et qu’apres une opération on décide de s'arréter aprés, par exemple,
cing chiffres décimaux.

L'objectif de la premiere partie du cours est I'étude des erreurs de représentation et leur
influence sur les résultats des calculs lors du déroulement d’un algorithme. Nous commencgons
par I'étude des nombres réels et de leur représentation par un ordinateur.

2. En genéral dans la forme normalisée, on place aprés le point tous les chiffres significatifs, c'est-a-dire le premier
chiffre aprés la virgule doit &tre différent de zéro. Par exemple |aforme normaliséede 0.0001 est 0.1x 107 3.

3. Notons quedans des temps plus anciens on appelait cette partie significande Apparemment |'aspoect semantique
dans la terminologie informatique n'est pas au goQt du jour. D’o0 I'introduction du terme mantisse qui signifie partie
décimaled’un logarithme.
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EN SUBSTANCE

« Ecriture sous forme normalisée d'un nombre :
Soit le nombre 34.10285. En écriture normalisée on a 0.3410285 x 102,
c est-a-dire :
— 0 en partie entiére ;
— passage du contenu de la partie entiére au début de la partie décimale,
et
— multiplication avec une puissance de la base de numérotation 10.(2)

» Dans un ordinateur les nombres sont stockés sous forme normalisée.

* Un ordinateur dispose d’un nombre limité de places pour stocker les chiffres
de la partie décimale d'une valeur sous forme normalisée. Etant donné
qu'un réel a, le plus souvent, un nombre infini de chiffres en partie déci-
male, le stockage exact d’'un tel nombre dans un ordinateur est impossible.
Le nombre réellement stocké est une approximation du nombre fourni par
I'utilisateur.

a Labase de numeérotation sera notée toujours 10, indépendamment du systéme de numeérotation (décamal,
binaire, héxadécimal, ).

1.2 Lordinateur et les nombres

D'abord il faut se rappeler qu’un ordinateur traite des nombres en base binaire et non pas
décimale. Mais cefait ne doit pas créer un probléme, car un nombre binaire est comme un nombre
décimal.l aun point quel’'on qualifieradebinaire (équivalent du point decimal) et il est composé
de O et de 1. Par exemple le nombre décimal 13.125 est I'écriture condensée du nombre 1x 10" +
3x 109+ 1x 1071+ 2x 1072+ 5% 10" 2 en base 10. De méme le nombre binaire 11011.001 est
I'écriture condensée du nombre 24+ 23+ 21+ 20+ 273 en base 2. Nous savons aussi que les
nombres réels peuvent étre représentés sous une forme qui est appelée notation scientifique Ainsi
le nombre 13.125 peut se mettre sous laforme 1.3125x 10'. Dela méme facon nous pouvons avoir
une notation scientifique pour les nombres binaires. Par exemple le nombre binaire 11011.001
peut s'écrire al'aide de cette notation 1.1011001 x 10190,

Un ordinateur dispose, pour représenter les nombres, des registres dont le nombre de bits
est limité habituellement a 16, 32 ou 64 bits. Donc pour pouvoir représenter les nombres réels
par un ordinateur nous devons, si on veut tenir compte du nombre fini de bits d’un registre,
introduire deux limitations a la représentation par notation scientifique des nombres :

(1) Lenombre de chiffres qu’on utilise aprés |le point est fixé d'avance. S par exempleon fixe a
4 ce chiffre, le nombre 11011.001 sera représenté par 1.1011x 10199,

(2) Lenombre de chiffres qu'on utilise pour lavaleur del'exposant de la base est fixé d'avance.
Par exemple si on fixe, sur la représentation précédente, le nombre de chiffres de I'exposant
a2, on aura finalement comme représentation 1.1011001 x 1010,

Cette représentation —qui peut étre tronquée — des nombres s'appelle formeflottante Les ordina-
teurs actuels utilisent pour les nombres flottants le standard IEEE-754 dont les caractéristiques
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pour les nombres en simple précision sont données par la table 1.1.

Signes

s= 1bit
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TABLE 1.1 —Standard |[EEE-754. Simple précision

1.2.1 Conversion décimale — binaire

Nous allons examiner cette structure du nombre flottant en simple précision a I'aide d’'un
exemple. Prenons le nombre 465.463. Pour le convertir en flottant binaire normalisé on doit

— d’abord convertir séparément la partie entiére et |a partie décimale;

— ensuite réunir les deux parties et

— alafin, de normaliser lerésultat delaréunion.

Nous avons ainsi pour la partie entiére

1) 465 / 2 = 232

3) 116 / 2
4) 58 /2
(5) 29 /1
6) 14 /2
7 7/2
8 3/2

(
(2) 232 / 2
(
(

Reste = 1

116 Reste =0

58 Reste =10

29 Reste=20

14 Reste=1
7 Reste=0
3 Reste=1
1l Reste=1

d’ou (465),y = (111010001),.
Pour |a partie décimale, nousavons:

(1) 0.4063 * 2 = 0.926

(2) 0.926
(3) 0.852
(4) 0.704
(5) 0.408
(6) 0.816
(7) 0.632

*

*

*

2=1.852
2=1.704
2=1.408
2=20.8l¢
2=1.632
2=1.264

Partie enti\‘{ejre =0
Partie enti\‘{elre =1
Partie enti\‘{e}re =1
Partie enti\‘{e}re =1
Partie enti\‘{e}re =0
Partie enti\‘{e}jre=1

Partie enti\‘{e}re =1
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(8) 0.264 * 2 =0.528 Partie enti\‘{e}re =0
(9) 0.528 * 2 =1.056 Partie enti\‘{ejre=1
(10) 0.056 * 2 =0.112 Partie enti\‘{ejre =10
(11) 0.112 * 2=0.224 Partie enti\‘{ejre =0
(12) 0.224 * 2 =0.448 Partie enti\‘{e}re =0
(13) 0.448 * 2 =0.896 Partie enti\‘{e}re =20
(14) 0.896 * 2 =1.792 Partie enti\ ‘{e}re = 1
(15) 0.792 * 2 = 1.584 Partie enti\ ‘{e}re = 1
(16) 0.584 * 2 =1.168 Partie enti\‘{ejre=1
(17) 0.168 * 2 = 0.336 Partie enti\‘{e}re =10
(18) 0.336 * 2 =0.672 Partie enti\‘{e}re =0
(19) 0.672 * 2 =1.344 Partie enti\‘{e}re =1
(20) 0.344 * 2 =10.688 Partie enti\‘{e}re =0
(21) 0.688 * 2 =1.376 Partie enti\‘{e}re=1
(22) 0.376 * 2 =0.752 Partie enti\‘{ejre =0
(23) 0.752 * 2 =1.504 Partie enti\‘{e}lre =1
(24) 0.504 * 2 =1.008 Partie enti\‘{e}re=1
(25) 0.008 * 2=0.016 Partie enti\‘{ejre=20
(26) 0.016 * 2 =0.032 Partie enti\‘{ejre =20
(27) 0.032 * 2 =10.064 Ppartie enti\‘{e}re =20
(28) 0.064 * 2 =0.128 Partie enti\‘{e}jre =0
(29) 0.128 * 2 =0.256 Partie enti\‘{e}re =0
(30) 0.256 * 2 =0.512 Partie enti\‘{e}re =20

d’ol (0.463),,= (0.0111011010000011100101011000000 ...)..

Ainsi nousavonslaconversion (465.463),, = (111010001.0111011010000011100101011000000. ..

qui sous forme normalisée devient 0.11101000101110110100000... x 10'%" || faut maintenant
transformer ce nombre binaire, qui a un nombre de chiffres infini, en forme binaire flottante en
simple précision, c'est-a-dire calculer les valeurs du signe, de |'exposant et de la mantisse.

1.2.2 Elaboration de la forme flottante

Selon le standard |IEEE-754, |e signe est codé sur un bit qui a la valeur 0 si le nombre est
positif et 1 dans |e cas contraire. |ci nous avons un nhombre positif, donc |e bit du signe est égal a

0.
Pour I'exposant le standard utilise 8 bits. Nous pouvons donc disposer, pour le codage de

I'exposant, de 256 valeurs différentes. || faut aussi tenir compte du fait que I'’exposant peut étre
positif ou négatif. On peut, bien slr, avoir ici aussi un bit designe. M ais dans ce casles opérations
d’addition et de soustraction entre différents nombres deviendraient ardues. Comme donc, on
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ne veut pas avoir un codage pour les exposants avec des nombres positifs et négatifs, on partage
I'intervalle de variation de |I’exposant en deux parties égales : la premiére de 0 a 126 consacrée au
codage des exposants négatifs et I'autre partie de 128 et 255 consacrée au codage des exposants
positifs, |a valeur 127 étant réservée al’exposant 0.

Dans |'exemple précédent, I'exposant est égal a 1001; = 94¢. C'est doncune valeur positive,
Par conséquent pour I'exposant 9 on rajoute 127 et on obtient ainsi 9+ 127 = 136 = (10001000),.

La mantisse doit &tre 11101000101110110100000. Remarquons maintenant que si, dans le cas
des nombres décimaux, on décidait de placer le premier chiffre significatif (chiffre non nul) avant
le point décimal, ce chiffre serait soit 1, soit 2, .., soit 9. Mais dans le cas des nombres binaires
ce chiffre serait obligatoirement 1. Par conséquent on peut toujours, décider de placer le premier
chiffre significatif avant le point binaire et le reste aprés. Ce chiffre est obligatoirement égal a
1. on peut donc ne pas le stocker mais on doit, dans ce cas, se rappeler de tenir compte lors du
décodage. Le chiffrequi n'appara’pas au codage s'appelle le bit cachéet cette technique permet de
gagner un bit supplémentaire a lamantisse pour |le stockage du nombre. Ainsi la mantisse s écrit
11010001011101101000001 et I'exposant diminue d’'une unité et dévient égal a 8+ 127 = 135 =
(10000111), et on obtient donc pour la forme flottante binaire normalisée du nombre 465.463 la
représentation suivante :

0 10000111  11010001011010000000000

S maintenant on fait la démarche inverse, on peut calculer la valeur décimale du nombre
binaire que nous venons de créer en utilisant la conversion en simple précision. Nous avons

1.11010001011010000000000 x 1010000111~ 01111111 = 111010001.011101101000001
=284+ 21+ 20+ 204 2027242734274+ 270427 74+27%+ 271
= 465.462921142578125

Remarquons qu’en vue du décodage en décimal, nous avons incorporer en premiére position,
avant le point, le bit caché qui nefigurait pas dans lareprésentation flottante.

Bien sir la question qui vient a I'esprit concerne la capacité de ce systéme de représenter,
méme approximativement, n’'importe quel nombre. En effet nous pouvons envisager que, comme
conséquence d’une opération arithmétique, nous avons un nombre trés grand (ou trés petit) qui
ne peut pas étre représenté comme un binaire flottant normalisé. Avant d’examiner en détail
cette éventualite, il faut établir les valeurs extrémes que ce systéme peut représenter ainsi quela
résolution du systéme, c’est-a-dire la valeur de la plus petite différence entre deux nombres que
le systéme est capable de détecter.
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EN SUBSTANCE

* Forme flottante en simple précision selon le standard IEEE-754
x=(-1)5xME og
— X le nombre,
— S le signe stocké sur un bit,
— M la mantisse stockée sur 23 bits, et
— E l'exposant stocké sur 8 bits.

« Conversion d’'un nombreV .D en base décimale vers un nombre en base §3.-

Notons
- par (V,v,r)g le résultat de la division de V par [3, c'est-a-dire
V=vxf+r.
— par [D;d,f]s le résultat de la multiplication de 0.D par B, c'est-a-dire
df=0.Dx§B.
Posons vg = V et considérons la suite de divisions
(Vo;v1,ro)g, (V1;V2,T1)g, ---, (Vp-1;Vp.Tp-1)p

avecrp-1< fB.
Considérons aussi la suite de multiplications
[D;d1,f=1]p, [f1,d2,f2]g, ---, [q-1,dq.Tqls. - --
Alors la conversion du nombre décimalV .D en base B est donnée par
Vprplp-1...rqro.dqdz...dq...

* Conversion d’'un nombre Vplplp-1...11rg.d4dz...dg... en base 3 vers un
nombreV .D en base décimale.- Supposons que la valeur B de la base est

exprimée en base décimale, c’'est-a-dire 3 = P1q. Alors
o -1 1 0 -1 -2
VD= vpx BParpqxBP 1+ 4ryxBlargxpldixp '+daxp
g e B

* Particularité du codage en forme flottante binaire. Le chiffre le plus signifi-
catif n'est pas stocké dans un bit (bit caché), mais il est toujours pris en
compte lors des calculs et du passage vers la forme flottante décimale.

1.3 Nombres normalisés et spéciaux

Nous venons de voire que la représentation flottante d’'un nombre x est donnée par
X =% (bp.bybyp...By) x 10%1-Fa

avechp= 1et 1= 1.bykp...bp < 2. Lefait que nous avons toujours by = 1 permet de ne pas stocker
by et de reserver les p= 23 bits de |la mantisse pour la partie décimale et d’augmenter ainsi la
précision du codage de 2~ 22 32~ 23 by est appelé |e bit caché delanormalisation. Cette technique,
qui a éte utilisée pour la premiére fois sur un ordinateur VVax dans les années 70, a aussi un
inconvenient. Celui dene paspouvoir stocker defagon simplelavaleur 0. En effet si noussuivons
laprocédure pour le codage flottant binaire, qui vient d’étre décrite, on s'apercoit qu'il faut poser
bp = 0! Comme cette solution est inapplicable on conviendra que le nombre
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| ———
I

avec by = 1 représente effectivement |a valeur 0, mais, pour éviter toute ambiguité, I'exposant
00000000 ne sera utilisé pour aucune autre représentation. Donc le plus petit nombre positif que
nous pouvons stocker est

|

ce qui donne 1.0x 217127 = 27126 ¢t qui signifie que le domaine de variation de I'exposant E
n'est pas entre -127 et 127 mais entre-126 et 127.
En utilisant les notations delatable 1.1 on établit |atable 1.2

I

TABLE 1.2—-Nombres du standard IEEE-754, simple précision

Tous les nombres de ce tableau, sauf ceux de |a premiére et de la derniére ligne, sont des
nombres flottants binaires normalisés en simple précision. La premiére ligne indique le codage
delavaleur 0. Notons qu’en fonction de lavaleur du bit du signe (0 ou 1) nous avons deux zéros,
un positif et un négatif. On peut aussi, al’aide de cetableau, calculer le plus petit et le plus grand
nombre de la représentation en simple précision.
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Le plus petit nombre normalisé peut étre représenté par

0 00000001 000000OOO0000D0000000000

ce qui équivaut & (1.000...0), = 1x 1000000001 = 1.2x 10~ 38, On le notera par |a suite mp,.

Le plus grand nombre normalisé est représenté par

0 1m0 11111111111111111111111

ce qui équivaut a (1.11...1), x 10"1111110 = 2- 2723 x 2127 = 34x 10%. On le notera par la
suite mg.

Un examen attentif de cette table montre qu’il existe des nombres soit plus petits, soit plus
grands que ceux qui sont normalisés. Ce sont justement les nombres spéciaux que seul I'ordi-
nateur peut utiliser. Par exemple le plus petit nombre non nul qu’on peut stocker est 27 149 =
[0.00...01] = 0.00...1 x 200000001 gont |a représentation, en suivant la technique pour la repré-

sentation de zéro, doit étre

0 00000000 0000ODOOOOOODOO00000001

Ces nombres, qu’ils sont plus petits que le plus petit nombre normalisé, c-a-d. plus petits que
1.2x% 10738 sont appelés nombres sous-normalisés. |ls ne peuvent pas étre normalisés car, dans
ce cas, le résultat serait un exposant qui n’et pas dans le domaine de variation entre -126 et 127.
Les nombres sous-normaliseés sont moins précis que les nombres normalisés, c'est-a-dire que leur
utilisation peut provoquer des erreurs de calcul plus importantes. Si un résultat d'une opération
arithmétique conduit 8 un nombre sous-normalisé, on dit qu’on est en présence d’'un underflow.

Nous pouvons aussi envisager des résultats des opérations arithmétiques qui sont supé-
rieurs au plus grand nombre normalisé, a savoir 3.4x 10°¢. Dans ce cas tous les bits de I’exposant
sont égaux a 1. Cette situation est deécrite par derniére ligne du tableau 1.2. Deux cas peuvent se
présenter : soit la mantisse est nulle et dans ce cas on dit que la valeur représentée par ce flottant
est I'infini — positif ou négatif, selon le bit du signe, soit |la mantisse n’est pas nulle et dans ce cas
on est en présence d’un non-nombre noté NaN pour Not a Number.
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EN SUBSTANCE

Il y a cinq catégories de nombres flottants binaires selon les valeurs des bits
de I'exposant et de la mantisse.

* Nombres normalisés : I'exposant a au moins un bit différent de 0 et aussi au
moins un bit égal a 0.

* Nombres sous-normalisés : L'exposant est nul et la mantisse a au moins un
bit différent de 0.

« Zéro : Lexposant et la mantisse sont nuls. Il y un zéro positif et un zéro
négatif en fonction de la valeur du bit du signe.

* Nan : L'exposant est composé exclusivement de 1 et la mantisse a au moins
un bit différent de 0.

* Infini : Lexposant est composé exclusivement de 1 et la mantissede 0. lly a
un infini positif et un négatif, en fonction de la valeur du bit du signe.

1.4 Arithmétique arrondie

D’apres ce qui vient d’étre présenté aux deux sections précédentes, il s'ensuit que le résultat
x d'une opération arithmétique avec des réels, peut rarement faire partie des nombres représen-
tés par latable 1.2. Cing cas peuvent se présenter :
(1) Lerésultat est un des nombres normalisés delatable 1.2.
(2) Lerésultat x est entre m;, et mg mais ne fait pas partie des hombres normalisés du tableau
1.2.
(3) Lerésultat x est un nombre sous-normalisé.
(4) Leresultat x est une valeur infinie.
(5) Lerésultat x est un NaN.
Lestrois derniers cas ne nous intéressent pas. L'ordinateur indiquera le probléme et, soit il pour-
suivra |'exécution du programme, soit il s'arrétera. Le premier cas ne pose aucun probléme.
Nous examinerons donc le deuxieme cas. |l est évident que pour pouvoir poursuivre I'exe-
cution du programme, I'ordinateur assimilera le résultat x, dont la représentation binaire est
0.brby + - bpobpabps -+, @aun des nombres normalisés qui sont présents dans la table 1.2. La raison

pour laquelle x ne fait pas partie des nombres flottants normalisés est que sa représentation bi-
naire contient des bits by non nuls pour i > p= 23. L'opération donc de normalisation du nombre

x consiste a trouver une représentation binaire avec 23 bits 0.b;b; - --b,,b,; avec
b=h;1=si=22

Le 23-éme bit et, éventuellement, I’exposant E seront modifiés. Il y a quatre possibilités pour
cette modification :

(1) Soit I'ordinateur ne fait aucune modification : b,; = p3 et I'exposant reste inchangeé.

(2) Soit il utilisera le nombre flottant x_ de la table 1.2 qui est le plus proche de x et qui est

b3, sis=0
bpa+ 1, sis=1

de propagation de laretenue.

plus petit que x : b3 = , avec modification de |I'exposant dans le cas
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(3) Soit il utilisera le nombre flottant x. de la table 1.2 qui est le plus proche de x et qui est

bha+1 sis=0

plusgrand quex : by = bya sz q »avec modification de I’exposant dans le cas

de propagation delaretenue.

(4) Soitil utiliserale nombre flottant x. delatable 1.2 qui est leplus prochedex : by, = bpa+ bpg
avec modification de |'exposant dans |e cas de propagation de laretenue.

Le standard |EEE-754 préconise d’utiliser I'arrondi vers le nombre x; le plus proche de x
qu’on appellera par la suite représentation par I'arrondi (le plus proche). Nous noterons par f I (x) le
résultat de cet arrondi et on aura, selon cequi vient d’é&tredit, [ f [(x)— X |= min{| x- = x |,| X+ — X |}.
Il y ades systémes d’exploitation qui utilisent aussi |a représentation par x- qu’on appellerare-
présentation par troncature

Afind'évaluer I'erreur decalcul provoquée par I'arrondi nous devons connaitre larésolution
de notre systéme de représentation des flottants normalisés ou, comme on dit, la précision dela
machine

DEFINITION 1.4.1 La preécision eps d'un ordinateur est le plus petit nombre positif
normaisetd que

1+ eps=1

On peut aussi envisager la précision de la machine comme étant la plus grande
erreur relative de précision qui nous pouvons avoir lors de la représentation par
troncature d’'un nombre réel.

Il ne faut pas confondre ce nombre avec le plus petit nombre flottant positif que I'ordina-
teur peut représenter qui, comme nous avons vu précédemment, est un nombre flottant sous-

normaliseé.
Pour calculer la précision de la machine on commence par la représentation binaire norma-

lisé, avec |e bit caché, de lavaleur 1= (1.00...0), X 10°. On adonc

0 01111111  00000000000000000000000

ce qui montre que ce nombrefait partiedu tableau 1.2. En utilisant cette table on peut représenter
le nombre normalisé qui est immeédiatement supérieur a 1. |l est donné par

0 01111111 000000000000000000000001

qui équivaut en décimal a 1+ 2~ 23, La différence entre ce deux nombres est égale a 2~ 22 qui est
la precision de la machine. Nous avons donc pour la précision de la machine le fait suivant :
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1.4.1

FAIT 1.1 La precision eps d une machine simple precision qui suit la norme |EEE-754
est

eps= 230w 14RO

Nous pouvons maintenant avoir une idée concernant I'erreur d’arrondi. S x est la valeur
gu’on veut représenter selon le standard |[EEE-754, alors on |a remplacera soit par x— , soit par
X+ . Cette représentation est notée f I(x). La valeur absolue de |a différence entre f [(x) et x n’est
pas supérieure alamoitié de ladifférence entre x+ et x— . Ainsi, si le nombre x s'écrit en binaire

x = (bp.biby ... bpabyg ), x 2

avechp = 1, alors sareprésentation machine sera

fl(x)= (bo.biby...bp3), x 105
Donc
[fI(x)=-x|s 272 x 10F

cequi donne
[FI(x)- x| %epsx 10F

EN SUBSTANCE
* Illy aquatre types de nombres flottants binaires : nombres normalisés, sous-
normalisés, infini et NaN.

A tout nombre réel correspond un nombre machine, noté fl (x) et qui, pour
le standard IEEE-754, est donné par I'approximation fl (X) = X4 .

* La précision eps de la machine est le plus petit nombre normalisé tel que
1+ eps= 1. Pour la simple précision onaeps=2"2= 1.192x 1077,

Exercices
EXERCICE 1.1 Soit un systéme de représentation flottant avec base 3, mantisse a p places, exposant E,
avecE, s E<Ep.
Calculer lenombredevaleurs normalisées qui peLivent érereprésntées par ce systéme
Application : g = 10,p= 3,Em = - 15,Ey = 16.

EXERCICE 1.2 Soient troisrédsx = 0.125x 108, y= 0.437x 10'2, z=0.215x 10" "0, En utilisant
lesystéme dereprésentation del’exercice précédent, calculer

(1) lasommex + y & commenter lerésultat.

(2) leproduit x x y & commenter lerésultat.

(3) lequotient z/ y & commenter lerésultat.

EXERCICE 1.3 Soient troisrédsx = 0.4x 109, y= 04x 10°, z= 0.1x 10% En utilisant lesystéme
dereprésentation del’exercice 1.1, calculer les deux sommes

(x+y)+z & x+(y+2)

Condusion.
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1.5 Les nombres réels et les nombres-machine

Pour I'étude des différences entre un réel x et le nombre-machine f [(x) qui est sa représen-
tation dans|'ordinateur, nous utilisons troistypes d’erreurs :
— Erreur dereprésentation, notée A x ou £(x) :

Ax=fl(x)-x (1.1)
ou encore |'erreur absoluedereprésentation :
[Ax|=]f1(x)= x|

— Erreur rdativedereprésentation, notée 1 (x) :

Ax _ fl(x)-x

X ey FID (1:2)
— Erreur rdativedeprécision, notée n(x) :
_Ax _ fI(x)=x _ fl(x) _
nix)= —- - e (1.3)
ou encore |'erreur reative absolue de précision
|Ax| _ [flI(x)=x]
In(x) |= =
| x| | x|
L'erreur relative de précision permet d'exprimer le nombre-machine comme suit :
fl(x)=x(1+n(x)) (1.4)

1.5.1 Etude de I'erreur de précision relative

Nous avons vu qu’n ordinateur utilise pour |a représentation des valeurs réelles un mot
machine dont les bits sont partages en

— un bit de signe,

- p bits de mantisse, et

— q bits d’exposant.

Dans lasuite on considére que la base de numeérotation de I'ordinateur est 8.

EXEMPLE 1.5.1 Considérons un ordinateur avec base de numératation § = 10 & nombre de chiffres
de la mantisse p= 4. Nous avons 123.4567 = 0.1234567 x 10° = 0.1234+ 0.567x 1074 x 10° . Si
' ordinateur approcheles vaeurs rédles par troncature adors m(x) = 0.1234x 10°. Si I'approximation se
fait par arrondi, dorsm(x) = 0.1235x 10,

Cet exemple nous aide a comprendre que si nous avons un réel x, alors il sera représenté
sous forme normalisée comme suit :

x=sxwxp" (1.5)
ou s est le signe. On peut, encore écrire :

x=sx r+txB P xB" avecp '=|r|< 1et0=|t|< 1 (1.6)
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S lenombre-machine représentant x est obtenu par troncature, nous avons
fl(x)=sxrxp" (1.7)
tandis que pour approximation par arrondi, nous avons

sxrxp", si [x=rxpl|<|x= rxph+pP |
fl(x)=
sxrx "+ B P sinon

Nous avons, pour |'erreur relative de précision, le résultat suivant :

THEOREME 1.5.1 (delapreécision relative).- Soit un calcul ateur avec basedenumero-
tation B & nombredechiffres dela mantissep. Alors | erreur relative de précision n(x) est
bornée comme suit :

g'-P, si approximation par troncature
[n(x) = ; xeR (1.8)
0.5x B~ P, si approximation par arrondi

DEMONSTRATION. Daprés(1.6)et(1.7)ona

Ax=fl(x)-x=tx B Pxp" (1.9)
d’ou
|AX | [tx B~ PxpB"| |4 BBl . B gomopy ai-p
= = = S e < 1.10
O T ™ Trvtxg e < fretxpry S qr 0 =P L
car [3‘1£|r|~=1,05|t|<1 et %5 i;—1=|3d,:-ms.Ien:e‘ssdetror*nt:eltunm_,

Danslecasdel’'arrondi, nousavons0= |t |< 1/ 2et donc K] = %B‘" P

Dans les calculs on utilise lavaleur absolue de I'erreur de précision relativel n(x) |.
Parfois cette quantité est considérée comme étant |a précision de la machine.

EN SUBSTANCE

* Il y a trois types d’'erreur de représentation :
— Erreur de représentation : A X = fl (x)— x

Erreur relative de représentation : | (X) = Ax _ fi{x)—X
rreu, % prés ion : 0x) 100
Ax fAXx)=x fi(x
— Erreur relative de précision : n(X) = x = ())( = i)—‘l,avec

fl(x) = x(1+ n(x)).

« En régle générale, pour I'analyse des erreurs on utilise la valeur absolue de
I'erreur de précision relative, qui pour le standard IEEE-754 est

[31_ i si approximation par troncature
n(x) < .
0.5x B'" P, si approximation par arrondi
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Exercices
EXERCICE 1.4 Soit lenombre 387.620004g.
(1) Calculer savaleur en hexadécimal.
(2) Convertir lavaeur hexadédmaeen dédmae
(3) Calculer I'erreur absolue dereprésentation.

(4) Calculer I'erreur reative absolue de précision.

EXERCICE 1.5 Considérons une machine décimale avec mantisse a4 chiffres. Calculer I'erreur derepré-
sentation & |'erreur reative dereprésentation pour les nombres suivants ;

9.023506, 158.26 & 0.001588946.
EXERCICE 1.6 Soent lesnombres: 15.2750, 358.937 & 5233.618.

(1) Convertir ces nombres en hexadécimal.
(2) Convertir les nombres hexadécimaux ainsi obtenus en nombres dédmaux avec exactitudede 8.

(3) Calculer I'erreur relativede cette derniére conversion sous laformex.xx x 107 7.
N.B. Pour la conversion en héxadécima on utilisera le méme nombre de chiffres héxadécimaux aprés la
virgulequ'en valeur décimae
EXERCICE 1.7 Sait un nombreréd x € R. Nous pouvons I’ écrire sous la forme:
& 1
X =s-m-B°% avec-Bs m<1

oll s est lesigne m est lamantisse considerée sans limitation de bits, B est |abase e e est |'exposant qui
est unevaeur entiére Dans un ordinateur, x sera représenté commeun flottant normalisé sous laforme

fl(x)=s'M -BE , avecfI(x) €M (R)

ol M est lamantisselimitéeap digits, E est I'exposant limitéa q digits. Ainsi pour le codage en nombre
flottants, on utiliseN = p+ g+ 1 digits.

Danslasuite on prendra = 2.

On sepropose de calculer I'erreur delareprésentaion pour différentes opérations arithméiques.

(1) Erreur del’affectation : Montrer que
x-fl(x)=s-2F"P-q
avec

(a) a €[~0.5,0.5] s représentation par arrondi.

(b) a [0, 1[ si représentation par troncature
(2) Calculer I'erreur d’'unecpération d' addition.
(3) M éme chose pour I'opération de soustraction.
(4) M éme chose pour |’'opération demultiplication.
(5) M émechesepour |'opération dedivision.
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Les développements du chapitre précédent, nous permettent de conclure qu’un ordinateur
tente de représenter I'infinité de nombres réels R par des moyens finis, a savoir les nombres-
machine M. Cette représenation peut sefairede plusieurs maniéres et au début del’'informatique
c était effectivement le cas : avec presque chaque ordinateur, on s'ingénuait a faire une présenta-
tion particuliere. Bien slr la comparaison des résultats numériques entre différents ordinateurs
dévenait impossible et Ia portabilité des programmes faisait appel plusalachancequ’alaraison.
Celle situation a pris fin en 1985 avec I'apparition du standard IEEE-754 qui équipe aujourd’hui
laquasi totamité des ordinateurs, au point de parler d'une norme |EEE-754 et non pas d'un stan-
dard. Pour établir ce standard il a fallu choisir, entre autre, le type du codage, les opérations a
utiliser et la méthode d’arrondi.

Ainsi le standard |IEE-754 a les caractéristiques suivantes :

— codage binaire en virgule flottante avec bit cachg;

— permet le calcul des quatre opérations arithmétiques et de |'extraction de laracine carrée;

— preconisel'utilisation del’arrondi au plus pres, maisil accepte les quatre modes d’arrondi,

présentésen 1.4, et

- considére chaque résultat comme exact, c'est-a-dire n’effectue pas la propagation des er-

reurs du calcul actuel sur les calculs qui se suivent( ).

Nous présentons dans |a suite de maniére détaillée |le standard |[EEE-754.

1. ce qui ne signifie pas que, lors d'une suite des calculs, il n'y a pas de propagation d’erreurs dues aux arrondis,
mais simplement que, si on a fait un premier calcul, le calcul suivant consideérera le resultat du premier comme exact et
il netiendra pas compte, pour le nouveau calcul, de I'erreur d’arrondi du premier. Ainsi |'erreur sera incorporeée dans le
résultat et le prochain calcul considérera le calcul precedent comme exact

19
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2.1 Formats de IEEE-754

Selon larelation (1.6), la représentation d’un nombre flottant est donnée par

X = stXBE (2.1)

ou s est lesigne, M est la mantisse normalisée stockée sur p bits, 3 est |la base et E est I'exposant
qui est un nombre entier non négatif stocké sur qbits. La prise en compte de cette représentation
par un ordinateur numérique, impose que:

— la mantisse normalisée ait une précision de p- 1 bits(2), et

— lavaleur de E setrouvedans un intervalle [Emin, Emax] déterminé par le nombre de bits
gdel'exposant.

Concretement un réel x peut se mettre sous laforme

x=(=1°x r+txp PN xBE ou1sr<petOst<1
En numérotation binaire (¢'est-a-dire p = 2) leréel x s'écrit

(=1)°% bo.byby...by- 1 % BE

avec
—-s=0o0u1t;
—-tp=1;
—-b=00uti=1..p-1
— B =2 labaseet

— E I'exposant, avecE € [Emin, Emax].
Comme le standard |EEE-754 utilise le codage avec bit caché, le réel x s'écrit selon ce stan-
dard

(= 1)°x byby... k-1 % BE

Pour calculer I'intervalle de variation [Emin, Emax] de la valeur de I'exposant on utilise le
biais qui est défini par larelation ;

biais=B=01...1 = 2@ V-1 (2.2)
(g= 1)fois

Donclecalcul del’exposant en binaire sefait en rajoutant lebiais alavaleur delaconversion
en binaire de E, c-3-d. contenu del’exposant = biais + (E),, ol (E), signifie lavaleur E en basede

numeérotation 2.
Latable 2.1 dela page suivante présente les différents formats du standard | EEE-754

L'application des formats est différente selon |le langage de programmation. Nous donnons
danslatable 2.2 les déclarations a faire selon le format choisi :

2. En effet selon le standard |EEE-754 p est le nombre de bits pour la mantisse et |e signe. Etant donné que le signe
occupe un bit danstous les formats, il reste pour lamantisse p- 1 bits.
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Parameétre Smple Simple Double Double Quadruple Etendue
précision précision précision précision (Extension (Introduite
étendue étendue (du standard) = (par Intel)
Nombre de bits
delamantisse
pluslesigne (p) 24 > 32 53 = 64 113 64
Nombre de chiffres
décimaux exacts
(pf 10g, 10) 7.22 > 963 15.95 > 19.26 34.01 19.26
Type du codage Bit cache Non spécifié Bit caché Non spéecifié Bit caché Bit explicite
Nombre de bits ' ' '
pour lamantisse
(p—1) 23 = 3 52 z 63 112 64
Emax L 127 > +1023 +1023 > +16383 | +16383 | +16383
Emin -126 < -1022 -1022 < -16382 -16382 -16382
Biaisde
I'exposant +127 Non specifie +1023 Non spécifié +16383 +16383
Nombrede
bits pour
I’'exposant 8 =11 1 =15 15 15
Nombrede
bits pour
le signe 1 1 1 1 1 1
Nombre de ' ' '
bits pour
le format 32 = 43 64 =279 128 80
Valeur max ' ' '
décimale
(2Emax+ 1) 3.4028E+38 | = 1.7976E+308 | 1.7976E+308 | = 1.1897E+4932 1.1897E+4932 @ 1.1897E+4932
Valeur min
deécimale
(2E min) 1.1754E-38 | < 2.2250E-308 | 2.2250E-308 | < 3.3621E-4932 & 3.3621E-4932 | 3.3621E-4932
Valeur min
décimale
dénormalisée
(2ZEmin—p+ 1) | 1.4012E-45 | = 1.0361E-317 | 4.9406E-324 | < 3.6451E-4951 @ 6.4751E-4966 | 1.8225E-4951
TABLE 2.1 —Les formats du standard |[EEE-754
| Langage | Simpleprécision Doubleprecision | Doubleétendue | Quadrupleprécision | Etendue
| SCILAb | Par défaut En interne 80 bits
| FORTRAN REAT*4 RFAL*8 REAT*16 EFAL*10
| C,C++ float double | long double long double
TABLE 2.2 —Déclarations des formats selon e langage de programmation
2.1.1 Format simple précision

Les caractéristiques de ce format sont les suivantes :

Les exposants 00000000 et 11111111 sont a usage reserveé et ne sont pas utilisés pour la
conversion. Par conséquent nous avons Enin = —biaist 1 et Eqmax = biais.
Un mot de 32 bits pour lequel tous ses bits sont a 0, représente la valeur décimale 0,0 . || est

évident que, en fonction dela valeur du signe s, on a un zéro positif et un zéro négatif.
Pour I'infini nous avons les représentations suivantes :

— 0 11111111 0000000 0000000000000000 =++= = JF80000016
— 1 11111111 0000000 0000000000000000 === = FF80000046.
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Tous les nombres avec représentation

5 11111111 fffffffffffffffffffffff
s'appellent NaN —Not aNumber —s'il y aau moinsun £ qui est différent de zéro. Ce sont toujours

des résultatsindéfinis produits par une erreur de calcul, e.g. du type 0/ 0 ou log(0). En particulier

nous avons les deux NaN suivants :
— Not-aNumber-Signaling (NaN S) dont la représentation est :

0 11111111 01111171 11111131111111111 = NaNS = JFBFFFFF 4s.

— Not-a-Number-Quiet (NaN Q) dont la représentation est :

0 111111117 1000000 0000000000000000 = NaNQ = JECO0000 4.

NaN S engendre un arrét anormal (trap) de I'execution du programme tandis que NaNQ
permet la poursuite de I'exécution du programme. Tout calcul numérique avec NaN comme
entree produit NaN comme sortie, c'est-a-dire nous avons, par exemple, 0 x NaN = NaN.

Nous avons donc pour un nombre décimal v, la représentation flottante suivante en simple
précision :

S XOoooXX TIfTfrfffffifffffffffff = s EF
ol sreprésent le bit du signe, Ereprésent |'exposant biaisé et ¥ la fraction décimale. Cette valeur

est déterminée comme suit :
-3 E=255 et F=0, alors V=0NaN.
—SE=255¢et F=0ets=0,alors v==.
—SE=255¢et F=0ets=1, alors v=-%=,
—SE=0¢et F= 0 ets=0, alors Vv=20.
—SE=0¢et F= 0 ets=1, alors v=-0.
—S0< E< 255, alors V= (-1)3x 2X~127 x (1 F)
—SEOetF =0,alors V= (-1)Sx 2712 x (1F)
Le dernier cas représente ce que nous appelons des nombres sous-normalisés auxquels nous

n’avons pas acces mais qui sont utilisés de fagon interne pour les calculs.
Latable 2.3 présente un sommaire du codage en simple précision.

2.2 Exercices

EXERCICE 2.1 Calculer pour lestandard | EEE-754 en simpleprecision
(1) lebias;
(2) lesvaeursEmin & Emax ;
(3) lavaleur delaplus grande mantisse;
(4) leplus grand nombre que nous pouvons représenter ;
(5) leplus petit nombre paositif que nous pouvons representer |

(6) laprécision des valeurs numériques représentées par cestandard.

EXeErRCICE 2.2 Calauler lareprésentation au standard |EEE-754 simple précision des flottants 5.75
0.1. Evaluer I'erreur dereprésentation.

EXERCICE 2.3 Reépée pour ladouble precision les calculs del'exc. 2.1.

EXERCICE 2.4 Répéer pour ladouble precison les calculs del’exc. 2.2,
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Nom Signe (s)  Exposant (E) | Mantisse(m) | Intervalle Intervalle Intervalle
1[31] 8[30-23] 23[22-0] en héxa décimal
1 1.1 1..11 FFFFFFFF
-Nan Quiet : :
_ 10...01 FFCO00001
Indétermine 1 1.1 10...00 FFC00000
1 11,11 01..11 FFBFFFFF
-Nan Signalé : :
00...01 FF800001
-Infinity
(Overflow 1 11..11 00...00 FFB00000 | < —(2- 27 2%)x 2127 | < - 3.4028235677973365E + 38
négatif)
Normalisé 11..10 1.1 FF7FFFFF | —-(2- 27 2%)x 21%f -3.4028234663852886E+38
négatif 1 : : :
-1.mx 2(E-127) 00...01 00...00 80800000 -2 126 -1.1754943508222875E-38
Dénormalisé négatif 1..11 807FFFFF | —(1- 2" ¥)x 27126 -1.1754942106924411E-38
-0mx 2 1% 1 00...00 : :
00...01 80000001 | —(1+ 2 52yx 27150 -7.0064923216240862E-46
=-2"192 = -1.4012984643248170E-45
2~ 190 -7.0064923216240861E-46
Underflow négatif 1 00...00 00...00 80000000 :
<-0 <-0
-0 1 00...00 00...00 80000000 -0 -0
0 0 00...00 00...00 00000000 0 0
>0 >0
Underflow positif 0 00...00 00...00 00000000 : :
2 150 7.0064923216240861E-46
Dénormalisé 00...01 00000001 | (1+2 92)x 27190 7.0064923216240862E-46
positif : : =2 192 = 1.4012984643248170E-45
Omx 27126 0 00...01 1...11 O07FFFFF | (1-2 2x 27126 1.1754942106924411E-38
Normalisé 0 00...01 00...00 00800000 2-126 1.1754943508222875E-38
positif : : :
1mx 287127 11..10 1.1 7FTFFFFF : 3.4028234663852886E+38
+Infini 0 11...11 00...00 7F800000 | > (2— 27 %) x 214/ 2 3.4028235677973365E + 38
(Overflow positif)
0 1.1 00...01 7F800001
+NaN signalé : :
01..11 7FBFFFFF
0 1.1 10..00 7FC00000
+NaN quiet : :
1..11 7FFFFFFF

TABLE 2.3—-Smplepreécision

EXERCICE 2.5 Considérons un systéme de représentation binaire pour des nombres réds non négatifs
avectrois bits pour I'exposant e trois bits pour la mantisse

(1) Présenter les différents exposants.

(2) évauer lesvaeurshinaires e leur éouivalent en dédimal detoutes les mantisses indépendamment de
I'exposant & du bit caché
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(3) Calculer leplus petit & leplus grand nombre que nous pouvons stocker,
(4) évaluer laprécision dela machine

(5) Calculer I'intervalledeladroitedesréds qui peut &rereprésentépar cesystémese fareun diagramme
deladistribution des nombres normalisés flottants de cet intervalle Commentaires.

(B6) Répétez |a méme chose pour les nombres sous-normalisés. Commentaires.

(7) Qud est le nombre de valeurs flattantes differentes que nous pouvons représenter par ce systeme?
Géngdise.

(8) Comparer, en utilisant cet exemple, le systéme de représentation en virgule flottante avec cdui en
virgulefixeet éablir les avantages et les inconvénients de chaque systéme

2.3 Exercices de laboratoire

Pour résoudre les exercices suivants, il faut utiliser la version 4.4 de Scilab qu'il faut téle-
charger du sitede ScicosLab : http://www.scicoslab.org.

EXERCICE 2.6 Ecrireun programmeen Scilabqui permet decalculer laprécision eps devotreordinateur.

EXERCICE 2.7 Ecrireun programmeen Sdlab qui permet d' évaluer
(1) lenombrede places p dela mantisseet

(2) labasedenumeérctation
devotreordinateur.

EXERCICE 2.8 (D’APRES WALTER GANDER) Void deux programmes qui calculent leplus petit nombre
positif normalisé

clear();

format ("e",22) ;

x=1;

t=x;

while %eps * t/2 >0
t=2%ps *t/2;
if (t >0) then

x=1t;

end;

end;
X

&

clear();
format ("e",22);
=13
while %eps * t > 0
ta = t;
t=1t/2;
end;
t=ta
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Lepremier fournit lerésultat x = 8.094771541462983-320 qui est faux, tandis que le second
donnelabonneréponset = 2.225073858507201-308 qui est laréponsecorrecte
Expliquer lesraisons de ces résultats.
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3.1 Erreurs lors des opérations arithmétiques

Nous allons examiner la qualité du résultat d’une opération arithmétique c'est-a-dire soit
d’une addition, soit d’une soustraction, soit d’une multiplication, soit d’une division ou encore
d’une extraction delaracine carrée.

FalT 3.1 Lerésultat d uneopération arithméique ® entredeux vaeursrédlesae b, est
entachéd uneerreur qui est dued'unepart aux erreurs dereprésentation des nombres a e
bet, dautrepart, al'erreur dereprésentation du résultat, cest-a-dire:

résultat del’opération a®@b= f1(f1(a) ®f (b)) (3.1)

On peut décomposer cette erreur en deux parties :
— Une erreur d’entrée, due a 'erreur de représentation du résultat de I'opération, notée
n' (a®b).
— Uneerreur due au calcul et qui seranotéen® (a®b).
L’erreur du calcul est inhérente alamachine et al’opération et nous ne pouvons pasmodifier
sa valeur. Par contre I'erreur d'entrée dépend de 'ordre des calculs et, par conséquent, pour
chague sériedecalculsil y aun ordonnancement de ces calculs qui conduit a une erreur d’entrée

minimale.
Lesthéorémes suivants précisent les erreursd’entrée pour les opérations arithmeétiques usuelles.

27
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3. PROPAGATION DES ERREURS
THEOREME 3.1.1 (del’erreur pour les sommes ) .- Soit |a somme
S=X1+Xx2+ - (3.2)
L'erreur absoluedel’entrée pour cette somme est
A'S=Alxq1+A %o+ - (3.3)
e I'erreur deprédision del’entréeest
X X
N (S)= gl (x)+ Zn' (xa)+ - (34)

DEMONSTRATION. D'apres(3.2) nous avons
m(S)=S+A'S+ACS=m(x1)+ m(xa)+ - +ACS= x4+A'x; + xa+A'xy +:-+ACS

d’ol on obtient (3.3). D'aprés (1.3) nous avons
Ax=x-n(x)
et (3.3) donne:

S0 (S)=x1n' (x1)+ x2n' (x2)+ -+

d’'oll on obtient (3.4). 1

En Analyse Numérique on s'intéresse a I'erreur maximale, c-a-d. a la situation qui arrive
guand toutes les erreurs se rajoutent. On essaie donc de borner I'erreur d’entrée afin d’obtenir
I'erreur maximale. Nous avons dans|e cas delasomme:

I (S) 11 I’ () 1+ PN () [+ -5 - (lxa |+ x|+ ) -eps

d'ou finalement

[ Xi |
In' (S) = II ] &S (3.5)

Cette borne montre que si |  x; | est petit par rapport a | x; | -eps, I'erreur de précision de
i i

I'entrée peut devenir importante.

THEOREME 3.1.2 (del'erreur pour le produit ).- Soit le produit
P=xqxp-... avecx;=0M (3.6)
L'erreur absoluedel’entrée est
I [
Axi,Ax, .
X1 X2

A'P=P- (3.7)

et 'erreur deprécision del'entréeest
n'(P)=n' (x1)+n' (xz)+ - (38)|
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DEMONSIRATION. D’aprés(3.2) nous avons

m(P)=P+A'P+ACP

m(x1) m(xz)-...+ ACP

X-1+ALX1 : X2+A|X2 ..+ ACP

X4 'Xz'){g',..'i‘5]X1(X2'X3'...)+AIK2(X1 Ky, )+ e
+A 1A X2 (X3, )+ AV xoA ' X3 (xq .. )+

+A'x1-A'x2-A'x3-...+ ACP

Si on néglige les termes qui ont comme facteurs lesproduits A' x1A ' xo2,...; A" x1A x2A x3,...;

A'x1-A'x2-A'x3-..., on obtient

AP A]X1(X2'X3'...}+&IX2(X1'X3'...)+"'

Alxy Y Y- a'x; Y Xy -
?()H X2 X3 )+ X3 (X1 X2 X3 }+

d’oti on a (3.7). De cette derniéreon a

A'P _ a'x1+a‘x2

+ .
P X1 X2

qui donne (3.8). 1

De ce théoreme nous avons
n' (P)< N -eps

ol N est lenombre de facteurs dans e produit P.

THEOREME 3.1.3 (del’erreur pour ladivision ).- Soit
a
Q= B’ b= 0
L'erreur absoluedel’entrés est
bA'a=-aA'b
AlQe — —— — 39
Q = (39)
et I'erreur deprécision al'entrée est
n' (@=n'(a)-n' (b (3.10)

DEMONSTRATION. Nousavons

a+Ala

—— C =
p+aATp TATQ

m(Q)=Q+A'Q+ACQ=
Q+A'Q b+A'b =a+Ala=
m'Q=A'a-QA'b=A'a- EA'b=>

_bala-aalb_ A'Q_mla-aalb

!
A'Q = = :



30 3. PROPAGATION DES ERREURS

d’otl on obtient (3.9) et (3.10). &
Nous avons de ce théoréme que |la borne maximale pour I'erreur relative de la division est
In' (Q)|= 2-eps

Latable ci-aprés fournit les erreurs relatives d’entrée pour |les opérations élémentaires entre
deux nombres.

Opération Erreur d’'entrée

b
azp" ©

iti l w2
additiona+ b n (ax b) e br] (a)+
multiplicationax b n' (ax b)=n' (a)+ n' (b)
division a/ b n' (@b)=n'(a)-n' (b)

racinecarrée a n' (a)=0.5:n' (a)

TABLE 3.1 —Erreurs des opérations arithmétiques

3.1.1 Exercice
EXERCICE 3.1 Saent trois nombres réds positifs a,b,c aveca> b> c. On caculeleur somme de deux
facons :
(1) S=(a+b+c
(2) S=a+ (b+c)

Qui résultat est lemsilleur ?

3.2 Formalisation de la notion de I'algorithme

Un algorithme est une transformation ¢ : D — R™ avec D € R" , qui fait passer d'un en-
semble des valeursinitiales (données) xT = [x4,...,Xn] @un ensemble des valeurs finales (résul-
tats)y " = [y1,...,Ym]. Latransformation ¢ est décomposée en une suite des transformations élé-

mentairesp= ¢\ o -0 @V avec ™) : Dy 1 — R™ et Dy € R"-1, telleque @) x(k-1 =
xKikeq,,...0.

S on remplace x par fl(x), qui est |le vecteur composé par les mombres-machine du vecteur
X, alors I'application de I'algorithme fournit le résultat fl (y) = fl (¢(fl (x))). Nous avons donc
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pour le résultat de I'algorithme une erreur absolue Ay = fl(y) -y qui sexprime al'aide de la
relation :

Ayi=m(yi) -y = ‘Pri](ﬂ (X)) = @ (x)

n
_ 1(m(XJ )= Xj )""—%;}%’ = 1?—3';(-]3‘—’ Axj;i=1,...,m (3.1)
J: =
ou, sous forme matricielle:
991 ... 991
Ay 9X1 3Xn A x4
Ay = : D e : = J[p(x)]AX (3.2)
AYm 0Pm ... 9Pm AXn
X1 axn
o
avec J [p(x)] le jacobien de ¢. La quantite q;x(lx) représente la sensibilité avec laquelle y; réagit
i
aux perturbations Ax; dex;.
L'erreur relative est donnée par :
" ox, a9
i)= L. nxg) 5 wi=0x=0i=1..m 33
La valeur (Px(jx) j% indique la maniére avec laquelle une erreur relative en x; affecte I'erreur
1 ]

relative en y;. Ces valeurs ont I'avantage de ne pas dépendre de |a grandeur des valeurs x; et
yi. On appelle ces valeurs les facteurs de conditionnement de I'algorithme. S un algorithme a, pour
quelques facteurs de conditionnement, des valeurs grandes, alors on dit que le probléme est
mal conditionné Pour de tels algorithmes des petites erreurs relatives concernant les données en
entrée peuvent provoquer des grandes erreurs relatives concernant les résultats.

Propagation des Erreurs

Nous allons maintenant étudier la propagation des erreurs de calcul lors del'exécution d’'un
algorithme.

FAIT 3.2 Ledéroulement d'un algorithme sefait sdon leschémasuivant :
x=x0 5" xO@ =xM ..., x(r=1 ==y (3.1)
Si on saré&ealak-iemedape (1= k = r) nous avons effectuéla partie
x=xO o) x@ =x() ..., gk k-1 =yk (32)
e il nous reste a effectuer lapartie:

x() gk 1) 500 =yt 1) o0 x(=1) =y oy  (33)
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Notons par y'®) I'application qui reste a faire aprés k étapes, i.e.
gl = gegr Do ogk*D . Dy LR™: k=1,2,...r-1 (3.4)

Notons par J¢'¥) -Jy!!) |e jacobien de la composition ¢'*) = y{'). Nous savons que nous
avons:

J(feg)=Jf(g(x))-Jg(x) (3.5)
ainsi que
k=01,...r (36

Pour étudier la propagation des erreurs lors du déroulement d’un algorithme, examinons ce qui
se passe quand on réalise une application élémentaire (p(k). Nous avons, a la place de la valeur

x(K+ D = kD x(K) avaleur
fil x® D =q kD f xK (37)
L'erreur absolue A x(K* W = f| x(k*1 - x(k*1) deyient donc:

AxKED =g x(k+1D) _ykt D) g glke D)oo xk) - ke 1)y (k) (3.8)
qui peut aussi s'écrire sous la forme suivante :

AxKEFD = f gkt D g x(0 gkt g oy gkt D g g0 o gk (k)

(3.9
De (3.2) nous avons ;

(P(k+1) fl x(®) _(p(k+1) x (K) J‘P(k+1) x (k) A x(K) (3.10)

La machine ne peut pas forcement coder la valeur Lp“‘”) m x() et nous aurons donc un

nombre-machinem ¢*" m x(kX}  qui représentera cette valeur. Comme

k+1 k
kD x(k) = kD (k) Q) (k) ool x(®) (3.11)
nous avons pour la représentation machine les relations :

KD g x(

m ¢ =V f x®  qen A x® =10k (3.12)

oun x® estIerreur relative d'arrondi, engendrée durant le calcul de la i-iéme composante
de I'application élémentaire ¢'“* ) et telle que n, x(K) = eps. Sous forme matricielle (3.12)
s'écrit :

fokr) f x® = (4 Hpq) gD f x®) (3.13)
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avec
Hksy=diag ng fl x®  pp A x& M A x (3.14)

Par conséquent le premier terme dela partie droite de (3.9) s'écrit :

fll gD f xt kDo x =y gkt D o xK) (3.15)

D’autre part

His 1 @Kt f1 x(k) Hieq @D x(0) = H,pqoxED (3.16)

car leserreursduesaux différencesentrem x‘%) et x(k) sont multipliées par leserreursrelatives

qui sont les éléments de la matrice H+ 1 et deviennent ainsi négligeables. Par conséquent nous
avons:

okt 1 x()  — kD) g =, (kD (3.17)

relation qui permet de calculer H . 1. La quantité H . ¢ -x** 1) est I'erreur absolue entre le ré-
sultat dela (k + 1)-iéme application élémentaire et sa représentation machine. Les éléments dia-
gonaux de H. 1 représentent les erreurs relatives correspondantes. En utilisant (3.9), (3.10) et
(3.17) nous avons :

AxkEN gD (KA XK 4 Hyy gx®* D AxO = Ax (3.18)
Pour I'erreur absolue du résultat de I'algorithme on utilise (3.6) et on obtient :

De (3.19) on constate que ce sont les jacobiens J y*) de I'application restante y(*) qui sont im-
portants pour I’évaluation des effets des erreurs d’arrondi intermédiaires H sur lerésultat final,
car, pour deux algorithmes différents, J p(x) reste inchangé. Ainsi |'effet total de I'arrondi pour
un algorithme donné A est fourni par

Er(A,X)=Jl|J(”(X{1)}'H1'X“)‘F'“+ Jw(r—‘l) XD H_qexT s Hry (3.20)

FAIT3.3 Un dgorithme A et plus cédible qu'un autre agorithme A s
E:(A,x)2E; (A ,x) pour lemémeensemblededonnéss x .

D'autre part on peut admettreque |H, -y || v | -eps et, si I'erreur d’entrée des données est

A' (x), nousavons A' (x) =| x | -eps. Par conséquent pour chaque algorithme nous avons une
erreur d’entrée

Aly=[Jo(x)lIx|+|yll-eps (3.21)

Appelons la quantité A' y erreur inhérentedu résultat y . Cette erreur est inévitable quand nous

utilisons une machine. S les erreurs intermédiaires d’arrondi H - x(¥) sont de méme ordre de
grandeur que |'erreur inhérente, nous disons que I'algorithme ¢ est numériquement stable
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FAIT 3.4 L'objectif principal del’Anayse Numérique est d'éaborer des algorithmes qui
sont numeériquement stables.

3.3.1 Exercice

EXERCICE 3.2 Considéronslecacul

selon deux algorithmes ;
- Algorithme1:y «—a?- b2
— Algorithme2:y —(a+ b)-(a-bh)
En utilisant les formules dela propagation des erreurs

(1) Calculer I'erreur Ay pour chacun de deux agorithmes.
(2) Trouver s'il y aun agorithmequi est plus crédiblequel’ autre

(3) Etudier |astabilité numérique des algorithmes.

3.4 Erreurs directe et inverse

Nous allons maintenant, pour finir, explorer les relations qui existent entre les nombres-
condition et les erreurs lors de I'exécution d'un algorithme.

Supposons qu’en exécutant |'algorithmey = f (x) nous obtenonslerésultat f | (y) qui est une
approximation de |la valeur de y. La question qui se pose concerne la qualité de f|(x). D’aprés
Wilkinson, nous pouvons poser cette question de deux fagons :

— Mesurer ladifférence entrey et f I (y). |l s'agit en réalité del'erreur que nous commettons
quand nous calculons la solution numérique (c'est-a-direal'aide d’'un ordinateur) du pro-
bleme. Nous partons de x, nous appliquons f et nous obtenons comme résultat f I (y) au
lieu dey. Il est donc legitime d’appeler cette erreur, erreur directe L'erreur relative de pré-
cision n(y), donnée par (1.4.3), peut étre considérée comme une erreur de la précision

relative directe.
— Nous pouvons aussi s'interroger sur les données en entrée x + A x qui ont permis a |'al-

gorithme de nous fournir comme résultat f I (y), c'est-a-dire on cherche a évaluer x + A x
tel quefl(y)=f (x+ Ax). C'est une sorte de probléme inverse qui n’a pas forcement une
solution unique. Nous sommes ici en presence d'une erreur dont |a cause se trouve au
départ mais dont nous nous rendons compte aprés le calcul et par un retour en arriére. En
effet nous pensons partir de x, nous appliquonsf , nous obtenons comme résultat f | (y) au
lieu de y et nous nous demandons, par retour en arriére, quelle était la valeur de départ

x + Ax que nous avons utilisé, a la place de x, et qui nous a permis d’avoir ce résultat.

& x|
"oxl

Cette deuxieme fagon de voir les choses est plus avantageuse quela premiére car elle permet

Cette erreur | Ax | (ou, encore

) sur les données en entrée est appelée erreur inverse

de considérer que les erreurs d’arrondi ne sont pas des conséquences quasi fortuites du méca-
nisme de stockage en mémoire des informations numériques par les ordinateurs, mais plutét
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des conséquences des perturbations subies par les données. Ainsi le probléme de borner supe-
rieurement 'erreur relative de précision devient un probléme de |la théorie de perturbations qui
dispose d’un arsenal mathématique des techniques et des méthodes trés développé.

Faisons I'hypothése que la fonction y = f (x) est deux fois continGment différentiable. Alors
nous avons

f (x+E&AX)

s (Ax)* . Eeln |

fy)-y=Ff(x+Ax)-f(x)=f (x)Ax+

d’ol nous obtenons

fl(y)-y _ xf (x)Ax+f (x+ EAX)
y  f(x) x y-2!

(Ax)?

Comme nous avons déja vu, le facteur x—{r(f(—’;) du premier terme du second membre est le

nombre-condition def . Nous pouvonsdoncdecetterelation et desdéfinitions des erreursdirecte
et inverse, obtenir I'inégalité suivante :

FAIT 3.5
erreur directe = nombre-condition * erreur inverse

Nous avons ainsi comme conclusion qu’une erreur inverse faible ne garantit pas quel’erreur
directe soit, a son tour, faible. || faudrait en plus, que le nombre-condition soit aussi faible, ¢'est-
a-dire que le probléme soit bien conditionné.

On dit qu'un algorithme est fiablesi

erreur inverse ~ eps

Cette discussion sur les erreurs directe et inverse nous aide a comprendre la notion de I'al-
gorithme numériquement stable que nous avons présenté a la fin de section précédente.

En effet, considéronsun réel x € R et supposons quenousfaisonsun calcul f (x) qui acomme
résultay € R. S pour le calcul on utilise un ordinateur, lerésultat seraf 1 (y) = f (f1(x)) quel'on
peut mettre souslaforme

y(1+n(y)) = f (x(1+ n(x)))

oll n(-) est I'erreur relative de précision (cf. relation (1.3)).

Cette relation exprime une situation idéale car il n'y a aucune raison, en principe, que le
résultat de f sur la donnée particuliére x (1+ n(x)) soit exactement I'erreur d’arrondi y -n(y)
commise par l'ordinateur sur lavaleur numériquey. Doncon aen réalitélarelation

y+ Ay=(X+AXx)

qui exprime un mélange del’erreur directe et inverse comme on peut le voir sur lafigure 3.1.
Sur cette figure A y représente I'erreur directe et A x est 'erreur inverse. Ainsi un algorithme
numeériquement stable signifieque A x et Ay sont de méme ordre de grandeur.
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T qu“[ IL}\E:DP;";’W fxmf('
— C:aj[a,/f?pv C’)rn/f"umjcﬁzm

e T;/Q,.ffmv,(;,., Slume vetzy
Nowmenyphe en en/ree par
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‘feflﬂ —.q "(d.‘ﬂﬂq\]) = LI f'A-\f
FIGURE 3.1 —Melange erreur directe et inverse pour y = f (x).
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