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INTRODUCTION

L'objectif de I'analyse numérique est d’'obtenir pour un probléme qui est exposé en termes
mathématiques, des réponses numeriques. Par réponse numeérique on entend une solution «
approchée » du probléme, par opposition a la solution « exacte » obtenue par des méthodes ma-
thématiques, a savoir algébriques ou analytiques. Il ne faut pas toutefois restreindre le domaine
d’application del’analyse numérique uniquement aux problémes qui ont une solution mathéma-
tique précise, car, en effet, un autre grand domained’utilisation de |'analyse numérique concerne
la résolution des probléemes mathématiques pour lesquels on ne conna’pas de fagon analytique
la solution « exacte ». La matiére premiére de I'analyse numeérique est le nombre, qu’il s'agisse
d’un entier, d’'un réel ou, encore, d’'un complexe. Nous commencerons doncl’étude de I'analyse
numérique par les nombres et nous nous apercevrons, avec etonnement, que les relations des
nombres avec I’ordinateur sont souvent difficiles. En effet, e passage de ce nombre par un ordi-
nateur numérique peut modifier de facon significative sa précision et, par voie de conséquence
son exactitude et sa valeur. Un ordinateur « comprend » donc avecdes erreurs les nombres réels
quenouslui fournissons et aussi quand il effectuedes calculsnumeériques, il n’est pasrareque ces
calculs soient entachés d’erreurs. Expliquer, dans le cadre de |'algébre linéaire, les raisons de ces
erreurs, les analyser et les minimiser, autant que faire se peut, est le but de ce cours. Le cours se
diviseen trois parties: La premiére concerne |'étude des erreurs provoquée par lareprésentation
tronqueée des valeurs numeériques par I'ordinateur. Les deux autres parties sont consacrées al’al-
geébre linéaire. Ainsi, ala deuxiéme partie on étudiera les effets de perturbations des valeurs des
vecteurs et matrices a la résolution des systémes d’équations linéaires par des méthodes directes
et itératives. Enfin a la troisieme partie on étudiera le calcul numeérique des valeurs et vecteurs
propres. Quelques applications, comme la méthode des moindres carrés ou I'approximation des
images par |la décomposition en valeurs singuliéres, seront aussi présentées.
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Un ordinateur M utilise pour la représentation des valeurs numériques un mot machine qui
a un nombre fini de bits. Par conséquent I'ensemble des nombrereéels R sera « vu » par I'ordina-
teur commeun sous-ensemblefini M (R) c R (i.e. I'ordinateur opére un échantillonnage—au sens
traitement du signal du terme — de R). Cette représentation est une application fl1 : R — M (R),
telle que pour tout réel x I’application f | fournit une valeur f 1 (x), appel ée hombre-machine Dans
lamesure oll, en général, nousavonsx = f [ (x), il Sensuit qu’une erreur est commise chaque fois
que nous demandons a un ordinateur de manipuler une valeur numérique.

L'objectif de ce chapitre est d’étudier, de facon détaillée, les erreurs numériques provoquées
par un ordinateur.

Introduction

Un nombre réel quelconque en représentation décimale est caractérisé par deux propriéteés :

- L'exactitudequi est lenombre de digits( ') significatifs

— Laprécdision qui est I'ordre de grandeur du dernier digit significatif.

Ainsi pour le nombre 0.0017892 nous avons une exactitude de 5 et une précision de 107 /.
Le passage de ce nombre par un ordinateur numérique peut modifier de facon significative sa
précision et, par voie de conséquence son exactitude et sa valeur. Un ordinateur « comprend »

1. Pour un chiffre decimal on utilisera en abrege le mot digit
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donc avec des erreurs les nombres réels que nous lui fournissons et aussi quand il effectue des
calculs numeériques.

Utiliser doncun ordinateur pour représenter un nombre réel, a comme conséquence de faire
(presque) inévitablement une erreur. Pourquoi 7 C'est assez simple de comprendre les raisons.
La droite des réels ]- =, + = [ a la puissance du continu. Cet ensemble infini de nombres nous
essayons de le représenter par un ordinateur qui, pour ce faire, utilise des bits en nombre fini

et méme limité! Dés lors on est devant une situation ol entre deux nombres réels consécutifs
de l'ordinateur il y a une infinité de nombres réels que 'ordinateur ne peut pas représenter et

ne representera jamais. |l tentera seulement de les approcher en faisant ainsi une erreur sur la
valeur exacte du nombre que |’on appellera erreur dereprésentation.

Plus concrétement, considérons un nombre binaire :

bgbg-1 ... b1.b-1 ... bp

Nous écrivons ce nombre sous forme normaliség, a savoir en partie entiére on a un 0 le reste se
trouve en partie non entiére (aprés le point) suivi d'une puissance de 10. Par exemple, pour le
nombre précédent, sa forme normalisée est

0.bgbg-1 ... b1b-1 ... b-p x 1092

La partie aprés le point bqbg-1 ... bib-4 ... b- s'appelle mantisse® et pour un nombre
réel il a, en général, une infinité d’éléments. Dans notre cas la mantisse est composée dep+ g
bits, ou p peut étre infini. Pour stocker un réel dans un ordinateur, il faut pouvoir stocker sa

mantisse (et aussi son exposant g, mais pour I'instant on ne se préoccupe de celui-ci). Etant donné
qu’un nombre est stockeé dans un mot de la mémoire de l'ordinateur et le mot est compose d’un
nombre fini de bits, on aboutit 4 la conclusion quele stockage d'un réel dans un ordinateur dont
lamémoire a m bits, avec m < p+ g, provoquelatroncaturedesavaleur a0.b’y ... b'-,,avechb’y
=bq, b'2=bg-1,....

Remarquons que nous procédons de la méme facon quand on travaille avec des nombres

réels et qu'aprés une opération on décide de s'arréter aprés, par exemple, cing chiffres décimaux.

L'objectif de la premiére partie du cours est I'étude des erreurs de représentation et leur
influence sur les résultats des calculs lors du déroulement d’un algorithme. Nous commencons
par I’étude des nombres réels et de leur représentation par un ordinateur.

2. En genéral dans la forme normalisée, on place aprés le point tous les chiffres significatifs, c'est-a-dire le premier
chiffre aprés la virgule doit &tre différent de zéro. Par exemple |a forme normalisée de 0.0001 est 0.1x 107 3.
3. Notons que dans des temps plus anciens on appelait cette partie significande Apparemment la dimension seman-

tigue dans la terminologie informatique n'est pas au godt du jour. D'ou I'introduction du terme mantisse qui signifie
partiedecmaled’un logarithme.
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EN SUBSTANCE

« Ecriture sous forme normalisée d'un nombre :
Soit le nombre 34.10285. En écriture normalisée on a 0.3410285 x 102,
c est-a-dire :
— 0 en partie entiére ;
— passage du contenu de la partie entiére au début de la partie décimale,
et
— multiplication avec une puissance de la base de numérotation 10.2

= Dans un ordinateur les nombres sont stockés sous forme normalisée.

* Un ordinateur dispose d’'un nombre limité de places pour stocker les chiffres

de la partie décimale d'une valeur sous forme normalisée. Etant donné
qu'un réel a, le plus souvent, un nombre infini de chiffres en partie déci-
male, le stockage exact d'un tel nombre dans un ordinateur est impossible.
Le nombre réellement stocké est une approximation du nombre fourni par
l'utilisateur.

a La base de numerotation sera notée toujours 10, indépendamment du systéme de numerotation (décmal,
binaire, hexadécmal, .. ).

1.2 Lordinateur et les nombres

D'abord il faut se rappeler qu’'un ordinateur traite des nombres en base binaire et non pas
décimale. Mais cefait ne doit pas créer un probléme, car un nombre binaire est comme un nombre
décimal. Il aun point que I'on qualifiera de binaire (équivalent du point décimal) et il est com-
poseé de 0 et de 1. Par exemple le nombre décimal 13.125 est I'écriture condensée du nombre
1x 10"+ 3x 10°+ 1x 10" '+ 2x 10”2+ 5x 10" 2. De mémele nombre binaire 11011.001 est I'écri-
ture condensée du nombre 24+ 22+ 21+ 20+ 273 Nous savons aussi que les nombres réels
peuvent étre représentés sous une forme qui est appelée notation scientifique Ainsi le nombre
13.125 peut se mettre sous la forme 1.3125x 10'. De la méme facon nous pouvons avoir une
notation scientifique pour les nombres binaires. Par exemple |le nombre binaire 11011.001 peut
s'écrire & 'aide de cette notation 1.1011001 x 10109

Un ordinateur dispose, pour représenter les nombres, des registres dont le nombre de bits
est limité habituellement a 16, 32 ou 64 bits. Donc pour pouvoir représenter les nombres réels
par un ordinateur nous devons, si on veut tenir compte du nombre fini de bits d'un registre,
introduire deux limitations a la représentation par notation scientifique des nombres :

(1) Lenombre de chiffres qu’on utilise aprés le point est fixé d'avance. S par exempleon fixe a
4 ce chiffre, le nombre 11011.001 sera représenté par 1.1011x 10190,

(2) Le nombrede chiffres qu'on utilise pour lavaleur del'exposant de |a base est fixé d'avance,
Par exemple si on fixe, sur la représentation précédente, le nombre de chiffres de I'exposant

a2, on aura finalement comme représentation 1.1011001 x 1010,
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Cette représentation — qui peut étre tronquée — des nombres s’appelle formeflcattante Les ordina-
teurs actuels utilisent pour les nombres flottants le standard |EEE-754 dont les caractéristiques

pour les nombres en simple précision sont données par le tableau 2.1.

TABLE 1.1 —Standard |EEE-754. Smple précision

1.2.1 Conversion décimale — binaire

Nous allons examiner cette structure du nombre flottant en simple précision a I'aide d'un
exemple. Prenons le nombre 465.463. Pour le convertir en flottant binaire normalisé on doit

— d’abord convertir séparément la partie entiere et |a partie décimale;

— ensuite réunir les deux parties et

— alafin, de normaliser le résultat delaréunion.

Nousavons ainsi pour la partie entiére

(1) 465 / 2
(2) 232 / 2
(3) 116 / 2
(4) 58 /2
(5) 29/1
(6) 14 /2
M 7172
8 3/2

=232 PReste=1
=116 Reste =0
= 5B Reste=10
= 29 Reste=10
= 14 Reste=1
= 7 Reste=1(0
= 3 Reste=1
= 1 Reste=1

d’ou (465),, = (111010001),.
Pour la partie décimale, nous avons:

(1) 0.4063
(2) 0.926
(3) 0.852
(4) 0.704
(5) 0.408
(6) 0.816

*2=10.926
*2=1.852
*2=1.704
* 2=1.408
* 2 =0.816
* 2 =1.632

Partie enti\ ‘{e}re =0
Partie enti\‘{elre =1
Partie enti\‘{elre =1
Partie enti\‘{e}lre =1
Partie enti\ ‘{e}lre =0

Partie enti\‘{e}re =1
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(7) 0.632 * 2=1.264 Partie enti\‘{e}jre =1
(8) 0.264 * 2 =0.528 Partie enti\‘{e}re =20
(9) 0.528 * 2 =1.056 Partie enti\‘{elre=1
(10) 0.056 * 2 =0.112 Partie enti\‘'{ejre =10
(11) 0.112 * 2 =0.224 Partie enti\‘{e}re =0
(12) 0.224 * 2 =0.448 Partie enti\‘{e}re =0
(13) 0.448 * 2 =0.896 Partie enti\‘{e}re =0
(14) 0.896 * 2=1.792 Partie enti\‘{ejre=1
(15) 0.792 * 2 =1.584 Partie enti\‘{ejre=1
(16) 0.584 * 2 =1.168 Partie enti\‘{ejre=1
(17) 0.168 * 2 =0.336 Partie enti\‘{ejre =0
(18) 0.336 * 2 =0.672 Partie enti\‘{e}re =20
(19) 0.672 * 2 =1.344 Partie enti\‘{e}lre=1
(20) 0.344 * 2 = 0.688 Partie enti\‘{e}re = 0
(21) 0.688 * 2 = 1.376 Partie enti\ ‘{e}re = 1
(22) 0.376 * 2 =0.752 Partie enti\‘{e}re = 0
(23) 0.752 * 2 =1.504 Partie enti\‘{ejre =1
(24) 0.504 * 2 =1.008 Partie enti\‘{e}jre =1
(25) 0.008 * 2 =0.016 Partie enti\‘{e}re =0
(26) 0.016 * 2 =0.032 Partie enti\‘{e}re =0
(27) 0.032 * 2 =0.064 Partie enti\‘{ejre =20
(28) 0.064 * 2 =0.128 Partie enti\‘{e}jre =10
(29) 0.128 * 2 =0.256 Partie enti\‘{ejre =10
(30) 0.256 * 2 =0.512 Partie enti\‘{e}lre=20
31) ..ol

d’ou (0.463),, = (0.0111011010000011100101011000000 ...)..

Ainsi nousavons|aconversion (465.463),, = (111010001.0111011010000011100101011000000....),
qui sous forme normalisée devient 0.11101000101110110100000... x 10'%%"_ || faut maintenant
transformer ce nombre binaire, qui a un nombre de chiffres infini, en forme binaire flottante en
simple précision, ¢’ est-a-dire calculer les valeurs du signe, de|’exposant et dela mantisse.

Elaboration de la forme flottante

Selon le standard |IEEE-754, |e signe est codé sur un bit qui a la valeur O si le nombre est

positif et 1 dans |le cas contraire. Ici nous avons un nombre positif, donc le bit du signe est égal a
0.
Pour I'exposant le standard utilise 8 bits. Nous pouvons donc disposer, pour le codage de

I’exposant, de 256 valeurs différentes. || faut aussi tenir compte du fait que I’exposant peut étre
positif ou négatif. On peut, bien slr, avoir ici aussi un bit designe. Maisdans ce casles opérations
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d’addition et de soustraction entre différents nombres deviendraient ardues. Comme donc, on
ne veut pas avoir un codage avec des nombres positifs et négatifs, on partage I'intervalle de
variation de I'exposant en deux parties égales : la premiére de 0 & 126 consacrée au codage des
exposants négatifs et 'autre partie de 128 et 255 consacrée au codage des exposants positifs, la
valeur 127 étant réservée al'exposant 0.

Dans I'exemple précédent, I'exposant est égal a 1001, = 945. C'est donc une valeur positive.
Par conséquent pour I'exposant 9 on rajoute 127 et on obtient ainsi 9+ 127 = 136 = (10001000),.

La mantisse doit étre 11101000101110110100000. Remarquons maintenant que si, dans le cas
des nombres décimaux, on décidait de placer |e premier chiffre significatif (chiffre non nul) avant
le point décimal, ce chiffre serait soit 1, soit 2, .., soit 9. Mais dans le cas des nombres binaires
ce chiffre serait obligatoirement 1. Par conséquent on peut toujours, dans le cas des nombres
binaires, placer ce chiffre et ne pas le faire apparaitre dans le codage (bit caché), ce qui nous
permet de gagner un bit supplémentaire a la mantisse pour le codage. Ainsi la mantisse s écrit
11010001011101101000001 et I'exposant diminue d’'une unité et dévient égal a 8+ 127 = 135 =
(10000111), et on obtient donc pour la forme flottante normalisée binaire du nombre 465.463 la
représentation suivante :

0 10000111  11010001011010000000000

S maintenant on fait la démarche inverse, on peut calculer la valeur décimale du nombre
binaire que nous venons de créer en utilisant la conversion en simple précision. Nous avons

1.11010001011010000000000 x 1010000111 01111111 _ = 111010001.011101101000001
=284+ 21+ B+ 2042027242734+ 2744 270427742794 2770
= 465.462921142578125

Remarquons qu’en vue du décodage en décimal, nous avons incorporer en premiére position,
avant le point, le bit caché qui nefigurait pas dans lareprésentation flottante.

Bien siir la question qui vient a I'esprit concerne la capacite de ce systéme de representer
tous les nombres. En effet nous pouvons envisager que, comme conséquence d’'une opération
arithmétique, nous avons un nombre trés grand (ou trés petit) qui ne peut pas étre représenté
comme un binaire flottant normalisé. Avant d’examiner en détail cette éventualité, il faut établir
les valeurs extrémes que ce systeme peut représenter ainsi que la résolution du systeme, c'est-
a-dire la valeur de la plus petite différence entre deux nombres que le systéme est capable de
détecter.
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EN SUBSTANCE

* Forme flottante en simple précision selon le standard IEEE-754
x=(-1)5xME og
— X le nombre,
— S le signe stocké sur un bit,
— M la mantisse stockée sur 23 bits, et
— E l'exposant stocké sur 8 bits.

. C%nversion d’'un nombre V .D en base décimale vers un nombre en base J3.-
olons
- par (V,v,r)g le résultat de la division de V par (3, c'est-a-dire
V=vxpB+r.
— par [D;d,f]g le résultat de la multiplication de 0.D par B, c'st-a-dire
d.f=0.D x B.
Posons vg = V et considérons la suite de divisions
(Vo;vi,ro)s, (V1;v2,r1)g, ---, (Vp-1;Vp,Tp-1)g
avecrp-1 < f.
Considérons aussi la suite de multiplications
[D:d1,f=1]g, [f1:d2,f2]p, ..., [q-1:dq.Tqlp, - -
Alors la conversion du nombre décimalV .D en base B est donnée par

Vplplp-1...rro.dqdz...dq...

* Conversion d'un nombre Vplplp-1...M1rg.d1d2...dq... en base 3 vers un

nombreV .D en base décimale.- Supposons que la valeur 3 de la base est
exprimée en base décimale, c'est-a-dire B = 4g. Alors

=1 B _
V.D = vpxBarp 1 xfT + ok ryxfaroxRudyxgt+daxg?
+.+dgxgtH .

* Particularité du codage en forme flottante binaire. Le chiffre le plus signifi-
catif n'est pas stocké dans un bit (bit caché), mais il est toujours pris en
compte lors des calculs et du passage vers la forme flottante décimale.

1.3 Nombres normalisés et spéciaux

Nous venons de voire que la représentation flottante d’'un nombre x est donnée par
X =% (bp.bybp...by) x 10%1-Fa

avechp= 1et 1= 1.bykp...bp < 2. Lefait que nous avons toujours by = 1 permet de ne pas stocker
by et de reserver les p= 23 bits de |la mantisse pour la partie décimale et d’augmenter ainsi la
précision du codage de 2~ 22 32~ 23 by est appelé |e bit caché delanormalisation. Cette technique,
qui a éte utilisée pour la premiére fois sur un ordinateur VVax dans les années 70, a aussi un
inconvenient. Celui dene paspouvoir stocker defagon simplelavaleur 0. En effet si noussuivons
laprocédure pour le codage flottant binaire, qui vient d’étre décrite, on s'apercoit qu'il faut poser
bp = 0! Comme cette solution est inapplicable on conviendra que le nombre
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| ———
I

avec by = 1 représente effectivement |a valeur 0, mais, pour éviter toute ambiguité, I'exposant
00000000 ne sera utilisé pour aucune autre représentation. Donc le plus petit nombre positif que
nous pouvons stocker est

|

ce qui donne 1.0x 217127 = 27126 ¢t qui signifie que le domaine de variation de I'exposant E
n'est pas entre -127 et 127 mais entre-126 et 127.
En utilisant les notations du tableau 2.1 on établit le tableau 2.1.

I

TABLE 1.2—-Nombres du standard IEEE-754, simple précision

Tous les nombres de ce tableau, sauf ceux de |a premiére et de la derniére ligne, sont des
nombres flottants binaires normalisés en simple précision. La premiére ligne indique le codage
delavaleur 0. Notons qu’en fonction de lavaleur du bit du signe (0 ou 1) nous avons deux zéros,
un positif et un négatif. On peut aussi, al’aide de cetableau, calculer le plus petit et le plus grand
nombre de la représentation en simple précision.
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Le plus petit nombre normalisé peut étre représenté par

0 00000001 000000OOO0000D0000000000

ce qui équivaut & (1.000...0), = 1x 1000000001 = 1.2x 10~ 38, On le notera par |a suite mp,.

Le plus grand nombre normalisé est représenté par

0 1m0 11111111111111111111111

ce qui équivaut a (1.11...1), x 10"1111110 = 2- 2723 x 2127 = 34x 10%. On le notera par la
suite mg.

Un examen attentif de cette table montre qu’il existe des nombres soit plus petits, soit plus
grands que ceux qui sont normalisés. Ce sont justement les nombres spéciaux que seul I'ordi-
nateur peut utiliser. Par exemple le plus petit nombre non nul qu’on peut stocker est 27 149 =
[0.00...01] = 0.00...1 x 200000001 gont |a représentation, en suivant la technique pour la repré-

sentation de zéro, doit étre

0 00000000 0000ODOOOOOODOO00000001

Ces nombres, qu'ils sont plus petits que le plus petit nombre normalisé, i.e. plus petits que 1.2 x
10" 38, sont appelés nombres sous-normaisés. lls ne peuvent pas étre normalisés car, dans ce cas,
le résultat serait un exposant qui n’et pas dans le domaine de variation entre -126 et 127. Les
nombres sous-normalisés sont moins précis que les nombres normalisés, c'est-a-dire que leur
utilisation peut provoquer des erreurs de calcul plus importantes. Si un résultat d'une opération
arithmétique conduit 8 un nombre sous-normalisé, on dit qu’on est en présence d’'un underflow.

Nous pouvons aussi envisager des résultats des opérations arithmétiques qui sont supé-
rieurs au plus grand nombre normalisé, a savoir 3.4x 10°¢. Dans ce cas tous les bits de I’exposant
sont égaux a 1. Cette situation est deécrite par derniére ligne du tableau 2.1. Deux cas peuvent se
présenter : Soit la mantisse est nulle et dans ce cas on dit que la valeur représentée par ce flottant
est I'infini —positif ou négatif, selon le bit du signe. Soit la mantisse n'est pas nulle et dans ce cas
on est en présence d’un non-nombre noté NaN pour Not a Number.
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EN SUBSTANCE

Il y a cinq catégories de nombres flottants binaires selon les valeurs des bits
de I'exposant et de la mantisse.

* Nombres normalisés : I'exposant a au moins un bit différent de 0 et aussi au
moins un bit égal a 0.

* Nombres sous-normalisés : L'exposant est nul et la mantisse a au moins un
bit différent de 0.

« Zéro : Lexposant et la mantisse sont nuls. Il y un zéro positif et un zéro
négatif en fonction de la valeur du bit du signe.

* Nan : L'exposant est composé exclusivement de 1 et la mantisse a au moins
un bit différent de 0.

* Infini : L'exposant est composé exclusivement de 1 et la mantisse de 0. Il y
un infini positif et un négatif, en fonction de la valeur du bit du signe.

1.4 Arithmétique arrondie

D’apres ce qui vient d’étre présenté aux deux sections précédentes, il s'ensuit que le résultat
x d'une opération arithmétique avec des réels, peut rarement faire partie des nombres représen-
tés par le tableau 2.1. Cing cas peuvent se présenter :
(1) Lerésultat est un des nombres normalisés du tableau 2.1.
(2) Lerésultat x est entre m;, et mg mais ne fait pas partie des hombres normalisés du tableau
21
(3) Lerésultat x est un nombre sous-normalisé.
(4) Leresultat x est une valeur infinie.
(5) Lerésultat x est un NaN.
Lestrois derniers cas ne nous intéressent pas. L'ordinateur indiquera le probléme et, soit il pour-
suivra |'exécution du programme, soit il s'arrétera. Le premier cas ne pose aucun probléme.
Nous examinerons donc le deuxieme cas. |l est évident que pour pouvoir poursuivre I'exe-
cution du programme, I'ordinateur assimilera le résultat x, dont la représentation binaire est
0.brby -+ lpobpabps -+, @ un des nombres normalisés qui sont présents dans la table 2.1. La rai-
son pour laquelle x ne fait pas partie des nombres flottants normalisés est que sa représentation
binaire a des bits b non nuls pour i > p= 23. L'opération donc de normalisation du nombre x
consiste atrouver une representation binaire avec 23 bits 0.b;b, - -- by, b,, avec

bh=hb;1=i= 22
Le 23-éme bit et, éventuellement, I’exposant E seront modifiés. Il y a quatre possibilités pour
cette modification :
(1) Soit I'ordinateur ne fait aucune modification : b,; = p3 et I'exposant reste inchangeé.

(2) Soit il utilisera le nombre flottant x_ de la table 2.1 qui est le plus proche de x et qui est

b3, sis=0
bpa+ 1, sis=1

de propagation de laretenue.

plus petit que x : b3 = , avec modification de |I'exposant dans le cas
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(3) Soit il utilisera le nombre flottant x. de la table 2.1 qui est le plus proche de x et qui est

bha+1 sis=0

plusgrand quex : by = bya sz q »avec modification de I'exposant dans le cas

de propagation delaretenue.

(4) Soitil utiliserale nombre flottant x. delatable 2.1 qui est leplus prochedex :by; = bpa + bps
avec modification de |’exposant dans |e cas de propagation de laretenue.

Cette opération s'appelle opération d'arrondi et le standard |EEE-754 préconise d’utiliser I'ar-
rondi verslenombrex, leplusprochedex qu’'on appellerapar |a suiteregpresentation par I'arrondi
(le plus proche). Nous noterons par f 1 (x) le résultat de cet arrondi et on aura, selon ce qui vient
d'étredit, | fI1(x)— x |= min{| x- = x[,| x+ = x|}. [l y a des systémes d'exploitation qui utilisent
aussi la représentation par x- qu’on appellera représentation par troncature

Afind’évaluer I’erreur de calcul provoquée par |'arrondi nous devons connaitre larésolution
de notre systéme de représentation des flottants normalisés ou, comme on dit, |a precision dela
machine

DEFINITION 1.4.1 La précision eps d’un ordinateur est le plus petit nombre positif
normalisétd que

1+eps=1

On peut aussi envisager la précision de la machine comme étant la plus grande
erreur relative de précision qui peut arriver lorsdelareprésentation par troncature
d’un nombre réel.

Il ne faut pas confondre ce nombre avec le plus petit nombre flottant positif que I'ordina-
teur peut représenter qui, comme nous avons vu précédemment, est un nombre flottant sous-
normalisé.

Pour calculer la précision de la machine on commence par la représentation binaire norma-

lisé, avec le bit caché, delavaleur 1= (1.00...0), % 10°, On adonc

0 01111111  000D0000000000000000000

ce qui montre que ce nombrefait partie du tableau 2.1. En utilisant cette table on peut représenter
le nombre normalisé qui est immeédiatement supérieur a 1. 11 est donné par

0 01111111 000000000000000000000001

qui équivaut en décimal a 1+ 2~ 23, La différence entre ce deux nombres est égale a 2~ 22 qui est
la precision de la machine. Nous avons donc pour la précision de la machine le fait suivant :
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FAIT 1.1 La precision eps d une machine simple precision qui suit la norme |EEE-754
est

eps= 230w 14RO

Nous pouvons maintenant avoir une idée concernant I’erreur d'arrondi. S x est la valeur
qu’on veut représenter selon le standard |[EEE-754, alors on |a remplacera soit par x— , soit par
X+ . Cette representation est notée f I(x). La valeur absolue de |a différence entre f [(x) et x n’est
pas supérieure a lamoitié de ladifférence entre x+ et x- . Ainsi, si le nombre x s'écrit en binaire

x = (bo.biby...bpabog ), x 2°

avec hp = 1, alors sa représentation machine sera

f1(x) = (ko.brby...ba), x 10°
Donc
[FI(x)=x|s 2724 x 10F

ce qui donne
1 =
[fl(x)-x|= iepsx 10

EN SUBSTANCE

* lly aquatre types de nombres flotiants binaires : nombres normalisés, sous-
normalisés, infini et NaN.

* A tout nombre réel correspond un nombre machine, noté fl (x) et qui, pour
le standard IEEE-754, est donné par I'approximation fl (X) = X4 .

* La précision eps de la machine est le plus petit nombre normalisé tel que
1+ eps= 1. Pour la simple précision onaeps=2"22= 1.192x 1077,

1.4.1 Exercices

EXERCICE 1.1 Soit un systémedereprésentation flottant avec base 8, mantissea p placss, ex” posant E,
avecEn = E= Ey .
Calculer le nombre devaleurs normalisées qui peuvent &rereprésntées par ce systéme
Application : = 10,p= 3,E;, = = 15,Ely = 16.

EXERCICE 1.2 Soient traisrédsx = 0.125x 10°, y= 0437x 10'2, z=0.215x 10" '2. En utilisant
lesystéme dereprésentation del’exercice précédent, calculer

(1) lasommex + y & commenter lerésultat.
(2) leproduit x x y & commenter lerésultat.

(3) lequotient z/ y & commenter lerésultat.
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EXERCICE 1.3 Soient troisrédsx = 0.4x 10°, y= 0.4x 109 z= 0.1x 10°. En utilisant lesystéme
derepresentation del’exercice préoadent, calculer les deux sommes

(x+y)+z & x+(y+2z)

Condusion.

1.5 Les nombres réels et les nombres-machine

Pour I'étude des différences entre un réel x et le nombre-machine f |(x) qui est sa représen-
tation dans |'ordinateur, nous utilisons troistypes d’erreurs :
— Erreur dereprésentation, notée Ax ou £(x) :

Ax=fl(x)-x (1.5.1)
ou encore |'erreur absoluedereprésentation :
[Ax|=]f1(x)=x]|

— Erreur rdativedereprésentation, notée 1 (x) :

Ax _ flI(x)-x

1(x)= )~ FI0D (1.5.2)
— Erreur reativedeprécision, notée n(x) :
oA Rl . FLK)
n(x)= e X " 1 (1.5.3)
ou encore |'erreur re ative absolue deprécision
|Ax]| _ [FI(x)=x]
7o ] S At il
In(x)| T X
L'erreur relative de precision permet d’exprimer le nombre-machine comme suit :
fl(x)=x(1+n(x)) (1.5.4)

1.5.1 Etude de I'erreur de précision relative

Nous avons vu qu’n ordinateur utilise pour la représentation des valeurs réelles un mot
machine dont les bits sont partagés en

— un bit de signe,

— p bits de mantisse, et

— ¢ bits d'exposant.

Dans lasuite on considére que la base de numérotation del'ordinateur est B.

EXEMPLE 1.5.1 Considérons un ordinateur avec base de numérotation B = 10 & nombre de chiffres
de la mantisse p= 4. Nous avons 123.4567 = 0.1234567 x 10° = 0.1234+ 0.567x 10" 4 x 10° . Si
I'ordinateur approcheles vaeurs rédles par troncature dors m(x) = 0.1234x 10°. Si I'approximation se
fait par arrondi, dorsm(x) = 0.1235x 10,
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Cet exemple nous aide a comprendre que si nous avons un réel x, alors il sera représente
sous forme normalisée comme suit :

Xx=sxwxp" (1.5.5)
ou s est lesigne. On peut, encore écrire:
x=sx r+txB P xB" avecB 's|r|< 1et0s|t|< 1 (1.5.6)
S lenombre-machine représentant x est obtenu par troncature, nous avons
fl(x)=sxrxp" (1.5.7)
tandis que pour approximation par arrondi, nous avons

sxrx B, si [x=rxB"|<|x= rxB"+B P |
fl(x)=
sxrx B"+ B P, sinon

Nous avons, pour I'erreur relative de précision, le résultat suivant :

THEOREME 1.5.1 ('d-e'la préci_s'ion rel'éﬁve}-.- Soit un calculateur avec basede numéro- |
tation B & nombredechiffres dela mantissep. Alors|'erreur reativede précision n(x) est
bornée commessuit :

P, si approximation par troncature
In(x) |2 - x eR (1.5.8)
0.5x B'"P, si approximation par arrondi

DEMONSTRATION. D’aprés(1.5.6)et (1.5.7)on a

Ax=fl(x)=-x=txB Pxg" (1.5.9)
d'ou
B Rt L R T
car B 's[r|<1,0s|t|]<1 et %5 [3]—1= B dans le cas de troncature.
Danslecasdel'arrondi,nousavons0=|t|< 1f2etd0ncH£ %[31"’. ]

Dans les calculs on utilise la valeur absolue de I'erreur de précision relativel n(x) |.

Parfois cette quantité est considérée comme étant |a précision de la machine.
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EN SUBSTANCE

* lly a trois types d'erreur de représentation :
— Erreur de représentation : A x = fl (x)— x

— Erreur relative de représentation :1(x) = ﬂﬁ(:) 2 E‘:( ()x-; 2
Ax _ fi(x)—x _ fI(x
— Erreur relative de précision : n(x) = 7 _ i - ) 1, avec

fl(x) = x(1+ n(x)).
* En régle générale, pour I'analyse des erreurs on utilise la valeur absolue de
I'erreur de précision relative, qui pour le standard IEEE-754 est

[37_ B si approximation par troncature

n(x) <
0.5x B P si approximation par arrondi

1.5.2 Exercices

EXERCICE 1.4 Soit lenombre337.620001g.

(1) Calculer savaleur en hexadécimal.
(2) Convertir lavaeur hexadécimaleen décimale
(3) Calculer I'erreur absoluederepreésentation.

(4) Calculer I'erreur relative absouede precision.

EXERCICE 1.5 Considérons une machine décimale avec mantisse a4 chiffres. Calculer I'erreur derepré-
sentation & |'erreur relative dereprésentation pour les nombres suivants ;

9.023506, 158.26 & 0.001588946.
EXERCICE 1.6 Soient lesnombres: 15.2750, 358.937 & 5233.618.

(1) Convertir ces nombres en hexadécimal.

(2) Convertir les nombres hexadécimaux ainsi obtenus en nombres décmaux avec exactitudede 8.

(3) Calculer I'erreur relativede cette derniére conversion sous laformex . xx x 107 7.

N.B. Pour |a conversion en héxadécima on utilisera le méme nombre de chiffres héxadécimaux aprés la
virgulequ’'en vaeur décmale

EXERCICE 1.7 Soait un nombreréd x € R. Nous pouvons |'écriresous laforme:
X=s-m-BE, avec%s m<1

ol s est lesigng m est la mantisse considérée sans limitation debits, B est [abase e e est |'exposant qui
est unevaleur entiére Dans un ordinateur, x sera représenté commeun flottant normalisé sous laforme

fl(x)=s-M -BF , avecfi(x) eM (R)

ol M est lamantisselimitéeap digits, E est I'exposant limitéaq digits. Ainsi pour le codage en nombre
flottants, on utiliseN = p+ g+ 1 digits.
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Danslasuite on prendraR = 2.
On seproposede calculer I'erreur dela représentaion pour différentes opérations arithmetiques.

(1) Erreur del’affectation ; Montrer que
x-fl(x)=s2"P.q
avec

(a) a €[-0.5,0.5] s représentation par arrondi.

(b) a €[0,1[ si représentation par troncature
(2) Calculer 'erreur d'uneopération d’'addition.
(3) Mémechosepour |’ opération de soustraction.
(4) Mémechose pour |’ opération demultiplication.
(5) Méme chose pour |’ opération dedivision.
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Les développements du chapitre précédent, nous permettent de conclure qu’'un ordinateur
tente de représenter I'infini (les nombres réels R) par des moyens finis (les nombres-machine
M). Cette représenation peut se faire de plusieurs maniéres et au debut de I'informatique c'eatit
effectivement le cas : avec presque chaque ordinateur, on s'ingénuait a faire une présentation par-
ticuliere. Bien s{ir la comparaison des résultats numériques entre différents ordinateurs dévenait

impossible et |a portabilite des programmes faisait appel plus a la chance qu’alaraison. Celle si-
tuation a pris fin en 1985 avec I'apparition du standard |EEE-754 qui équipe aujourd’hui la quasi
totamité des ordinateurs, au point de parler d’une norme |EEE-754 et non pas d’un standard.
Pour établir ce standard il a fallu choisir, entre autre, le type du codage, les opérations a utiliser

et laméthode d’'arrondi.
Ainsi le standard |[EE-754 :

— codeen virgule flottante avec bit caché;

— permet lecalcul des quatre opérations arithmétiques et de |'extraction de laracine carree;
— préconisel’utilisation del’arrondi au plus prés, maisil accepteles quatremodes d’arrondi,

présentésen 77, et

— considére chaque résultat comme exact, ¢’ est-a-dire n’effectue pas la propagation des er-

reurs sur des calculs qui se suivent !,

Nous présentons dans |a suite de maniére détaillée |le standard |EEE-754.

1. cequi nesignifiepasque, lorsd’unesuitedescalculs, il N’y apasde propagation d'erreursdue aux arrondis, mais
simplement que, si on a fait un premier calcul, le calcul suivant considérera le resultat du premier comme exact et il ne
tiendra pas compte, pour le nouveau calcul, del'erreur d’arrondi du premier.

19
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2.1 Formats de IEEE-754

Selon larelation (1.5.6), la représentation d’un nombre flottant est donnée par

x=sx M xpE (2.1.1)

ou s est lesigne, M est la mantisse normalisée stockée sur p bits, B est |la base et E est I'exposant
qui est un nombre entier non négatif stocké sur qbits. La prise en compte de cette représentation
par un ordinateur numérique, impose que:
— la mantisse normalisée ait une précision de p- 1 bits?, et
— lavaleur de E setrouvedansun intervalle [Eqyin, Emax] déterminé par le nombre de bits
gdel'exposant.
Concretement un réel x peut se mettre sous laforme

x=(-1)°%x r+txp PV xBE ou1sr<petOst<1
En numérotation binaire (c'est-a-dire f = 2) leréel x s'écrit

(= 1)° by.orky ...y 1 % BF

avec
—-s=0oui,;
-bp=1;
—bh=00uti=1,..p-1
- B= 2 labaseet

— E I'exposant, avecE € [Enin, Emax]-
Comme le standard |EEE-754 utilise le codage avec bit cachg, le réel x s'écrit selon ce stan-
dard

(= 1)5x byby...ky- 1 x BE

Pour calculer I'intervalle de variation [Enin, Emax] de la valeur de I'exposant on utilise le
biais qui est défini par larelation :

biais=B=01...1 =29 V-1 (2.1.2)
(g— 1)fois

Donclecalcul en binaire de|'exposant sefait en rajoutant lebiaisalavaleur delaconversion
en binaire de E, i.e. contenu del’exposant = biais + (E),, ou (E), signifie |a valeur E en base de

numeérotation 2.
Latable 2.1 de la page suivante présente les différents formats du standard |EEE-754

L'application des formats est différente selon le langage de programmation. Nous donnons
danslatable 1.2 les déclarations a faire selon le format choisi :

2. En effet selon le standard |EEE-754 p est le nombre de bits pour la mantisse et |e signe. Etant donné que le signe
occupe un bit danstous les formats, il reste pour lamantisse p- 1 bits.
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Parameétre Smple Simple Double Double Quadruple Etendue
précision précision précision précision (Extension (Introduite
étendue étendue (du standard) = (par Intel)
Nombre de bits
delamantisse
pluslesigne (p) 24 > 32 53 = 64 113 64
Nombre de chiffres
décimaux exacts
(p/ log, 10) 722 > 963 15.95 > 19.26 34.01 19.26
Type du codage Bit cache Non spécifié Bit caché Non spéecifié Bit caché Bit explicite
Nombre de bits ' ' '
pour lamantisse
(p—1) 23 = 3 52 z 63 112 64
Emax L 127 > +1023 +1023 > +16383 | +16383 | +16383
Emin -126 < -1022 -1022 < -16382 -16382 -16382
Biaisde
I'exposant +127 Non specifie +1023 Non spécifié +16383 +16383
Nombrede
bits pour
I'exposant 8 =11 1 =15 15 15
Nombrede
bits pour
le signe 1 1 1 1 1 1
Nombre de ' ' '
bits pour
le format 32 = 43 64 =279 128 80
Valeur max ' ' '
décimale
(2Emax+ 1) 3.4028E+38 | = 1.7976E+308 | 1.7976E+308 | = 1.1897E+4932 1.1897E+4932 @ 1.1897E+4932
Valeur min
deécimale
(2E min) 1.1754E-38 | < 2.2250E-308 | 2.2250E-308 | < 3.3621E-4932 & 3.3621E-4932 | 3.3621E-4932
Valeur min
décimale
dénormalisée
(2ZEmin—p+ 1) | 1.4012E-45 | < 1.0361E-317 | 4.9406E-324 | < 3.6451E-4951 @ 6.4751E-4966 | 1.8225E-4951
TABLE 2.3 —Les formats du standard |[EEE-754

| Langage || Smpleprécision | Doubleprécision | Doubleétendue | Quadrupleprécision | Etendue |
SCILAb Par défaut En interne 80 bits '
FORTRAN REAL*4 REAL*S REAL*16 BEAT*10
C.C++ fleat double | long double long double

TABLE 2.4 = Déclarations des formats selon le langage de programmation
2.1.1 Format simple précision

Les caractéristiques de ce format sont les suivantes :

Les exposants 00000000 et 11111111 sont a usage reservé et ne sont pas utilisés pour la

conversion. Par conséquent nous avons Ejp = —biais+ 1 et E5¢ = biais.

Un mot de 32 bits pour lequel tous ses bits sont a 0, représente la valeur décimale 0,0 . || est

evident que, en fonction dela valeur du signe s, on a un zéro positif et un zéro négatif.
Pour 'infini nous avons les représentations suivantes :
— 0 11111111 0000000 00OOO00000000000 =+ = = JFE8000004p
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— 111111111 0000000 0000000000000000 = =9 = FFE0000044.

Tous les nombres avec repreésentation
5 11111111 FEFffEffFfEffrrerffeees
s'appellent NaN —Not aNumber —s'il y aau moinsun £ qui est différent de zéro. Ce sont toujours
des résultats indéfinis produits par une erreur de calcul, e.g. du type 0/ 0 ou log(0). En particulier
nous avons lesdeux NaN suivants:

— Not-a-Number-Signaling (NaN S) dont la représentation est :

0 11771717137 01111317 113777111777111311 = NaNS = JFBFFEEF 4g.

— Nat-a-Number-Quig (NaNQ) dont lareprésentation est :

0 11111111 1000000 0000000000000000 = NaNQ = TFCO0000 4s.

NaN S engendre un arrét anormal (trap) de I'exeécution du programme tandis que NaNQ
permet la poursuite de I'exécution du programme. Tout calcul numérique avec NaN comme
entrée produit NaN comme sortie, c'est-a-dire nous avons, par exemple, 0 x NaN = NaN.

Nous avons donc pour un nombre décimal v, 1a représentation flottante suivante en simple
précision :

s wopooxx TEFffffrfffffffffffffff =sEF
ou sreprésent le bit du signe, Ereprésent I'exposant biaisé et Fla fraction décimale. Cette valeur
est déterminée comme suit :

- S E=255 et F=0, alors V= NaN.

—SE=255 et F= 0 et s=0, alors V==,

—SE=25 et F=0ets=1, alors v=-=,

-SE=0¢et F=0ets=0, alors v=0.

—SE=0etF=0ets=1, alors v=-0.

-S0< E< 255, alors V= (-1)3x 2X~127 x (1.F)

- SEOetF =0,alors v= (-1)Sx 2718 x (1.F)

Le dernier cas représente ce que nous appelons des nombres sous-normaisés auxquels nous

L}

I
Il

n'avons pas accés mais qui sont utilisés de fagon interne pour les calculs.
Latable 1.3 présente un sommaire du codage en simple précision.

2.2 Exercices

EXERCICE 2.1 Caculer pour lestandard |EEE-754 en simpleprécision
(1) lebiais;
(2) lesvaeursEmin & Emax ;
(3) lavaeur delaplus grande mantisse;
(4) leplus grand nombre que nous pouvons représenter ;
(5) leplus petit nombre positif que nous pouvons représenter ;

(6) laprecision des valeurs numeérigues représentées par cestandard.

EXERCICE 2.2 Caculer lareprésentation au standard |EEE-754 simple précision des flottants 5. /5 &

0.1. Evaluer I'erreur dereprésentation.
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Nom Signe (s)  Exposant (E) | Mantisse(m) | Intervalle Intervalle Intervalle
1[31] 8[30-23] 23[22-0] en héxa décimal
1 1.1 1..11 FFFFFFFF
-Nan Quiet : :
10...01 FFCO00001
Indétermine 1 1.1 10...00 FFC00000
1 11,11 01..11 FFBFFFFF
-Nan Signalé : :
00...01 FF800001
-Infinity
(Overflow 1 11..11 00...00 FFB00000 | < —(2- 27 2%)x 2127 | < - 3.4028235677973365E + 38
négatif)
Normalisé 11..10 1.1 FF7FFFFF | —-(2- 27 2%)x 21%f -3.4028234663852886E+38
négatif 1 : : :
-1.mx 2(E-127) 00...01 00... 80800000 -2 126 -1.1754943508222875E-38
Dénormalisé négatif 1..11 807FFFFF | —(1- 2" ¥)x 27126 -1.1754942106924411E-38
-0mx 2 1% 1 00...00 : :
00...01 80000001 | —(1+ 2 52yx 27150 -7.0064923216240862E-46
=-2"192 = -1.4012984643248170E-45
2~ 190 -7.0064923216240861E-46
Underflow négatif 1 00...00 00...00 80000000 :
<-0 <-0
-0 1 00...00 00...00 80000000 -0 -0
0 0 00...00 00...00 00000000 0 0
>0 >0
Underflow positif 0 00...00 00...00 00000000 : :
2 150 7.0064923216240861E-46
Dénormalisé 00...01 00000001 | (1+2 92)x 27190 7.0064923216240862E-46
positif : : =2 192 = 1.4012984643248170E-45
Omx 27126 0 00...01 1...11 O07FFFFF | (1-2 2x 27126 1.1754942106924411E-38
Normalisé 0 00...01 00... 00800000 2-126 1.1754943508222875E-38
positif : :
1.mx 287127 11...10 11..11 7F7FFFFF : 3.4028234663852886E+38
+Infini 0 11...11 00...00 7F800000 | > (2— 27 %) x 214/ 2 3.4028235677973365E + 38
(Overflow positif)
0 1.1 00...01 7F800001
+NaN signalé : :
01..11 7FBFFFFF
0 1.1 10..00 7FC00000
+NaN quiet : :
1..11 7FFFFFFF

TABLE 2.5—-Smpleprécision

EXERCICE 2.3 Répéter pour ladouble précision les calculs del’exc. 2.1.

EXERCICE 2.4 Répéter pour ladouble prédision les calculs del'exc. 2.2.

EXERCICE 2.5 Considérons un systéme de représentation binaire pour des nombres réds non négatifs

avectrois bits pour I'exposant & trois bits pour la mantisse
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(1) Présenter les différents exposants.

(2) évauer lesvaleursbinaires e leur équivalent en décimal detoutes |es mantisses indépendamment de
I'exposant e du bit caché

(3) Calculer leplus petit e leplus grand nombre que nous pouvons stocker.

(4) évaluer |aprédision dela machine

(5) Caculer I'intervaledeladroitedesréds qui peut &rereprésentépar cesystémeet faireun diagramme
deladistribution des nombres normalises flottants de cet intervalle Commentaires.

(6) Répétez la méme chose pour les nombres sous-normalisés. Commentaires.

(7) Qud est le nombre de valeurs flottantes différentes que nous pouvons représenter par ce systéme?
Générdise.

(8) Comparer, en utilisant cet exemple le systéme de représentation en virgule flottante avec cdui en
virgulefixeet éablir les avantages et les inconvénients de chaque systéme

2.3 Exercices de laboratoire

Pour résoudre les exercices suivants, il faut utiliser la version 4.4 de Scilab qu'il faut télé-
charger du sitede ScicosLab : http://www.scicoslab.org.

EXERCICE 2.6 Ecrireun programmeen Scilabqui permet decalculer laprécision eps devotreordinateur.

EXERCICE 2.7 Ecrireun programmeen Sdlab qui permet d évaluer
(1) lenombredeplaces p dela mantisseet

(2) labasedenumeérctation

devotreordinateur.

EXERCICE 2.8 (D'APRES WALTER GANDER) Void deux programmes qui calculent leplus petit nombre
positif normalisé

clear();
format ("e”,22) ;

M=
t=x
while %eps * t/2 >0
t=2%eps *t /2;
if (t >0) then
x =t;
end;
end;
X
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clear();
format ("e",22);
t=1
while Seps * £t > 0
ta=1t;
t =t/2;
end;
t=1ta

Lepremier fournit lerésultat x = 8.094771541462983-320 qui est faux, tandis quele second
donnelabonneréponset = 2.225073858507201-308 qui est laréponsecorrecte
Expliquer les raisons de ces résultats.
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Dansleschapitres précédents nous avons examinéles différentes représentationsdes nombres
réels par un ordinateur et nous avons en particulier étudier le standard IEEE-754. Du fait que les
nombres-machine M (R) constituent sous-ensemble fini de R, un nombre réel x € R quelconque
ne correspond pas en général avecsarepresentation f 1(x) e M (R). Il s'ensuit un erreur derepré-
sentation Ax = fl(x)= x, delapart del'ordinateur, concernant la valeur de x.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les repercussions de ces erreurs de représentation aux
résultats finals des calculs lors de I'exécution du code d’un algorithme par un ordinateur.

Sources des erreurs

Pour réaliser un projet technique, nous avons, d'abord, besoin de préciser le systeme phy-
sique qui est I'objet du projet. ! Ensuite pour pouvoir commander ce systéme ou anticiper son
comportement, nous devons procéder a une modélisation mathématique. Soit donc £ une me-
surelueal’aided’un capteur (suppose fournir des valeurs exactes) et caracteristiqued’une gran-
deur du systéme. Notons par S la valeur correspondante de Z obtenue par le modéle mathéma-
tique al’aided’uneformule analytique. Il est improbable que les deux valeurs soient identiques.
Car le modéle mathématique est, en régle générale, une idéalisation de la realité physique. Ici il
faut comprendre le mot “idéalisation” comme étant une simplification. Par exemple on néglige,

1. Parfois un projet contient plusieurs systémes physiques.

27
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dans certains cas, la résistance de I’air. Nous avons donc une premiére source d’erreurs qui sont
des erreurs dela modédisation mathématique.

La valeur S est obtenue aprés un calcul d’une formule analytique, par conséquent elle est
une solution exacte. Néanmoins, il est rare que cette formule analytique soit utilisée telle quelle
pour obtenir les valeurs S car il est trés difficile a calculer. On établit donc d’autres formules,
plus faciles a calculer, et qui sont des approximations de la formule initiale. Par exemple, un
systéme avec un comportement dynamique non linéaire sur une plage de fonctionnement don-
née, on peut le résoudre en linéarisant son comportement et en faisant des calculs successifs
sur des plages de fonctionnement de largeur réduite. On obtient ainsi une solution S; qui est
une approximation de la solution mathématique exacte S. Nous avons donc un deuxiéme source
d’erreurs qui sont des erreurs d'approximation.

S nous voulons utiliser un ordinateur pour calculer S;, il faut décrire de fagon systématique
la démarche du calcul de S; al'aide d'un algorithme et en tenant compte du fonctionnement
discret de |'ordinateur. Ce qui signifie d'une part que les formules contenant des valeurs conti-
nues doivent se transformer en formules discrétes et, d’autre part, la convergence d'une quantite
vers une autre doit se comprendre comme étant une différence inférieure a une seuil petit certes,
mains non infinitésimal. La solution fournie par I'algorithme est S,q4, différente de S;. Nous
sommes ainsi en présence d'une troisiéme source d’erreurs qui sont des erreurs dediscretisation.

Pour que I'algorithme que nous avons élaborer, puisse étre introduit dans un ordinateur a
des fins de calcul, il faut le coder, c'est-a-dire le traduire dans un langage de programmation.
L'exécution du code par I'ordinateur donnera un résultat f 1(S54) qui sera entachée des erreurs
de calcul numérique. Nous avons donc une quatrieme source d’erreurs, qui sont les ereurs du
calcul numérique Ces erreurs dépendent bien siir de I'ordinateur, mais dépendent aussi, et pour
beaucoup, du codage réalisé, a savoir que, selon |le codage, I'erreur numérique peut étre plus ou
moins importante.

Lafigure suivanteresume le passage d’'un systéme physique a sa simulation par ordinateur.

Erreurs

Probléme
I

A\ 4

Modele
s

A J

Algorithme
Sa

Code

A 4

Calcul

fi(5.)

FIGURE 3.1 —Du systéme physique au résultat de la simulation

Résultat
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En analyse numerique on se préoccupe essentiellement des erreurs du calcul numerique et
aussi des erreurs de discrétisation.

Danslasuite nousallons présenter les erreurs numériques lors d'une opération arithmétique
isolée. Ensuite on abordera la propagation des erreurs numériques quand on réalise plusieurs
calculs successivement.

EN SUBSTANCE

Sources d'erreurs

* Modélisation mathématique du systéme physique
* Approximation des fonctions analytiques du modeéle mathématique.

« Discrétisation des fonctions obtenues par approximation des fonctions ana-
lytiques, afin qu'elles soient traitées par ordinateur.

* Calcul numeérique par ordinateur.

L'analyse numérique étudie la derniére source d'erreurs et aussi I'avant-
derniere.

3.2 Erreurs lors des opérations arithmétiques

Nous allons examiner la qualité du résultat d’une opération arithmétique c'est-a-dire soit
d’une addition, soit d’'une soustraction, soit d’'une multiplication, soit d’une division ou encore
d’une extraction delaracine carrée.

FAIT 3.1 Lerésultat d'uneopération arithmétique ® entredeux vaeursrédlesaet b, est
entachéd uneerreur qui est dued'une part aux erreurs dereprésentation des nombres a &t
be, d'autrepart, al’ereur dereprésentation du resultat, cest-a-dire:

résultat del opération a@b= f 1 (fl(a) &f (b)) (3.2.1)

On peut décomposer cette erreur en deux parties :

— Une erreur d’entrée, due a 'erreur de représentation du résultat de I'opération, notée
n' (a@b).
— Uneerreur due au calcul et qui seranotéen® (a®b).

L'erreur du calcul est inhérente alamachine et al’opération et nous ne pouvons pas modifier
sa valeur. Par contre I'erreur d’'entrée dépend de 'ordre des calculs et, par conséquent, pour
chaque sériedecalculsil y aun ordonnancement de ces calculs qui conduit aune erreur d’entrée
minimale.

Lesthéorémes suivants précisent les erreursd’entrée pour les opérations arithmeétiques usuelles.
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THEOREME 3.2.1 (del’erreur pour les sommes ) .- Soit |a somme
S=Xq1+ X+ -+ (3.2.2)
L'erreur absoluedel’entrée pour cette somme est
A'S=Alxq1+A %o+ - (3.2.3)
e I'erreur deprédision del’entréeest
n' (S)= %n' (x1) + %rf (x2) + -~ (3.2.4)

DEMONSTRATION. D'apres(3.2.2) nous avons
m(S)=S+A'S+ACS=m(x1)+ m(xa)+ - +ACS= x4+A'x; + xa+A'xy +:-+ACS

d’ol on obtient (3.2.3). D’aprés (1.5.3) nous avons
Ax=x-n(x)
et (3.2.3) donne:

S0 (S)=x1n' (x1)+ x2n' (x2)+ -+

d’'oll on obtient (3.2.4). 1

En Analyse Numerique on s'intéresseal’erreur maximale, i.e. alasituation qui arrivequand
toutes les erreurs se rajoutent. On essaie donc de borner I'erreur d’entrée afin d’obtenir I'erreur
maximale. Nous avons dans e cas de la somme::

I (S) 11 I’ () 1+ PN () [+ -5 - (lxa |+ x|+ ) -eps

d'ou finalement

[ Xi |
In' (S)I= II X< oP (3.2.5)

Cette borne montre que si |  x; | est petit par rapport a | x; | -eps, I'erreur de précision de
i i

I'entrée peut devenir importante.

THEOREME 3.2.2 (del'erreur pour le produit ).- Soit le produit
P=xq:x2-... avecxj=0W¥ (3.2.6)
L'erreur absoluedel’entrée est
I [
Alxs Axa, .
X1 X2

AlP=P- (3.2.7)

et 'erreur deprécision del'entréeest

n'(P)=n' (x1)+n' (xz)+ - (328)
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DEMONSTRATION. D'apres (3.2.2) nous avons

m(P)=P+A'P+ACP

m(x1) m(xz)-...+ ACP

X-1+ALX1 : X2+A|X2 ..+ ACP

X4 'Xz'){g',..'i‘5]X1(X2'X3'...)+AIK2(X1 Ky, )+ e
+A 1A X2 (X3, )+ AV xoA ' X3 (xq .. )+

+A'x1-A'x2-A'x3-...+ ACP

Si on néglige les termes qui ont comme facteurs lesproduits A' x1A ' xo2,...; A" x1A x2A x3,...;

A'x1-A'x2-A'x3-..., on obtient

AP A]X1(X2'X3'...}+&IX2(X1'X3'...)+"'

Alxy Y Y- a'x; Y Xy -
?()H X2 X3 )+ X3 (X1 X2 X3 }+

d’otion a (3.2.7). De cette derniéreon a

A'P _ a'x1+a‘x2

+ .
P X1 X2

qui donne (3.2.8). 1§

De ce théoreme nous avons
n' (P)< N -eps

ol N est lenombre de facteurs dans e produit P.

THEOREME 3.2.3 (del’erreur pour ladivision ).- Soit
a
Q= B’ b= 0
L'erreur absoluede|’entrée est
o= ol
AlQ= M a-aA'b (3.2.9)
o2

et I'erreur deprécision al'entrée est

n' (@) =n'@-n' (b (3210

DEMONSTRATION. Nousavons

a+Ala

—— C =
p+aATp TATQ

m(Q)=Q+A'Q+ACQ=
Q+A'Q b+A'b =a+Ala=
m'Q=A'a-QA'b=A'a- EA'b=>

_bala-aalb_ A'Q_mla-aalb

!
A'Q = = :
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d’ou on obtient (3.2.9) et (3.2.10). 1
Nous avons de ce théoréme que la borne maximale pour I'erreur relative de ladivision est
In' (Q)|< 2-eps

Le tableau ci-apres fournit les erreurs relatives d'entrée pour les opérations élémentaires
entre deux nombres.

Opération Erreur d’entrée

iti . s & b
additiona+ b n (ax b o bn (a)x — br] (b)
multiplicationax b n' (axb)=n' (a)+ n' (b)
division a/b n' (a/b)=n' (a)-n' (b)

racine carréevlé n' (a)=0.5-n' (a)

TABLE 3.6 — Erreurs des opérations arithmétiques

3.2.1 Exercice

EXERCICE 3.1 Soient trois nombres réds positifs a,b,c aveca> b> c¢. On caculeleur somme de deux
facons :

(1) S=(ath+c
(2) S=a+ (b+c)

Qud résultat est lemeilleur ?

3.3 Les algorithmes et les erreurs

Nous allons maintenant étudier I'influence des erreurs du calcul numeérique sur le résultat
final d’'une suite d’opérations numeériques, effectuées selon un algorithme. Pour ce faire, nous
examinerons la propagation des erreurs d'une opération numeérique alasuivante. L' étude se fera
al'aidededeux notions : le nombre-condition et |a stabilité.
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3.3.1 Nombre-condition

Le nombre-condition d’'une fonction f décrit la sensibilité de la valeur de la fonction f (x) aux
variations de la valeur de I'argument x. Elle est calculée par la variation relative maximale dela
valeur de f (x) pour une variation relative correspondante de la valeur de x. De fagon formelle
on peut poser

f(x)-f(x)
f(x)
condition ou nombre condition kK (x) = max
Vix) X=X
X

ol V(x) est un voisinagede x . S |x - x | est petit, alorson a

—h

(x)

K(x) %)

"X

S Kk (x) est grand, on dit quela fonction f (x) est mal conditionnée. Ce résultat peut s'appliquer
quand x = fl(x) et, si f (x) est mal conditionnég I'erreur de calcul numerique de la valeur de f
peut étre grande.

Remarquons que le nombre-condition est indépendant de la méthode que nous utilisons
pour calculer la valeur de la fonction f au point x. Il s'agit donc d’une mesure de la « qualité
numeérique » de lafonction f .

3.3.2 Stabilite

La stabilité d'un algorithme exprime le fait que pour des petites variations des valeurs des
entrées del'algorithme, les valeurs de sortie de cet algorithme présentent aussi des petites varia-
tions.

Evaluer |a stabilité d’un algorithme n’est pas chose facile. |l faut décomposer |'algorithme
¢ pour le calcul de la fonction f, en transformations élémentaires lp“‘);k =,1,...,r, cest-a-dire
@=¢'" s @ Vo ..o 1) Unetransformation élémentaire est une transformation qui se limite a

une seule opération arithmétique. Par exemple si nous avons acalculer lafonction f (x) = ax + b,
nous avons deux transformations élémentaires

(1) oM ity —axx
2) o ity —ty+b

desortequef = ¢'? - ¢!M.

Ensuite il faut évaluer le nombre-condition pour chaque ¢*);k =,1,...,r. Sil n’y a pas de
transformation qui est mal conditionnée, alors |'algorithme est stable.

Remarquonsici que |a stabilité d’un algorithme dépend de I'algorithme pour le calcul def
c est-a-dire de la méthode utilisée pour son calcul. Elle mesure doncla « qualité numérique » de
I’algorithme. Il va de soi que pour la méme fonction a calculer, on préférera un algorithme qui
est stable.
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EN SUBSTANCE
* La « qualité numérique » d'une fonction f est évaluée a I'aide du nombre-
condition
f(x)-f(x)
) f(x)
K(x)= :
(x) = o0

Si le nombre-condition est petit, la fonction est bien conditionnée. Dans le
cas contraire elle est mal conditionnée.

* La « qualité numérique » d'un algorithme est évaluée par sa stabilité, c'est-a-
dire par le fait que les fonctions utilisées par I'algorithme sont bien condi-
tionnées.

3.3.3 Exercices

EXERCICE 3.2 Cacule lenombre-condition des fonctions

(1) f(x)= \fi'

(2 f(x)= 7

EXERCICE 3.3 Sait lafonction

v A
f(x)= x+1- Xx;xeR

(1) Décomposer en transformations démentaires lecalcul def .

(2) Calculer pour chaquetransformation, son nombre condition.

(3) Etablir lacondition qui rend I'dgarithmeinstable

(4) En utilisant lerésultat précedent, éablir un autreagorithme qui est toujours stable

3.4 Formalisation de la notion de I'algorithme

Pour appliquer les notions que nous avons vu a lasection précédente, aun algorithme, nous
devons, d’abord, éétudier ce que c'est qu’'un algorithme du point de vue deI'analyse numérique
et ensuite examiner la propagation des erreurs.

Un algorithme, du point de vue del'analyse numérique, est une transformation ¢ : D — R™
avecD ¢ R" , qui fait passer d'un ensemble des valeursinitiales (données) xT = [X1,...,xp]aun
ensemble des valeurs finales (résultats) y' = [y1,...,ym] . La transformation ¢ est décomposée
en une suite des transformations élémentaires ¢= ¢!") « -2 @7  avec @'®) : D\~ 1 — Rk et
Di_1 € R%-1, telleque @) xk=1 =xk) k=1 r.

S on remplace x par fl(x)?, alors |'application de I'algorithme fournit le résultat fl (y) =
fl ((fl (x))). Nous avonsdonc pour lerésultat deI'algorithme une erreur absolueAy = fl(y) -y

2. fl(x)=[fl(xq),...,Fl(xn)] estlevecteur compose par les nombres-machine du vecteur x = [X4,...,Xn]
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qui s'exprimeal’aidedelarelation :

Ayi=myi)=yi = & (7)) - & (x)

n
(F105)=% )20 = T 2000 pyi = q,.,m (34.1)
= =1
ou, sous forme matricielle :
0P ... 9P
Ay1 dX1 dXn A X1
Ay = 5 E g : : = J[p(x)]Ax (3.4.2)
éyl'r" ah e a(pm AXn
dX1 d%n
: , . . 09 (X) . o BT
ol J [p(x)] est lejacobien de ¢. Laquantité ox represente la sensibilité aveclaquelle y; réagit
i

aux perturbations Ax; dex;.
L'erreur relative est donnée par :

n n

Xj o .
n(yi)— q:-(lx)@xl n(xj)= KGN 5 ¥i=0x =0i=1...m (3.4.3)
= ¥ ] j=i
La valeur k(x; )= X( )jtp. indique |a maniére avec laquelle une erreur relative en x; affecte
I

I'erreur relative en y;. Ces valeurs ont I'avantage de ne pas dépendre de la grandeur des valeurs
Xj etyi. On aappelé ces valeurs nombres-condition.

EN SUBSTANCE

« Lerreur du résultat y = [y1,...,Ym] d'un algorithme avec comme entrées
X = [X1,...,Xn] est

9P 9P
Ay Ax1 axn  AXq
Ay e e ;o =J[e(x)]-Ax
Aym 9Pm  9Pm  AXp
X1 dXn

ou J [@(x)] est le jacobien de .
* L'erreur relative du résultat est

n(y1) K(<P1,><1) K(%Xn) n(x1)

n(y) = : = K(p,x) n(x)
N(Ym) K(cpm X1) K(cpm Xn)  N(Xn)

ou K (@, X; ) le nombre-condition rélatif a la fonction ¢ relatif au point X; .
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3.5 Propagation des Erreurs

Nous allons maintenant etudier la propagation des erreursde calcul lors del’exécution d’un
algorithme.

FAIT 3.2 Ledéroulement d'un agorithme sefait selon le schéma suivant :
x=xO 5 x(O =x(M .. ) x(r=1 =x(N=y (35.1)
Si on saréealak-iémedape (1= k = r) nous avons efectuéla partie
x=x0 L) x@ =xM_, ...,k xk=1) =yk (35.2)
é il nous reste a effectuer la partie:
x (k) —‘(P“” 1 x(k) = (k1) ..._,(P(r) =1 =)=y (3.5.3)

Notons par y'*) I'application qui reste afaire aprésk étapes, i.e.
Wk = @D oglr= Do o gk* D D LR™ k= 1,2,...r- 1 (35.4)

Notons par Jo) - Jy") e jacobien de la composition ¢*) = y{'). Nous savons que nous

avons:
J(feg)=Jf(g(x))-Jg(x) (3.5.5)
ainsi que
Jo(x) = Jq,(f) x(r=1) .J(P{r"']} x(r-2) ... JCP(‘]) x(r=1)
k=01,..., r (3.5.6)
Jy x = gelf) x(r=1) gglr=1 x(r-2) ..... J glk* ) x(K)

Pour étudier la propagation des erreurs lors du déroulement d’un algorithme, examinons ce qui

se passe quand on réalise une application élémentaire ¢'*). Nous avons, & |a place de la valeur

k+ 1) k+1) k)

x(k* 1) = ¢f x(K) lavaleur

il xkE D = q gkt D g xK) (35.7)
L'erreur absolue A xkK* 1) = f| x(k*1) — x(k*1) devient donc:

Axkr =g xke) oyl o g ke gy k1) y (k) (3.5.8)
qui peut aussi s'écrire sous la forme suivante :

Ax D= q gkt D gy _ gkt ) g oK)y gkt D g gk kD) (k)

(3.5.9)
De (3.4.2) nous avons :

gkr D g x(K) = gtkr N (k) gk (k) A x(K) (3.5.10)
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La machine ne peut pas forcement coder la valeur ¢'** " fl x(®) et nous aurons donc un

nombre-machinefl ¢**" fi x(k)  quireprésentera cette valeur. Comme

oIT D X = T X0 g X)) x() (35.11)
nous avons pour lareprésentation machine lesrelations :

flR D g1 x® = ® N g x) qen 1 x® =10k (35.12)

oun; x&) est'erreur relative d'arrondi, engendrée durant le calcul de la i-iéme composante
de I'application élémentaire ¢'** ") et telleque | n; x(¥) | eps. Sous forme matricielle (3.5.12)
s'écrit :
fll D fl x(K) = (1 Hyq) @ x® (3.5.13)
avec
Hier=diag ny fl x®  np A x(0 o, Al x®) (3.5.14)

Par conséquent le premier terme de la partie droite de (3.5.9) s'écrit :

gl i x®)  —gkr N f x = H, @D o x(0 (3.5.15)

D’autre part

Hie -9 D A x( Hir 1% D x© = Hyyqox (k0 (3.5.16)

car leserreursdues aux différencesentrefl x(¥) et x(K) sont multipliées par les erreursrelatives

qui sont les éléments de la matrice Hy+ ¢ et deviennent ainsi négligeables. Par conséquent nous
avons:

fl okt i x® -kt x g x (KD (35.17)

relation qui permet de calculer Hy. 1. La quantité Hy. ¢ -x** 1) est I'erreur absolue entre le ré-
sultat dela (k + 1)-iéme application élémentaire et sa représentation machine. Les éléments dia-
gonaux de H. 1 représentent les erreurs relatives correspondantes. En utilisant (3.5.9), (3.5.10)
et (3.5.17) nous avons :

Ax®D gkt D) k) A+ Hy, ox D  Ax(O) = Ax (3.5.18)
Pour I'erreur absolue du résultat de I'algorithme on utilise (3.5.6) et on obtient :
Ay JO(x)-Ax+ Jw(1)(x(1}).|_|1 x4 ---+JL|J(r_1) x(=10 H x4 H.y (3.5.19)

De (3.5.19) on constate que ce sont les jacobiens Jy'®) de I'application restante y*) qui sont
importants pour I'évaluation des effets des erreurs d’arrondi intermédiaires Hy sur le résultat
final, car, pour deux algorithmes différents, J ¢ (x) reste inchangé. Ainsi I'effet total de I'arrondi
pour un algorithme donné A est fourni par

E,(A,X)=JL}J(”(X“))'H1-X“)+ ..,+Jw(f—1) x(r-1 .Hr_1,x(f‘1}+ Hey (3.5.20)
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3. PROPAGATION DES ERREURS

FAIT 3.3 Un agorithme A est plus credible qu'un autre agorithme A s

E;(A,x)=E; (A ,x) pour lemémeensemblededonnées x .

Drautre part on peut admettreque | H, -y |[S]|y | -eps &t, si I'erreur d’entrée des données est

A' (x), nous avons A! (x) | x | -eps. Par conséquent pour chaque algorithme nous avons une

erreur d’entrée

Aly=[1Jo(x)[Ix |+ |y ]-eps

(35.21)

Appelons la quantité A'y erreur inhérentedu résultat y . Cette erreur est inévitable quand nous
utilisons un ordinateur. En tenant compte de I'erreur inhérente du résultat, nous pouvons spé-

cialiser la notion de |a stabilité d’un algorithme comme suit : Un algorithme est numériquement

stablesi les erreurs intermédiaires d’arrondi Hy -x(¥) sont de méme ordre de grandeur que I'er-

reur inhérente, nous disons que |'algorithme ¢.

sont numeriquement stables.

FAIT 3.4 L objectif principa del’Anayse Numérique est d'daborer des agorithmes qui

Exercice

EXERCICE 3.4 Considéronslecacul

selon deux agorithmes :
- Algorithme1:y «— a? -
— Algorithme2:y « (a+ b)-(a-b)
En utilisant les formules dela propagation des erreurs
(1) Calculer I'erreur Ay pour chacun de deux agorithmes.
(2) Trouver s'il y aun algorithmequi est plus crédiblequel’ autre

(3) Etudier la stabilité numériquedes agorithmes.
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L'étude des erreurs de calcul d'un algorithme est difficile @ mener, car les résultats de ces
calculs sont dans M (R) qui est une structure “pauvre”. Par exemple les propriétés de I'associa-
tivité, de commutativité ou dela distributivité sont absentes. L'idée est de pouvoir plonger dans
R les calculs qui se font dans M (R).

Supposons qu’en exécutant I'algorithme y = f (x) nous obtenons le résultat f | (y), que I'on
notera dans cette section par y qui est une approximation de la valeur dey. La question qui se
pose concerne la qualité de y. D'aprés Wilkinson, nous pouvons poser cette question de deux
facons :

— Mesurer la différence entre y et y. Il s'agit en réalité de I'erreur que nous commettons

quand nous calculons la solution numérique (c'est-a-dire a I'aide d’un ordinateur) du
probléme. Nous partons de x, nous appliquons f , qui a cause de la précsion finie de

I'ordinateur devient f et nous obtenons comme résultat y au lieu dey. |l est donc legitime

d'appeler cette erreur, erreur directe L'erreur relative de précision n(y) = V—;Y-,donnée par
(1.4.3), peut étre considérée comme une erreur de |a précision relative directe.

— Nous pouvons aussi s'interroger sur les données en entrée x = x + Ax qui ont permis a
I’algorithme de nous fournir comme résultat y, c’'est a dire on cherche a évaluer x tel que
y = f (x). Cette approche revient a considérer que la solution obtenue y est la solution
exacte calculée sur une entrée perturbée x, al’aide d'un algorithme perturbé f . C'est une
sortede problemeinverse qui n’a pas forcement une solution unique. Nous sommesici en
présenced’uneerreur dont la cause setrouve au commencement du calcul maisdont nous
nous rendons compte aprésle calcul et par un retour en arriére. En effet nous pensons que
nous commengons nos calculs avec x et nous appliquons f, mais nous obtenons comme
résultat y au lieu dey et nous nous demandons, par retour en arriére, quelle était la valeur
dedeépart x = x+ A x quenousavons utilisé, alaplacede x, et qui nous a permisd’avoir ce

39
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|a x|

résultat y. Cette erreur A x| (ou, encore, 5T

) sur les données en entrée est appelée erreur

inverse
Cette deuxieme fagon de voir |les choses est plus avantageuse que lapremiére car elle permet

de considérer que les erreurs d’arrondi ne sont pas des conséquences quasi-fortuites du méca-
nisme de stockage en mémoire des informations numériques par les ordinateurs, mais plutot
des consequences des perturbations subies par les données. Ainsi le probleme de borner supé-
rieurement I'erreur relative de précision devient un probléme de |a théorie de perturbations qui
dispose d'un arsenal des techniques et des méthodes trés développé.

Nous allons développer plus en détail ces résultats.

Analyses directe et inverse

Supposons que nous voulons calculer numériquement, a I'aide d'un ordinateur, la valeur
y de la fonction f (x),x € R, avec f représente la transformation des données induite par un
algorithme (c'est-a-dire une méthode de calcul). Nous avons donc le probléme

(P) ry="f(x)

Supposons encore qu'il existe au moins une solution
x=g(y)

En général on considéref et g continues.
Le calcul par ordinateur aboutit au résultat suivant

P :y=f(x); yeM(R)

pour lequel la solution est donnée par
x=g(y); xeM(R)
Nous pouvons aussi envisager que ceresultat y, puisse étre obtenu comme solution exacte (c'est-

a-diredans R) d’'un probléme perturbé P , qui est du mémetypeque (P), asavoir

P iy=f(x+Ax)
tel que
x+Ax=x=g9g(y); x+ AxeR solution exacte

avecx = x+ Ax, y=y+Ayetf (x)=fI(f (x)).
L'anayse directe s'applique a I’exécution de I'algorithme f pour la donnée x. Cette analyse
appliquée a la propagation des erreurs, étudiée au chapitre précédent, fournit une majoration de

ladifférence entre la valeur exact y du résultat et son calcul y. Cette différence est I'erreur directe
qui nous informe sur la valeur de la précision avec laquelle |e probléme a été résolu.

L'analyse directe présente un certain nombre de difficultés.

— Lafonction f est rarement connue avec précision.
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— Le calcul de |a propagation de I'erreur directe lors de I'exécution d’un algorithme est en
géneral complqué et, si les formules de calcul sont complexes, on doit faire des approxi-
mations, en linéarisant, par exemple, desrelations non linéaires.

— Lerésultat y est dans|’ensemble M (R) qui aunestructure pauvre éant donnéqu’il est de-
pourvuedespropriétesfondamentales des opérations arithmétiques comme, par exemple,

lacommutativite.
Pour éviter ces difficultés, nous pouvons analyser I'erreur x - x = Ax du calcul x = g(y) dans

R. C’est le principe de I'anayse inverse due a Wilkinson qui permet ainsi d’étudier 'erreur de
calcul comme un probléme de I'analyse mathématique. La valeur y est considérée comme étant

issue du calcul exact def appliquée aun point perturbéx+ Ax dex. Doncy=f (x+ Ax) et on
cherche I'erreur inverse A x dns un ensemble de perturbations admissible qu’il soit inclus dans

I'espace des valeurs x. Comme doncy est consideré en tant que résultat def sur une donnée
perturbée x + A X, cette approche permet de savoir quel était en réalité, le probléme résolu. De
plus, en connaissant ou en estimant la perturbation A x en entrée, nous pouvons étudier I'erreur
alasortie en utilisant lathorie des perturbations del’analyse.

4.2 Relations entre les erreurs directe et inverse

Nouspouvonsétablir unerelation entreles erreursdirectes et inverse, en utilisant lenombre-

condition.
Faisons I'hypothése que la fonction y = f (x) est deux fois continGment différentiable. Alors
nous avons

f (x+ &Ax)
]

2
5 (Ax), ¢ elo 1]

y(y)-y=f(x+Ax)-f(x)=f (x)Ax+

d’oul nous obtenons

yy) -y _ xf (x)Ax f (x+8AX)

2
y Fx) x T Ax)

Commenousavons déjavu, le premier terme du second membre est le nombre-condition de
f . Nous pouvons donc de cette relation et des définitions des erreurs directe et inverse, obtenir
I'inégalite suivante:

FAIT 4.1

erreur directe = nombre-condition x erreur inverse (4.2.1)

Nousavonsainsi comme conclusion qu’une erreur inverse faible ne garantit pasquel’erreur
directe soit, a son tour, faible. || faudrait en plus, que le nombre-condition soit aussi faible, c'est-
a-dire que le probléme soit bien conditionné.

On dit qu'un algorithme est fiable si

erreur inverse ~ eps (4.2.2)
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