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INTRODUCTION

Dans la deuxieme partie de ce cours nous présentons des méthodes de résolution des sys-
temes linéaires ainsi que des méthodes d’inversion matricielle.
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2A APPENDICE.- BREF RAPPEL DE L'ALGEBRELINEAIRE . . . .

Nous présentons, au chapitre suivant, des méthodes itératives de résolution d'un systéeme
d’équationslinéaireset d’inversion d'une matrice. Avant cesméthodes, nousessaieronsd’évaluer
I'influence sur la solution d’un systéme linéaire d’une perturbation du second ou du premier
membre. Pour établir cette évaluation il est utile de pouvoir évaluer de combien est difféerente
une matrice d’une autre. Par exemple savoir la différence entre A -A~ ", ol A~ ' est issue d’un
calcul numérique, et lamatrice identité |. Nous commencons donc par |a notion de la norme qui
permet de répondre & ce dernier probléeme.

Normes vectorielles et matricielles

L'évaluation de la proximité de deux vecteurs se fait en utilisant leur distance qui, a son
tour, est calculée en utilisant |a notion de la norme d'un vecteur. Pour évaluer donc la proximite
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42 4. ALGEBRE LINEAIRE ET PERTURBATIONS

de deux matrices nous devons utiliser une notion analogue a celle de la norme vectorielle, &
savoir la norme matricielle. Comme celle-ci est fondée sur celle-la, nous ferons dans la suite un
bref rappel des normes vectorielles, avant de présenter les noemes matricielles et leur propriétes,
Nous aborderons ensuite |'étude des perturbations de la solution d'un systeme linéaire.
Remarquons que tous les espaces que nous utiliserons seront de dimension finie.

4.1.1 Normes vectorielles

Placons-nousdansR" avecn fini. Lanormed’un vecteur x e R"est uneapplicationn:r" —
R+ qu’on noteaussi - , ayant les propriétés suivantes:
(1) x 20et x = 0sietseulementsix=0
(2) ax =|a| x ,poura er

(3 x+y = x +y
Une propriété qu’on utilise souvent est la suivante
| % = o S ey
Etant donnés deux vecteurs x,y € R", leur distance est calculée a partir dela norme de leur
différence

d(x,y)= x-y

Ladéfinition la plus générale d'une telle norme est donnée par

n 1p
X p= [xi [P ipz1 (4.3)
i=1
Les normes les plus utilisées sont issues de laformule précédente pour p= 1,2 et = :

n
— Normel: x 4= | x|
i=1 _
o B —
— Nome2ou eudidienne: X ,= X ;= X X

— Norme®= oumax: X . =|n‘1mx | xi |
=1....n
De plus, nous avons deux inégalités trés utiles pour les calculs
— Inégalité de Holder
n n 1p o 1/q
Ixiyils x Jy = [ xi P lyi |9
i=1 i=1 i=1

— Inégalité de Cauchy (qui est I'inégalité de Holder pour p= q= 2)

n n n
[ Xy |< [ %] [i
=1 i=1 =1

et les deux théoremes suivants:
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| THEOREME 4.1.1 Chaguenorme - deR" est un application uniformément continue
der" muni delanormemax dansr.

n

DEMONSTRATION. Dufaitque| x+n — x |2 n etsionnoten=  ne,oun=[m,...,M]
I=1

et [eq,...,en] labase canonique de R", alors nous avons

n n n
n=< |n|le =main| ¢ =M-n. aveM= g
= =1 j=1

Donc pour chaque £ > 0 nous pouvons choisir n tel que n . = max [ni |2 5. e&d. choix
indépendant de x, et avoir I'inegalite

| Xx+n - x |g¢

Par conséquent + est uniformément continue. O

DEFANITION 4.1.1 Deuxnormes - d

n, & ° , der" sont éuivaentessi

JcCeR, tdsquek erR"ic x .= x ;,, £C X

On notel’équivalence entre lesdeux normes - | ~,

ny T neo

Nous avons le théoréme suivant :

ITHEOREME 4,1.2 Touteslesnormes - deR" sont équivaentes.

DEMONSTRATION. Considérons |'espace R" muni delanormemax - ... On va montrer que
toutenorme - , estéquivalentea - .. .

Considérons la sphére unité pour la norme max S= {x er"/ x . = 1}. |l g'agit d'un
ensemble compact dansR". Du fait que x .. est continue d'aprés le théoréme précédent, nous
avons que les quantitésc= ?!g X ,>0etC= max X , > 0 existent. Donc pour tout x éR"

_ = X 4 H -
tel quex=0onax = -??esaparmnsequemcs X ,=C. Nousavonsaussi x =

e
x ,dol

Le choix de la norme est un élément tres important pour un probléme d’optimisation de la

forme
min Ax-y
xsRn P

Nous pouvons montrer que des valeurs de p qui sont proches de 1 donnent des algorithmes plus
stables que des valeurs de p proches de 2.
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4.1.2 Normes matricielles

Une normematricidle est uneapplication - :R™M*" - R, qui alespropriétés suivantes:

(1) A =20& A = OsietseulementsiA = 0.
(2) aA =|a| A W EeR.
3) A+B = A + B
S, de plus, elle vérifie larelation
4 AB = A B
on dit qu’elle est une norme sous-multiplicative

Nous pouvons remarquer que toute norme vectorielle peut induire une norme matricielle a
I'aidedelarelation

Ax
A = sup Ax = sup
X eRn xeRn X

x =1 x=0

Cette norme est appelée norme subordonnée (& la norme vectorielle correspondante) et elle sera
notée par

lub(A)= sup 25
xeRn X
x=0

Pour prouver que lub est une norme, considérons une valeur p telleque 1= ps += | A

n p
chaquevecteur x eR" on fait correspondreun réel, qui est lanormevectorielle x p= [ % [P
i=1
AX |, " o
Donc A p= Sup v alespropriétés d’une norme matricielle, a savoir
xeRD
x=0 B
— A p2 Oet, par convention, A p= Osi et seulement si x = 0.
aAx p Ax p
— oA Fl= Sup - ...=Iq|g_|p_ --=|Q|A
n X n X P
xeR p xeR p
x=0 x=0

(A+B)x < s Ax pBx

De plus, pour les normes subordonnées, nous avons que lub(l) = 1, ot | la matrice identite.

Notons que géométriquement lub(A ) exprime la quantité maximale que la norme du point
image A x peut excéder la norme du point de départ x.

De ce qui précéde nous pourrions conclure — abusivement — que pour toute valeur de p
entre 1 et + = nous pouvons déterminer une norme. En réalitéil n'en est rien et nous pouvons
déterminer des normes subordonnées pour lesvaleursp= 1,p= 2et p= = seulement. On aainsi
les trois normes subordonnées:
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— Norme1-sommedesodonnes: A ;= sup Ax ;= max | aj |
xeR" | By Feeee n E
X =1 =1

— Nome2: A ,= sup Ax ,= p(A A)= A , olparp(A)onnotelerayon spec-
xeR"
x =1

tral de A, c-a-d. la plus grande, en module, valeur propredeA..

— Normeinfinie—sommedeslignes: A . = sup Ax . = max |aj |
xeR" e e | B
L J=A
X Lo=d

Une norme matricielle A est consistante avec une norme vectorielle x si Ax = A
X . Notons quela norme 2 est consistante avec |lanorme euclidienne.
Les normes consistantes et subordonnées sont sous-multiplicatives, i.e.

AB = A B (4.4)
Une norme qui n’est pas induite par une norme vectorielle est la norme de Frobenius (ou de
Schur) donnée par
142
m n S
A = ETRE = tr(A A);A er™"
i=1,j=1
ol par tr on anoté |la trace delamatrice. ;
Wi
Pour la norme de Frobenius, nousavons I = n

On termine cette section par un résultat important :

PROPRIETE 4.1.1 Soit * unenormequeconque Alorslerayon spedra d’ unematricecarrésA est au
pluséga alanormedecetematrice

p(A)s A (4.5)

4.1.3 Exercices

ExXERcCICE4.1 Cdcaule lesnomes1,2¢e = duvedeur x = [1,0,1,-4] .

ExERCICE 4.2 Cdauler lesnomes1,2& = delamatrice

A=

= NN
- ) =
NN =

EXERCICE4.3 (1) W eR": x . = X <nd X .

(2) Endéduireq:ep_lm'lw X p= X .
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EXERCICE 4.4 Considérons une norme vectoridle - e la norme subordonée lub(A ) que I’'on notera
A . Montrer quesi A,B erR"™" aors

(1) A+B < A + B
2 A'-B = A B
(3) A" < A"

EXERCICE4.5 Sait unematricecarréeA er"*". Montrer que

(1) A estorthogonae cCest-a-direA = A~ ' siesaulements AXx ,= X ,,X €rR".
(2) A ;= 1pour toutematriceorthogonae

EXERCICE 4.6 Montrer que

(1) lub(A)= A

(2) lub(AB) = lub(A) lub(B)
(3) Cdculer lub.. (A)

(4) Caculer lub(A) pour lanorme2.

4.2 Conditionnement d’'une matrice

On sait qu'un probléme est bien conditionné si une petite variation des entrées (données)
n'entraine pas une grande variation des sorties (résultats). Afin de caractériser la nature du
conditionnement d'un probléme, on calcule une valeur caractéristique de ce conditionnement
qui s'appelle nombre-condition ou conditionnement du probléme (cf. §1.7). Nous allons établir le
conditionnement pour les matrices.

On définit le conditionnement d’une matrice A par la quantité

cond(A)= A - A~

Le conditionnement peut aussi étre noté par k(A).
La section suivante fournit une justification du choix que nous venons d'effectuer pour le
conditionnement d'une matrice.

4.21 Exercice

EXERCICE 4.7 Montrer quecond(A)= 1.

EXERCICE 4.8 Monter quecond(A2) < (cond(A ))2 pour toutematricecarrésA .
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Suite de matrices

La convergence d'une suite de matrices de format (n x m) est équivalente a la convergence
de n'm suites scalaires formeées par les termes de ces matrices. Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 4.3.1 Soit A e R"*" une matrice carréa Alors les propesitions suivantes sont équiva-
lentes:

(1) lim AkK=0

|
K-t =

(2 lim Akx=0; % er"

—t

(3) p(A)<1

(4) A < 1pour au moins unenormesubordonnés

Exercice

EXERCICE 4.9 (THEOREME DE VON NEUMANN) .- Soit A e R"*" matrice carrée avec p(A) < 1,
aars

(1) Lamatricel — A est réguliere
" -
im Ak = AK.

@ (1-A)"= 1|
N—=+= y=-p k=0

Indication.- Si A est |la valeur proprede A, adors 1- A est la vaeur propre correspondante dela
matrice| — A.

Bornes de I'erreur de la solution d’'un systéme linéaire

Considérons le systéme d’équations linéaires
Ax=b; xer",ber™ (4.1)

La solution obtenue par des méthodes numeériques est entachée d'erreurs d’arrondi. De cette
facon, au lieu d'avoir la solution exacte, nous avons une solution approchée x + Ax, qui peut
étre vue comme une solution perturbée de |a solution exacte. L'objectif ici est d'évaluer laborne
supérieuredelaperturbation A x. A cette analysede|’erreur directe nous pouvonsadjoindre une
analysedel’erreur inverse. On s'intéresse ainsi alaperturbation A x de A et/ ou ala perturbation
Ab deb qui conduisent alasolution x + Ax et on exprime A x en fonction deAA et Ab.

On commence par un résultat qui montre I'importance de W(A)‘

THEOREME 4.4.1 Si A estréguliéree si

AA - 1

A cond(A)
dorslamatrice A+ A A est aussi réguliére

4.2
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4.41

4.4.2

On déduit de ce théoréme que I'inverse du nombre-condition de la matrice « mesure » la
distance qui sépare A d'une matrice singuliere. Donc si le nombre-condition d’'une matrice A est
grand, alors cette matrice est proche de la singularité.

Perturbations de b
Soit le systeme Ax = b. S la place du vecteur b nous avons le vecteur perturbé b+ A b, la
solution x est aussi perturbée et elle devient x + A x. Nousavons doncle systémelinéaire :
AxX+Ax)=b+Ab, A er"

OnaAAx=Abetdonc

Ax=A"TAb

Ax £ A°T Ab (4.3)
PuisqueAx=b,ona b = A x etpar conséquent
Ax b= A A" x Ab
etsi b =0, on obtient

AX < k(A) Abb

(4.4)

Nous constatonsainsi quesik (A) 1, unepetite perturbation du vecteur b peut provoquer
une grande perturbation dela solution.

Perturbations de A

S lamatrice A est perturbéeet on aasaplace A + A A, alors le systeme linéaire devient :

(A+AA)X+AX)=b (4.5)
d'oliona

AAX=—-AA(X+AX) (4.6)
et finalement

Ax=-A"TAA(x+AX) (4.7)

En utilisant les normes, on a
Ax £ A7T AA (x + Ax) = Ax 1- A" AA = AT AA x
ce qui donne pour I'erreur sur x :

Ax . AT AA A AT AA
x ~1- AT AA  1- A"T AA A

(4.8)
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c'est-a-dire

A X AA
" S k(A): A (4.9)

s AT AA 1.
Nous pouvons donc répéter la remarque de la fin du paragraphe précédent.

4.4.3 Perturbations de A etde b

S A et b subissent des perturbations, le systeme linéaire devient :
(A+AA)(x+AXx)=b+Ab (4.10)

Ona

AA-x+A-Ax+AA-Ax=Ab
En négligeant les termes du 2e ordre, on obtient

Ax=-A"TAA - x+A 1-AD
En utilisant lanormeon a:

Ax < AT - AA - x + AT - AD

d'ol

Ax -1 -1 A
< : + - < +
X A AA A X A A - Xx

et finalement

A X AA . Ab
: et (4.11)

Destroisformules (4.4), (4.9) et (4.11) on condut que pour avoir une petite modification A x

du vecteur x il n’est pas suffisant queleserreursrelatives QAA et%

soient petites. || faut, de

plus, quelamatrice A soit bien conditionnée.

4.4.4 Exercices

EXERCICE 4.10 Sdit lesysteme A x = b & supposons que nous avons une soution gpprochéex = x +
A x.Danscecason Ax=b+ Ab.

(1) Montrerque Ax = A~' - Ab

(2) Calculer unemajoration delanormedel’erreur rdative AR

ExXERCICE4.11 S A maricecarréeavec A < 1,dors



50 4. ALGEBRE LINEAIRE ET PERTURBATIONS

(1) (1+A) ' existe

1

_1 <
@ (+A)" s

EXERCICE 4.12 Sait A matricecarrée régulicreetB = A (| + C)avec C < 1. Sdentaussix & A x

dffinispar Ax=bdB(x+AXx)=b .Suppcsmsmeoond(A)--B;A-- < 1. Montrer que
A X c

N =575
A X cond (A B-A

(2) < ( }B—A '
X 1- cond(A) - 25 A

EXERCICE 4.13 Sait A matricecarréereguliéreet soit B soninversecalculé Supposonsque | - ABp =
p=<1.

AAg=1-ABg

B1=Bo(l+AAp)edAA1=1-AB;

Bo=B{(l+AA)edAA>=1-AB;

(2) Montrer que Bpm—-A~' = Bg ri—p

(3) En utilisant Scilab calculer I'inversedelamatrice
1 042 054 066
042 1 032 044
0.54 0.32 1 022

066 044 022 1

e amdiorer cecalcul en utilisant |la procedure decrite d-dessus.
Peut-on quantifier I'amdioration ainsi obtenue?

4.5 Analyse active de I'erreur

Nous allons présenter, a I'aide d'un exemple, une méthode de calcul d’erreur d’un algo-
rithme, qui se fait en méme temps que le déroulement de |'algorithme.

Rappelonsd'abord, larelation (1.4.4) d’un nombre-machine avecle nombreréel qu'il représente:

fl(x)=x(1+n), |0l eps (a.1)
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Cette relation peut aussi s'écrire

fl(x)= Inis eps (4.2)

X
(1+n)’

Supposons que nous voulons faire la somme des nombres xi;k = 1,...,n. Notons la i-
ieme somme partielle sy = xj + -~ + x¢. Le calcul de cette somme par |'ordinateur se fait selon

I'itération
Sk = Sk- 1+ Xk (4.3)
et donne |lerésultat
fl(sk)= s+ e, avec | g |< eps (4.4)
Nous avons aussi d'aprés (4.1)
fl(xk) = Xk + nkxg, avec | ng | eps (4.5)

et d’aprés (4.2)
fl(sc)= - avec | & |< eps
1+ g
ce qui compte tenu de (4.4) s'écrit
(1+ &) fl(sk) = Fl(sk- 1)+ F 1 (xk) (4.6)
En développant et en utilisant de nouveau (4.4) et (4.5), on obtient
fl(sc-1)+ fl(xx)

fl(sk—1)+ Xk + MkXk
Sk- 1+ &- 1+ Xg + NiXk

sk + e + g f [(sg)

En tenant compte de (4.3) on aque

& = - 1+ NeXk ~ &l (sg) (4.7)
ce qui donne
| <] e-11+eps | xk [+eps [fl(sk)| (4.8)
On pose
& = &-1+ [xk [+ [fl(s¢)]|. &=0(carep=0) (4.9)
et on afinalement :
| e |= eps-& (4.10)

Cette méthode a été proposée par Wilkinson qui I'a nommeée running error analysis et que
nous traduisons par anadyseactivede|’erreur. L'idée fondamentale est que, quand on exécute une
opération arithmétique (addition, soustraction, multiplication, division et extraction de laracine
carée) notée @, I'erreur peut s'écrire

| x@y-fl(x®y)|< eps |fl(x@Y)]| (4.11)

et danslamesure ol on connait f | (x @y), on peut calculer laborne supérieure de cette erreur.
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4.6 Produits vectoriels

Soient deux vecteurs x,y € R" et formons leur produit intérieur s, = x y. Notons s, =
X1Yy1+ -+ Xk Yk lak-iéme somme partielle. En utilisant le modéle (4.1), on obtient

fl(s1) = fl(xqy1) = xqy1 (1+ m)

fl(s2) = fI(fl(s1)+ x2y2) = (f1(s1)+ Xay2 (1+ m2)) (1+ na)
(X1y1 (1# ng) + Xay2 (14 mp)) (1+ ng)

X1y1 (14 n1) (1+ ng) + xay2 (1+ m2) (1+ n3)

nu i

avec | ng |= eps. S on suppose que approximativement 1+, 1+n, Yk alorsona:
Fl(sa) = xay1 (12 W)+ xay2 (1 0)° + xays (12 n)?
d’ou, en généralisant :

fl(sn) = xqy1 (12 n)" + xoy2 (1£ M) + xaya (12 M)~ '+ -+ xpyn (12 n)? @.1)

Pour simplifier cette expression on utilise lelemme suivant :

LEMME4.6.1 Si|ng|s epsepx=x1pourk=1,..., nesn-eps< 1 das

n

(14 1m0 = 1+
k=1

n-eps

B 1= Yo, Ve Vo = 3 s

En appliquant ce lemme, larelation (4.1) s'ecrit :

fl(sn)= X1y1(1+ 8y)+ x2y2 1+ 86, +xaya(1+6i-1)+ -+ Xnyn (1+ 8) (4.2)

Cette relation fournit I'erreur en retard du produit intérieur de deux vecteurs et elle peut étrein-
terprétée comme étant lasomme exactedesdonnéesxy,...,Xn etdedonnéesperturbéesy (1+ 6,),...,yn (1+ 62)
(ou, alternativement, on peut perturber x; ). Remarquons que chaque perturbation est bornée par
Yk, doncelle est négligable.
Ainsi nous avons pour le produit intérieur larelation

fl x y =(x+Ax) y=x (y+Ay), avec AX =y, x , Ay =y, y (4.3)

qui montre que cette opération est stablesin-egps< 1.
Nous pouvons aussi calculer une borne pour I'erreur en avance, en utilisant la derniére
relation :

x y=fl x y <yn  [xgyl
k=1

Pour le produit extérieur A = xy ,avecA = (a;j),onafl(aj)= xjyj (1+ njj), ol | njj | eps.
Donc

flI(A)=xy +A, avec A < eps' xy (4.4)
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Exercice

EXERCICE 4.14 Soent x,y € R" avecn = 2m, nombrepair. Montrer cue|'agorithme suivant pour le
cacul dex vy

— s1<Xx(1:m) y(1:m)
— sy« Xx(m+1:n) y(m+1:n)
— S35+ 5

réduit labornesupérieuredel’erreur en avanca
Geéneraiser ceresultat en decomposant en k sous-vecteurs les vedteursx e y.
Pour qudlevaeur den cette décompasition est realisable?

Multiplication matricielle

aq
Soient deux matricesA eR™*" B e R"*Petsoit C = A -B leur produit. ExprimonsA =
am
ou a; est un vecteur-ligne. DemémeonaB = bq --- bp , ol by est un vecteur colonne. Nous
avonsgj = ajbj.Doncm(qg;)= (aj+ Aaj)bjavec Aaj =y, a .SonnoteC= ¢cq - ¢
les colonnes de la matrice C, nousavons
fl(cj)=(A+AA)bj,avec AA =y, A
qui donne I'erreur en retard pour une colonne de la matrice C.
Pour I’erreur en avance, nous avons la borne supérieure suivante :

C-fi(C) <yn A B (4.1)

Exercice

EXERCICE 4.15 Soent A B e R"* " deux matrices réguliéres. Montrer que
fI(AB)= (A+AA)B

e évauer labornesupérieurede A A
M éme chosesi on supposequelamatrice B est perturbéed’ unematrice A B.

Complexité

En dehorsdelaprécision des calculsd’un algorithme, un autre paramétre important pour le
choix d'un algorithme est sa complexité, c'est-a-direle nombred’opérations arithmetiques que son
exeécution nécessite. Cette mesure doit étre indépendante de I'ordinateur sur lequel s'exécutera
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4.8.1

I'algorithme. On introduit donc, une opération arithmétique abstraite appelée cpération flattante
standarisée et notee flop.

On convient que les opérations d'addition, soustraction et multiplication repésentent 1 flop.
La division et I'extraction de la racine carrée entre 10 et 30 flops. Le calcul des fonctions expo-
nentielles et trigonométriques 50 flops.

Dans plusieurs cas d'évaluation de |la complexité d'un algorithme, on cherche a avoir une
idée qualitative du nombre d’opérations et non pas le nombre exact de ces opérations. On utilise
dans ce casla notion de |'ordredela complexité dont la définition est la suivante:

DEFINITION 4.8.1 Soit un agorithmedont lenombred opérations dépend d'un paraméren. On dit que
lacomplexiteC (n) del’agorithmeest del’ordref (n) s'il existedeux constantes a & btdles que
C(n)sbf(n), vhza (4.1)
Cette complexitéest expriméeen utilisant la O-nctation deLandau’
C(n) = O(f (n)) (4.2)

Les algorithmes, en fonction de leur complexité, sont partagées en différentes classes, dont
nous donnons ci-apres les plus importantes pour |'analyse numeérigue.

Ordre | Classe Exemplede O (f (n))
O(1) | constante laEeR. '
O(logn) | logarithmique alogn

O(n) linéaire ain+ ap

O n? quadratique | axn?+an+ag

O n? cubique asn®+ a;n?+ an+ ag

o(n™) polynomiale | amn™+ -+ a3
o(c") exponentielle &+ ...
O(n!) | factorielle gn!

Exercices

EXERCICE 4.16 Supposons guenous avons un algorithmepour multiplier deux matricesnx nen O(n%)
opérations avec 2 < w< 3. Montrer quesi A eR™*" B er" P, dors AB nécessite O nf” ’nans
opérations, oli nq1 = min{m,n, p} & nz,n3 sont les deux autres dimensions.

N.B. On supposequ'il existedeux rédsk e | tdsquen=kme p=Im.

EXERCICE 4.17 Sait lamatricetriangulairesupérieurepar blocs:

0
B
I

S

|
C= 0
0

Calauler son inverse
En déduire que nous pouvons calculer lamultiplication desmatricss A | B en utilisant I'inversedela

matriceC.

La définition de O- notation de Landau est lasuivante: Soitf : = — =. Sil existe une constante C et £ > Otelsque
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Multiplication rapide des matrices

Soient deux matrices A,B e R"* " et soit C = A :B. L'algorithme de multiplication

n
cy = aigkhy
k=1
nécessite n® multiplications et n?(n- 1) additions. Donc la complexité de la multiplication ma-
tricielle des matrices carrées est de I'ordrede O n® .

La question posée concerne |a possibilité d'avoir une complexité O (n“) avec w< 3, c'est-a-
direlapossibilité d'avoir desalgorithmesrapidespour lamultiplication. |l y aplusieursréponses
a cette question. Nous présentons les deux premiéres historiquement.

Winograd en 1967 a utilisé, pour une dimension n paire, laformule

n/2 n/2 n/2
X y=  (Xok-1+yak) (Xak + k- 1) = Xok-1X2k = Yok-1Y2k (4.1)

k=1 k=1 k=1
Si cette relation est appliquée au produit matriciel, alors les deuxiéme et troisiéme termes sont
calculés une seule fois pour chaque ligne et chague colonne. La complexite reste la méme mais

au lieu de faire n® multiplications, on en fera moitié moins.

En 1969 Strassen a présenté une nouvelle technique de calcul du produit matriciel de deux
matricesfondée sur lastratégiedediviser et régner. Cet algorithme se decompose en deux phases

— Phase 1: (diviser) Le probléme est décomposeé en deux ou plus sous-problémes de dimen-
sion identique et qui peuvent étre résolus indépendamment les uns des autres.

— Phase2: (régner) Les solutions des sous-problémes sont arrangées pour former une solution
pour le probléemeinitial.

a1 a2

Nous allons présenter cet algorithme dans le cas simple de deux matrices A = 21 o

B = b1‘|b'|2 SAB=C-= C11 &2

.ona
b1 b C21 C22

C14
C12
C21
Ca2

Pi1+ ps— pPs+ p7

e
o
P1+pP3= P2+ ps

ou on apose

(211 + ag2) (b + b2)

(a1 + a22) by

ayy (b2 — bo2)

a2 (b1 — bi1) (4.3)
(a11+ a12) bpo

(821 = aq1) (b1 + by2)

(a12— az2) (o1 + bp2)

IPFLIRT

|f(x)|= C|x|P, ¥]|x|< g, alorson dit quef est dedasse O(xP) qu'on devait écriref (x) € O(xP) & que, par abusde
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4.9.1

4.10

Cet algorithmerequiert 25flops (7 multiplications et 18 additions/ soutrctions) tandis|'algorithme
classique nécessite 12 flops (8 multiplications et 4 additions). Donc I'algorithme de Strassen de-
vient intéressant quand la format de |la matrice n x n est grand, car les formules (4.2) et (4.3)
restent valables si ala place des scalaires on a des matrices. Dans ce cas on partage les matrices
initiales en quatre sous-matrices de dimension identique. Chaque sous-matrice ainsi obtenue
peut, a son tour, étre décomposée en quatre sous-matrices et ainsi de suite, de fagon recursive. §

on considére que n = 2¢ et que ng * ng est le format des matrices a I'arrét de la recursivité, avec
no= 2, on aquel’algorithme de Strassen effectue M (k,r) = 7%~ 8" multiplicationset A (k,r) =

4 (27 + 5) 75T - B-4X additions. La somme M (k,r)+ A (K,r) est minimale pour r = 3. Dans ce

cason M (k,r)+ A(k,r)= 512:7K"2- 6:4K < 47K = 2.2000: 7" = 4 2k '99:7 = gplog. 7 42807,

Exercice

EXERCICE 4.18 On notepar S, (np) par le nombre d' opérations de la méthode de Strassen appliquésa
unematricen x n quand la proc&durerecursive s arréeaux matrices ng = ng.

Supposons quen & ng sont des puissancesde 2.

Pour n grand estimer S;, (8)/ Sy, (n) & Sy, (1)/ Sy, (8) & expliquer lasignification de oss quantités.

Préconditionnement d’une matrice

Considéronsun systémelinéaire Ax = b S lamatrice A est mal conditionnée, il est conseillé,
avant de proceéder alarésolution du systeme, d’effectuer un préconditionnement de la matrice A
afin que la matrice résultante aprés cette opération soit mieux conditionnée. Nous présentons
dans ce paragraphe une telle méthode de préconditionnement.

Considérons un systéme linéaire

Agx=b, A er"™" (4.1)
avec A matrice mal conditionnée. Supposons que nous avons calculer I'inverse B de cette
matrice et nous avons que la quantité Ag'‘Bg—1 est supérieure a un seuil donné, c'est-a-dire
quel’inversion s'est mal deroulée. On construit le systeme preéconditionné

BoAox = Bob (4.2)
qui est équivalent au systémeiinitial (4.1). On pose A 1 = BgA g et (4.2) devient
A1x = Bgb (4.3)

S on suppose que B est réguliére, on peut calculer I'inverse de A 1 et soit B | cette matrice in-
verse. Ainsi le produit B 1B est une nouvelle approximation del'inversede A g. Si cette approx-
imation n'est pas bonne, nous pouvons continuer en calculant une nouvelle matrice B> qui est

I'inverse de lamatrice A> = B1BgAg et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi la suite des matrices
réguliéres B; tellesque:

BiBk-1'B1Bo Ag' (4.4)

notation, on ecrit f (x) = O(xP).
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S lamatrice inverse obtenue est « assez proche » de A~ 1, on arréte les itérations.
Nous pouvons aussi utiliser |'expansion polynémialede von Neumann pour |'inversed’'une
matrice. Supposons que la matrice A peut se décomposer en deux matrices selon laformule:

Ap=P-Q (4.5)
avec P matrice réguliére. Posons
G=P 'Q (4.6)

et faisons I’hypothése que le rayon spectral de G est, en module, inférieur a1: | p(G) |< 1. Alors
I'expansion polynémiale de von Neumann est donnee par larelation :

A61= [+ G+ G2+ -4 M1 p~1 (4.7)

Pour appliquer cette expansion dans notre cas, on constate qu'a chaque étape du calcul nous
avons

A=B;T-E;i=01,...k (4.8)

ou B est I'inverse approchée de A et E;| est la matrice d'erreur de I'approximation. Afin
d’'exploiter une expansion polynémiale de von Neumann, on doit décompose A ; en deux matri-
ces. S on compare avec (4.8) on en conclut que pour la premiére étape on doit avoir

Ao=B;'-Ep (4.9)
Ainsi laformule(4.7)s'appliquepour G = Gy = ByEg, P~ ' = B et acondition que|p(BgEg) |<
" L'expansion de Neumman (4.7) peut aussi se mettre souslaforme
Aj'= 1+G% 1+G6T " - 1+G2 (1+G)P" (4.10)
qui, dans notre cas, donne

A;'= 1+GZ 1+GY " - 1+G3 (1+Go)Bog (4.11)

acondition que | p(Gp) |< 1.
Comme

B1=(BoAo) '=A; "By’ (4.12)
on obtient, & cause delarelation (4.11)

Bi= 1+G3 1+GY " - 1+G3 (1+Go) 1+Go (4.13)

ce qui permet d’amorcer |a prochaine étape du calcul del'expansion.

Exercices

EXERCICE 4.19 Etablir un agorithme pour |améthode de préconditionnement exposée d-dessus.
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411

EXERCICE 4.20 Sdit lesystémelinéaire

23
32

K|

avecréponseexactex = 1.00083979 1 1 1 .
Vérifier, en utilisant Scilab, laqualitédelaresoution directedu systémeet amdiorer cettequaitéen
utilisant I'dgorithme de |’ exercice précédent e des fonctions de Sdilab.

Inversion par perturbation des matrices singulieres

Considérons un systéme linéaire
Agx=b, Ajer""

et supposons que la matrice A est mal conditionnée, c'est-a-dire le conditionnement k (Ag) a
une trés grande valeur, voire elle est singuliére, c'est-a-dire k (A g) est infini. Nous envisageons
defaire subir ala matrice Ay des petites perturbations afin de larendre bien conditionnée. Il va
de soi que ces perturbations ne doivent pas modifier de facon importante la solution du systéme.
Nous obtenons ainsi la matrice perturbée

A(g)=Ag+eA 1+ e?As+ -, E€R, |&|< emax (4.1)

On suppose que A (&) est inversible dans le disque 0<| g |[< gpax. Ainsi la matrice inverse
peut étre calculée en utilisant un développement en séries de Laurent :

1
A’1(a)=§ Xo+eXq+e?Xp+ (4.2)
En utilisant le fait que A (e)A~ "1 (g) = |, et en groupant les coefficients de méme puissance
pour &, on obtient
AgXg =0
=0

AgX 1+ A4Xg

AoXs+ -+ Ao @3

AoXsi1+ -+ Ag1Xp

Ce systéme infini d’équations linéaires détermine de facon unique les coefficients de |a série de
Laurent. Pour la démonstration de ce théoréme voir K. E. Avrachenkov, pp. 17-18.

Pour calculer lasolution, il faut d’abord déterminer lavaleur des. Pour ce faire on construit
de facon itérative les matrices

Ag O 0 -0
A1 Ap 0 -0
k= A2 Ay Ag - 0 (4.4)

Ak Ak-1 Ak-2 " Ap
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Selon letest de Sain et Massey la valeur de s est la valeur minimale de k pour laguelle on a
rangB™) = rangB(*~ "+ n (4.5)

Pour le calcul des matrices X; on procéde par s étapes de réduction. A I'étape on formele
systéme d’'équations

AQXE) = R
ALX( )+ ALXE)

1]
A

L : (4.6)
AXD) + e Al xg" = Rg_)'
Onremarquequesi = 0, nousavonsle systémeinitial (4.3) et par conséquent on a
=0, pouri=0,...,s-1
i'=Aj, pouri=0,...,s
PourlesmatrioesA.-( ) etR.-( ) et =1,... sonalesformulessuivantes:

Ai()= M }Ui( 'Q),i=0,... -1

i L =1...s (48
RI7=MO - U AL "R TV4RGY Ji=0.. 51
0

) i+1
J:

avec

Q()er™ ™M matrice dont les colonnes forment une base
pour le noyau droit de;ﬂ"\fJ -
et ol m= n-rang Ag_ﬂ

M )er™* " matrice dont les lignes forment une base

pour le noyau gauche deAB__” (4.9)
oAl -1 _ Al -1 : ) (-1
U AT U= AL L ATAL U,
i=0,...,s-1
At la pseudoinverse de la matriceA (cf .inf ra)
Aprés s étapes on obtient |e systéme final d'équations réduites :
APXE =R (4.10)

On peut démontrer (voir K. E. Avrachenkov, pp. 21-23) que ce systéme et le systéme initial

donné par (4.3) sont équivalents, doncla matrice A Ef’} est réguliére et, par conséquent
X$P= A RY (4.11)

Pour obtenir donc la solution Xg = X(G), il faut procéder a une recursion en arriére selon le
schéma:

XE}‘1)=AB_1)+RE_1)+Q( )Xé), =3,__."1 (412)
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En posant

k
- A Xgoj, Sii=0..,s5-1
j=1
R{®= - k=4,2... (4.13)
K
| = Ai+JXK_J,Sii=S
j=1

nous pouvons calculer les coefficients de |a série de Laurent :

S
Xg= GE-R®:k=1,2... (4.14)
i=0
avec G er"* " lebloc (0,] ) delamatrice B(K)*
Remarquons que la formule (4.14) est une généralisation de I’expansion de von Neumann.
En effet dans cette derniére expansion on suppose que la matrice A g est réguliére. Doncs= 0 et
G0 = A5 " et larelation (4.14) donne:
K

Xo=-A5", Xk=-Ap"' A Xk k=12... (4.15)
j=1

qui est I'expansion de von Neumann.

4.11.1 Exercices

ExERCICE 4.21 Etablir un agorithmequi permet d'inverser unematrice singuliére, en lui faisant subir
des petites perturbations.

EXERCICE 4.22 Utiliser I'algorithme de I'exercice précédent et des fondtions de Scilab pour calculer
l'inversedelamatrice

121
Ag= -110
031
avec matricede perturbation
1=1
A= 0 1-1
— 1 1
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APPENDICE.- BREF RAPPEL DE LUALGEBRE LINEAIRE

Considérons un quelconque probleme de 'algébre linéaire dont la solution est un vecteur

X = [x1-'xp] €U c R". Le calcul de cette solution peut se faire en analyse numérique par un
algorithme itératif ¢ selon le schéma suivant :

% (0) valeur de départ choisie au hasard.

x(k+1)=@(x(k)); k=01,... (4.1)

L'algorithme ¢ est donc une fonction de U dans lui-méme et k est le numéro d'itération.
L'application du schéma (4.1) permet d'obtenir uneapproximation delavraiesolution. Nous
dironsque |'algorithmeitératif convergeverslasolutionsi x(k+ 1)— x(k) < seuil,ou * norme
établie selon la métrique usuelle.
Le schema (4.1) peut étre réalisé selon deux méthodes :

— perdlée: Toutes |es coordonnées du vecteur x (k + 1) sont calculées simultanément:
M=1...,n:x(k+1)= ¢ (x1(k),...xn (k))
— séquentidle: Pour lecalcul d’'une coordonnée du vecteur x (k+ 1) on tient comptedesvaleurs
des coordonnées déja calculées:

M=1,....n : xj(k+ 1) =@ (x1(k+1),....x- 1 (k+ 1), xi (k) ,...,xn (k)

Notons quel'ordre desindices pour le calcul peut étre quelconque et méme aléatoire.

En algébre linéaire il y a aussi des algorithme & résolution directe. On peut considérer que
dans ce cas il s'agit des algorithmes séquentiels et dont le nombre d'itérations est égal a|'ordre
du probléme.

Essayons maintenant deformaliser lanotion delaconvergenced’un algorithme. A I'algorithme
¢ on peut associer I'ensemble de ses pointsfixes ™ (U) défini par

" (U)={uel | o)=u}

Un point fixe u™ est dit attractif s'il admet un voisinageV (u") c U tel que
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WeV(u), lim o (u)=u".
De la méme facon, on dira qu'un sous-ensemble U° est attractif si
W'eU 3V(u) :weV(u), lim ok (u)eu-.

Tout I'art de|'analyse numérique pour la résolution d'un probléme dans un espace U et dont
I’ensemble des solutions forme un ensemble qui sera noté U*, est de trouver un algorithme ¢ tel
que @~ (U) soit « proche » et attractif. Notons que la notion de proximité peut étre comprise
comme une inclusion dans I'un sens ou dans |'autre - ce qui n'est bien siir pas la méme chose
sur le plan du résultat. On pourrait méme demander a avoir |'égalité entre ¢~ (U) et U*, mais
ce serait trés exigeant et peu efficace. On définit aussi |e bassin d'attraction associé a un point fixe
u’. Cest I'ensemble de toutes les solutions initiales u (0) qui conduisent & une suite @* (u(0))
convergente vers u”. Un tel sous-ensemble est généralement trés difficile a décrire, sauf lorsque
que tout U est bassin d’attraction d'un unique point fixe.

On diraqu’un algorithme convergesi la suite de valeurs qu’il engendre tend vers une limite
dans |'espace considéré. Bien s{ir pour que cette convergence soit « intéressante » la limite doit
étre la solution du probléme. En d'autres termes, |'algorithme converge si ses points fixes attrac-
tifs sont candidats pour étre solution du probléme posé et leurs bassins d'attraction recouvrent
latotalité de larégion de U oli nous avons défini notre probléme(?).

La vitesse de convergence d'un algorithme mesure le taux de la décroissance vers zéro de la
distance entre les valeurs engendrées et leur limite. Par exemple soit, dansR", lalimiteu* vers
laquelle converge la suite (u (k)), - (engendrée par un algorithme @ donné) et « lanorme eu-
clidienne:

| DEFINITION 4.A.1 (Vitesse de Convergence).

— S k""'l wp% < a < 1, dors on dit quela convergence est linéaire
é a et |e taux de convergence associé. (On remarque qu'il sagit ic de la
convergence des suites géométriques.)

. u(k+1)-u* " e

— S k""l wpw = 0, dorson dit quela convergenceest super-lineaire.

— Sidy>1td cpekl_!rg mp% < M <+« aors|aconvergence est

super-linéaire d'ordre y &, en particulier, si y = 2, on parlede vitesse de conver-
gence quadratique.

Ces définitions ont intrinséquement un caractére asymptotique et on ne peut, en général,
demontrer que la convergence est super-linéaire ou quadratique, que dans un voisinage de la
limiterecherchéeu” (loin deu”, il sepeut trésbien quel’algorithme concerné converge lentement
—ou pasdu tout — bien que lavitesse de convergence asymptotique soit en théorie quadratique).

2| es points fixes non attractifs ne présentent aucun intérét car leur rencontre, au cours d'itérations, ne peut étre que
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D'autre part, deux algorithmes ayant laméme vitesse de convergence asymptotique peuvent trés
bien nécessiter des temps de calculs trés différents si le nombre d'opérations exécutées a chaque

itération est tres différent.
Cette définition est néanmoins trés utile pour évaluer la qualité de la limite obtenue par un

algorithme. Par exemple, supposons, pour fixer lesidées, que la vitesse de convergence asymp-
totique d'un algorithme soit quadratique dans un voisinage de u”, avec M = 100. |l faut donc
avoir pour uneitération k |'inégalite

u(k+1+i)-u*

= =
(g ST M=o

S, pour litérationk,ona u(k)-u* < 10" 3 c'est-a-direon est dansun voisinagedelasolu-
tion, alorson vérifieaisément que u(k+ 1)-u* < 1074, u(k+2)-u* <1078, u(k+3)-u* =
10~ 10, etc. L'erreur d’approximation passe donc, en trois itérations, de 1072 210~ 10,

Nous présentons dans les chapitres suivants différentes méthodes de résolution des prob-
lémes d'algébre linéaire numeérique. Lors de |la présentation de ces méthodes |a terminologie et
les résultats fondamentaux de I'algébre linéaire seront considérés comme connus. Nous nous
bornerons doncde lister les principaux resultats qui seront utilisés par la suite.

Définitions et fondements théoriques des applications linéaires
Dans tout le cours de I'analyse numérique, les espaces vectoriels seront considérés sur le
corpsdesréelsR.

(1) On appelle application linéaire (ou opérateur linéaire) de |'espace vectoriel U dans|'espace
vectoriel V une application f de U dansV vérifiant |a propriété suivante :

Yu,u eE, Wa,per : f(au+pPu)=af (u)+pf(u)

(2) Une application linéaire de U dansV est appelée formelinéaire

4
(5

(3) Uneapplication linéaire de U dans lui-méme est appelée endamorphisme
(4) Une application linéaire bijective de U dansV est appelée isomorphisme
) Une application linéaire bijective de E dans lui-méme est appelée automorphisme
(6) Soitf uneapplication linéaire bijective (ou isomorphisme)de U sur V. Alorsf estinversible
et I'application inversef ~ 1 est un isomorphisme de V sur U,
(7) Soitf uneapplication linéairede U dansV.
— S f estinjective, I'image d'une famille libre de U est une famillelibrede V.

— Sf estsurjective, I'imaged'unefamille génératrice de E est une famille génératrice de
V.
— Sif estbijective, I'image d'unebase de U est une basede F.

(8) Soitf un opérateur linéaire de U dans V. On définit :
— L'imagedef : R(f )= {y eV/ Ix e U avecy = f (x)}, c'est-a-dire R(f ) est composé de
tousles vecteurs deV qui peuvent sereprésenter souslaformef (x) avecx el U. Ona
R(f)= f (E) et R(f ) est un sous-espace vectoriel de V.

fortuite. Par conséquent nous ne pouvons pas fonder sur ces points des shémas itératifs qui convergent.
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— Lenoyaudef : N(f)= {x eU/f(x)= 0}, cest-a-dire N (f ) est composé de tous les
vecteurs x € U qui s'annulent par f . N(f ) est un sous-espace vectoriel de U.
(9) Pour I'application linéairef deU dansV nousavonsdim(N (f )) + dim(R(f )) = dim(U).
(10) S f estinjective, alorsN (f ) = {0}.

Définitions et fondements théoriques des matrices

Considérons deux espaces vectoriels U € R™ avec base (uj)i=1,_. m etV € R" avec base
(vj)j=1..n. Soitf : U —V uneapplication linéaire. L'image def est engendrée par lesimages
des vecteurs de labase de U, f (u;);i = 1,...,m. En effet, soit x e U. Alors|'image de x par f

m
s'écritf (x) = f (uj)x. Avec les composants des vecteursf (u;) on peut former le tableau
i=1

fag o fom
F= Do , ou fj; est laj-iéme composante du vecteur f (u;)
fng o fam

Letableau F s'appelle lamatricedel’application linéairef et elle décrit complétement f , a savoir si
x €U, alorsf (x) = Fx.

(1) Unematrice est dite réguliéresi son inverse existe. Sinon elle est singuligre

(2) Lerangd’un matriceest ladimension delaplusgrande sous—-matrice carrée qui est réguliére.
Sf:U—V application linéaire, alorsrang(F ) = dim(V), ol F est lamatricedef .

(3) Une matrice de permutation P est une matrice dont chaque ligne et chaque colonne a un
élement egal a 1 et tous les autres sont nuls. Elle s'appelle matrice de permutation car si
on lamultiplie avec une autre matrice provoque la permutation de deux lignes ou de deux
colonnes de cette derniére. De plus nous avons detP = (- 1)kl’ , ol kp est le nombre de
lignes de P qui sont différentes des lignes correspondantes de la matrice identité | .

(4) Unematrice carrée A est orthogonalesiA A =1,d'ol A~ 1= A
n
(5) Unematrice carrée A est diagonaement dominantesi | a;; |2 laik ;1= 1,..., n et il existe

k=1
k=i

au moinsun indiceip tel que| a; i, |> ! | &k I
=i
La définition est valable si a la place des lignes on utilise les colonnes a la formule préce-
dente.
La matrice est strictement diagonaement dominantesi dans laformule précédente nous avons

desinégalites strictes. Une telle matrice est réguliere.

() Unematrice A est symériquesi A = A
Une matrice symétrique A est définie pesitivesi

X Ax>0; W er"
Elle est semi-ddfiniepesitivesi

X Axz0; Wer"
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(7) Factorisation LU .- Toute matrice réguliére A peut se factoriser de maniére unique selon le

produit
A=LU
avec
1 0---0 Uq1 Ug2 " U
21 10 Oug - Uz
L= ;U=
nt n2 -1 0 O0--up

(8) Pour toute matrice A reguliére, il existe une matrice de permutation P, telle que

PA =LR
Dans ce cas nous avons aussi

detA = (=1)"% detR = (= 1) rq1ro2- - rnn

(9) Une matrice symétrique, strictement diagonalement dominante A peut se factoriser de
maniére unique selon le produit

A=LDL

avec L matrice triangulaire inférieure et D une matrice diagonale.
(10) Une matrice symétrique, definie positive A peut se factoriser de maniére unique selon le
produit
A=LL

avec L matrice triangulaire inférieure avec |; > 0 pour touti.

(11) Soit unematrice A e R"* " reguliére. Un réel A € R est une valeur proprede A s'il existe un
vecteur x € R", avec x = 0, tel que Ax = Ax. Le vecteur x est appelé vecteur proprede A
associe ala valeur propreA.

(12) Rayon spectra d’'unematrice A : p(A)= max{|A|/A €R, A valeur propredeA }.

(13) Théoréeme de Gershgorin.- Toutes les valeurs propres de la matrice A se trouvent dans
I'union des cercles de Gershgorin

3

Ci= zeR |z- aj | lak]| ;i=1,..., n

1

k=1
k=1

(14) Quotient de Rayleigh.- S A est une matrice carrée, le quotient de Rayleigh est

X Ax
X X

R[x]= ;xer",x=0

S A est une matrice carrée symétrique, alors

[R[X]|]| Amax | W eR"
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ol Amax est laplus grande, en module, valeur proprede A.

(15) A tout vecteur x = [x1,X2, ", xn] €R" on associe lamatrice-colonne [x] de format (n, 1) et

dont lai-iéme ligne est la i-iéme coordonnée du vecteur x dans la base canoniquedeR", S
on note par M (n, 1) I’ensemble de matrices-colonne de format (n = 1), nous pouvons avoir
une application linéaire entre R" et M (n, 1) qui est, en plus, bijective. R" et M (n, 1) sont
doncisomorphes.

(18) Soit A unematricedeformat (m,n), lenoyaudeA estl'ensembleN(A)= {x eR"/Ax = 0}.
N (A ) est un sous—espace vectoriel der".

(17) Soit A unematricedeformat (m,n), I'imagede A est'ensembleR(A)={y eRM/x eR" et
Ax =y}.R(A) est un sous-espace vectoriel de R™ engendrée par les colonnesde A .

(18) On appellerang d'unematriceA | ladimension del'imagedeA :rang(A) = dimR(A).

(19) Soit A unematricecarreed’ordren, alorsrang(A)=n < A estinversible.

(20) Théoréme noyau—image ou théoreme du rang.- Soit A unematrice deformat (m,n). Alors
:n=dimR(A)+ dimN(A) = rang(A)+ dimN(A).

(21) Unematricederang—colonneplein est unematrice A deformat (m, n) dont les colonnesfor-
ment une famillelibredeR™ . Donccommen £ m et que les colonnes de A constituent une
basede R(A ), ladimension de R(A) est égale au nombre de colonnes de A . Par conséquent
dimN(A)= 0, c'est-a-direqueN (A) = {0}.

(22) Soit A unematrice deformat (m,n). L'application f5 deR" dansR™ définiepar :

fa:xerR" -y er™ telleque [y]= A [x]

est une application linéaire de R" dans R™ appelée application linéaire canonique associée a
lamatrice A.

(23) Soient A unematricedeformatm,netfp I'application linéaire associée alamatrice A, alors
— N(fa)=N(A);
— R(fa)=R(A);
— lerang del’application linéaire f 5 est égal au rang delamatrice A .
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5.1 Introduction

L'étude des méthodes de résolution des systémes linéaires est une étape obligatoire dans
un cours d’analyse numeérique. En effet, presque tous les calculs passent par la résolution d’un
systéme. On en rencontre dans la discrétisation de problemes aux limites, dans les problémes
d'approximation par exemple.

Larésolution de systémes n'est plus une opération destinée a étire menée ala main. Du fait
de I'apparition des ordinateurs, et du développement de méthodes qui leur sont adaptées, on
peut envisager de résoudre de grands systemes. S la matrice est pleine, c'est a dire contient
peu de zéros, on pourra "seulement" résoudre des systémes a quelques centaines de milliers
d'inconnues. S |a matrice est creuse, c'est a dire contient beaucoup de zéros, |la résolution de
systémes & plusieurs millions d'inconnues est possible.

Larésolution d'un systéme nedoit pas étre comprise comme|'obtention dela solution exacte
en un nombre fini d’étapes. Cette vision ne concerne que les méthodes dites "directes”. On

67
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511

est souvent amené a accepter un compromis : obtenir une solution approchée en un nombre
fini d'étapes, sachant que la solution exacte serait obtenue en un nombre infini d'etapes, chose
impossible @ mettre en oeuvre. Ce compromis est le principe méme des méthodes itératives.
C'est devenu la solution la plusrépandue pour résoudre les grands systémes.

En plusdelatailledelamatrice, sespropriétés sont aussi un élément déterminant : certaines
assurent la convergence a priori de méthodes itératives. Dans |e cas ol elles ne sont pas verifiees
par une matrice, ou bien quand on ne pas peut démontrer qu'ellesle sont, laméthodeitérative est
choisieaux risques et périlsdel'utilisateur. C'est un risque a éviter, surtout dansdes applications
industrielles, parfois sensibles. Des navettes spatiales ont explosé pour moins que....

Larésolution des systémes|inéaires est doncalafoisune question de théorie et une question
de pratique : il faut choisir le bon algorithme, s'assurer que les conditions sont réunies pour
I’utiliser, qu’il sera numeériquement stable et assez rapide pour les besoins de |a cause.

Il faut repenser la résolution de systémes dans le cadre d’une mise en oeuvre informatique
: nous allons voir sur deux exemples simples que les méthodes utilisables a la main ne sont pas,
en genéral, adaptées a la résolution de systémes en machine, notamment pour des questions
de temps de calcul. Bien sur, de nombreux logiciels proposent des bibliothéques de résolution
de systemes linéaires, qui s'appuient sur des bibliothéques publiques d’algebre linéaire de base
(BLA'S). Ces derniéres ont été précieuses dans les progrés du calcul scientifique matriciel ; elles
permettent d'effectuer de faoptimale les opérations algébriques de base. Les principaux logiciels
sont soit du domaine public (LAPACK= Linear Algebra PACKage par exemple), soit des|ogiciels
commerciaux (NAG = Numerical Algorithms Group, IMSL = International Mathematical and
Statistical Library, MATLAB,...). Mais en tout état de cause, la possession d’une voiture de course
ne permet pas d'avancer quand on ne sait pas la conduire...

Exemple 1 : Economie : analyse d’entrées-sorties

On veut déterminer I'équilibre entre la demande et |'offre de certains biens. Dans le modéle
de production considéré, m = n usines produisent n produits différents. Elles doivent faire face
aune demande interne (I'entrée) nécessaire au fonctionnement propre des usines, ainsi qu'a une
demande externe (la sortie) provenant des consommateurs.

La principale hypothése du modéle de Leontieff (1930) ' est que le modéle de produc-
tion est linéaire, c'est a dire que la sortie est proportionnelle & I'entrée utilisée. Sous cette hy-
pothése, I'activité des usines est entiérement décrite par deux matrices : la matrice d'entrée
C=(gj)eR"™ ™ etlamatricedesortieP = (pj; ) eR"* ™. Le coefficient g (resp. pjj ) représente
la quantité du i®™€ bien absorbé (resp. produit) pour la j®™€ usine sur une période fixée. La
matrice A = P — C est appelée matrice d'entrée-sortie : un a;; positif (resp. négatif) désigne la
quantité du i®M€ bien produit (resp. absorbé) par 1aj®M€ usine. Enfin, on peut raisonnablement
supposer que le systéme de production satisfait alademande du marché, qu’'on peut représenter
par un vecteur b= (b ) €R" (vecteur delademandefinale). La composanteh représentelaquan-
tité du i®M€ bien absorbé sur le marché. L'équilibre est atteint lorsque le vecteur x = (x;) € R™

"Wassily Leontieff areen 1973 le prix Nobel d’'économie pour ses travaux
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représentant la production totale est égal a la demande totale, c'est a dire

Ax=b,o0A=P-C

512 Exemple 2 : Résolution d'un probléme de réseaux

Un réseau est un ensemble de nosuds P; et d’arétes E; j reliant certains de ces noauds:

— lignes électriques,

— canalisations d'eaux, égouts,...

Dans chaque aréte circule un fluide; a chaque nosud est associé un potentiel. L'intensité (ou
le débit) du fluide est proportionnelle a la différence de potentiel entre les deux extrémités de
I'aréte ol il circule ; c'est laloi d'Ohm pour les circuits électriques:

G = kij(u-u)

Une loi physique de conservation (de Kirchoff dans le cas électrique) impose un équilibre : la
somme algébrique des intensités en chaque noaud est égale ala valeur de la source (ou du puits)
qu'il figure.

Au nceud P, on adansle casdu circuit électrique :

S= qg;= kiju-uy)
] ]
Cette somme peut étre étendue aux ncauds adjacents de P, les équations d’équilibre s'écrivent :

S1 = kq2(us = uz) + kq,9(uq = ug)
0= kg 1(uz = uq)+ ko g(uz = Ug) + ko 7(Uz = U7) + ko 3(uz = U3)

0= kg, 1(ug = u1) + kg 2(ug = U2) + kg 7(ug — U7) + ko g(us — ug)
de sorte que |'équilibre du systéme est connu en résolvant le systémelinéaire

Au=S
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avec une matrice A dont les coefficients non nuls sont représentés ci-dessous par une étoile :

& *
* k Kk * &

® Ok K *

* % &
A= * F ok K
* K

® k% * % ok
* &
* & * ko

Le second membre est défini par ST = (S4,0,0,S4,0,S5,0,Ss,0).

3 Comment résoudre ces systemes

La premiere idée qui vient est de résoudre ce systéme en utilisant les formules de Cramer,
dites aussi "méthode des déterminants’. Ces formules fournissent une solution exacte du sys-

témelinéaire Ax = b dansR" avecx = (X1,X2,...Xn )T donnée par :

_detA®)
XZ T etA

ou A(l) désigne la matrice obtenue en substituant dans A lacolonnei par le second membre du
systeme.

Il y adonc N + 1 déterminants a calculer, donnés dans le cas général pour une matrice A
quelconque par :

det(A) = (0)31,0(1) X8 g(2)" "% 8y on)
oePy

ou P, désigne I'’ensemble des permutationsde {1,...n} qui compten! élémentset (o) est +10ou
-1, lasignature de la permutation. Le co(it du calcul d’un tel déterminant est donctel que:

c(n) ~ nx nl opérations élémentaires
et le colit global de la méthode est donc
C(n) ~nx (n— 1)l opérations

Lecolt dela rés.c?lution d’un systéme 100x 100 peut alors étre évalué par |la formule de Stirling

y
(n! ~ n"* ¥2g " 2m). Cela conduit & I'évaluation :

C(n) ~ 9.4x 1061

opérations élémentaires. Sur un ordinateur qui réalise 10° opérations flottantes par seconde (1
gigaflop), on devraattendre la solution pendant environ 3x 10'45 années!



52 Les systémes faciles a résoudre 71

5.2 Les systémes faciles a résoudre

Afin de construire des méthodes qui simplifient la résolution d'un systéme sans passer par
des calculs inappropriés pour une machine, voyons deux cas de systémes dont |a résolution est
simple a programmer.

521 Systemes diagonaux

3 A est une matrice diagonale, c'est adiresi

A= (ai.j )1£i,j£I'I aveca;li =0sii =j

le systéme Ax = best immeédiatement résolu du fait que

i
Xi = a“h

L'algorithme correspondant est donné par :

Algorithme : Matrice diagonale

{On suppose queAyx = 0}
Pour 1« 1 a4 n faire
x| < b/aj
FinPour

Lecolt est ¢(n) = n opérations élémentaires

5.2.2 Systéemes triangulaires

Lamatrice A d'un systéme triangulaire supérieur est telle que

A= (@) < aveca ) = 0sii>]
Comme A est inversible,
g i=0si1=isn
Le systéme s'écrit

a11X1+ apXo+ ...+ anpXp = by
BooXo+ ...+ AupXp =

I
S

annXn = by
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On le résout en remontant :

xpi =
an n

Xp-1 = (bh-1=@n-1nXn)/@n-1n-1

X1 = (by—auXe—...—ainXnp)/ a1

On obtient alorsla solution par un algorithme de substitution rétrograde, dit aussi simplement
agorithmede remontée:

Algorithme : Algorithme de remontée

Xp +bn/@ann
Pour i « n-1 a 1 par pas de -1 faire

n
Xi < b- ajx la

j=i+1

FinPour

Lecolt du caleul d'un Xk = b — &k k+ 1Xk+ 1~ ...~ 8k.nXn /8 x Se décomposeen :

— (n- k) additions,
— (n—- k) multiplications,

— 1division

Le colt total de remontée est doncde
S ,_n(n-1) n?

(n—-k)=n“- 5 "5 additions + multiplications
k=1

soit n? opérations élémentaires.

EXERCICE 5.1 Etablir I'agorithmederésalution d’un systémetriangulaireinférieur

5.3 Methodes directes

L'idée des méthodes directes est de remplacer |a résolution d’'un systéme du type Ax=b
dans lequel la matrice A est pleine, par un systéme ou plusieurs systémes plus facile(s) a ré-
soudre car creux (i.e. de matrice triangulaire ou diagonale). Le systéme diagonal serait idéal
puisque c'est a |a fois |le plus rapide et e moins coliteux a résoudre. Mais diagonaliser A, c'est
rechercher ses élémentspropreset déterminer P et D vérifiant A = PDP ™', L'idée est séduisante
mais malheureusement inapplicable car la recherche d'éléments propres est beaucoup plus dif-
ficile numeériquement que la résolution d’un systeme. L'alternative est donc de remplacer A par
le produit de deux matrices triangulaires, notées en général L et U, respectivement triangulaire
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inférieure et triangulaire supérieure. En effet on résout alors successivement deux systémes tri-

angulaires:

Ly=bpuisUx=y

dont lasolution x vérifie évidemment Ax = b. On vavoir dans ce qui suit comment on s’y prend

numeériguement.

5.3.1 Elimination de Gauss sans recherche de pivot

5311 Factorisation LU

Soit arésoudre le systéme : Trouver x €R" tel que

Ax=b

pour A eR"™" etb eR". On suppose que A est inversible.

Le but est de se ramener aun systéme triangulaire. On procéde par étapes:

Etape 1: Elimination del'inconnue x; deslignes2an

Sous I'hypothése que a11 = 0 on peut |'utiliser pour éliminer I'inconnue x4 deslignes 2 an.

Le terme aq1 est appelé pivot et on note pour la suite :

Lalignei devient alors:

aj1 aj1
Oxq1+ (aj2— —ap)xe+ ...+ (@n— —am)Xn=h- —
1 ( i2 m 12) 2 ( in m 1n) n h n1b1

ce quel'on écrit encore

™ = a1

aj1

ay Xot ...+ ai(ﬁ)xn = Iqm‘t{ > 1

en posant

S onposeaussi,pour1<j=<n

(2) =
ay’ =

on aobtenu le systéme équivalent :

1}

2 a1
a-,(g) a2~ a2

™
2 aiq
aly) = an- Tlan
(2) = - 31
b b Tr1b1

aj, M= £ne1b(12)=b1

A{Q}x = b{Q}
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avec
2) (2 2
7 o olf
AD = 0 ay ... ay,
0 a2 .. a2
On voit que
1 0. 0
— 21
m1
AR =pmMA caMD = C 0
D0
-2109... 01

Le systéme s'écrit alors
A =MMA etb@=MMNp
Tout se passe comme si on avait prémultiplié a gauche le systéme initial par M (1),
Etape k : Elimination de I'inconnue xi deslignesk+ 1an

On suppose que I'on a pu itérer |le procédé ci-dessus k - 1 fois, c'est que I'on n'a jamais
rencontré de pivot nul ;

Tri=ai(ii}=0pour1si£k—‘l

On obtient alors le systéme équivalent :

AK)y = p(k)
avec A'K) de laforme
k) _(k K
B
(K} -, k
0 322} : atzn)
: (k)
a33
A=z 'n“-@n M (5.1)
0 ... . 0l g o &,
0
A (K)
0 0 0
ou A (K) est une matrice carréed’ordren— k+ 1:
(k (K
akk) akn)
AR = : (5.2)

a . ol
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Comme précédemment, on doit effectuer une hypothése sur la valeur du pivot :
T = a(Ki) =0

On peut alorsintroduire la matrice

10. 0
01
) 0 1
M) = _aikjm

Tk
. 0"
: 0
)

00 - 0...01

(5.3)

Remarquons que 'inverse de M (K) est L (K):

10 .. 0
01
00 1
Lk = : af‘kjm. (5.4)
: =
. 0
; .0
al*)
00 ... m;" 0..01

Soit

AT = MO (K) g plk+1) = g () (k)

alors

A K+ )y = (k1)
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et
0 &V A
Rk
NG o '

0 .. .. o0&V L ak?

0
Alk+1)
0 0 0

ol A (k+1) est une matrice carréed’ordren—-k :

(k+1) (k+1)
A1kt -0 B 1n

Alk+1) = : :
(k+1) (k+1)

nke+ 1 a@nn

Aprés n-1étapes: S onitére n— 1fois, et si les pivots apparus sont tous non nuls, soit :

Tri=a§i”=0pour1sisn—1

on arrive au systéme triangulaire équivalent :

A(”)x = b(”)

avec

m * = *

O0m =«

AN =

0 ' O T
qui est inversible, si deplus

m=0

Bilan

S on appelleL lamatricetriangulaireinférieure avecdes 1sur ladiagonale, et LK) [amatrice
définieen (5.4)

L=LM... (=1

et U lamatrice triangulaire supérieure

U= A(”)
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ona

A=LU

On dit qu'on a effectué une factorisation de Gauss ou factorisation LU de A .

REMARQUE 5.3.1 |l est aussi possible avec |le méme algorithme d' dbtenir la factorisstion LU d'une
matricedeM ; (C), avecm = n, si les pivats qui gpparaissent sont non nuls.

5312 Coit delaméthode d’élimination de Gauss

On estime le colit de |'élimination de xi. Rappelons qu'a|'étape k — 1, on obtient la matrice

A donnée en (5.1) comportant le bloc A (k) donné par (5.2) :

(K) (k)
akk akn
Alk) = : :
k k
a0 ol

On construit tout d’abord M (k) donné par (5.3) donnée par

10... ... .......0
01 :
0 1
K) =
M()_ _aikjm
Ty
: 0"
: .0
it
0@ o B & e G 1

il faut pour celadiviser par le pivot sur n— k lignes. On effectuedoncn - k divisions.
On construit ensuite le produit A K+ 1) = M (K A (%) (puisque notre objectif est de déterminer
alafin A(™). Pour celail faut effectuer (n— k)? additions et multiplications.

Au total :
b 1 1. 1
(n-k)? = :—,’n(n— 1)(n- i) ~ Eadditionsatmultiplications,
k=1
" 1
(n—k) = zn(n—1)divisions
k=1 2

5313 Utilisation de la factorisation LU

Calcul de déterminant
Une utilisation delafactorisation LU est le calcul de déterminant de A : en effet, si A admet
une factorisation LU, on a
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detA = det(LU) = detL.detU

Or L est triangulaire a diagonale unité donc de déterminant 1, ce qui donne finalement

n
detA = detU = b
i=1

La factorisation LU permet donc de calculer le déterminant de A avec une complexité de

I'ordre de % additions et multiplications, au lieu de n! aveclaformule du déterminant |

Résolution de systémes linéaires

N'oublions pas notre objectif initial : résoudre un systeme linéaire. |l est clair que la factori-
sation LU permet de résoudre successivement deux systémestriangulaires:

Ly=bpuisUx=y

dont la solution x vérifieAx = b.
Au dela de ce point, si on dispose de plusieurs systémes linéaires de seconds membres dif-
férents mais de méme matrice A :

Ax=bjpouri=1,..l

il suffit de calculer une seule fois les matrices L et U et de les stocker. On peut alors effectuer
autant de descentes et de remontées qu’'on ade systémes pour lesrésoudre tous, sans pour autant
refaire la factorisation LU.

Pour | systémes arésoudre, lacomplexité est del'ordrede % + | .n%additions et multiplica-

tions plutét quel g

5314 Ellestockage

Pour unematrice detaille n, on remarque que le nombre de termes a connaitre pour disposer
des matrices L et U n'est que de n?, puisque |la diagonale unité de L n’est pas a stocker. De ce
fait on peut utiliser la place mémoire disponible dans A pour y enregistrer lestermesdel et U.

Cette remarque explique que |'algorithme qui suit "écrase" la matrice A par sa décomposi-
tionLU.

5315 Algorithme

La factorisation LU présentée au paragraphe (5.3.1.1) n'est pas implémentée selon |la méth-
ode décrite : il existe une algorithme permettant de calculer directement les termes des matrices
L et U. On notera dans I'algorithme ci-dessous que |'ordre de caclul des coefficients n’est pas
indifférent.

Voici I'algorithmeréalisant lafactorisation LU d'unematrice A et stockant cette factorisation
dans la place mémoire occupée par A : (lamatrice A est perdue, on dit qu'on écrase A ).
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Algorithme : Factorisation LU

Pour j «— 1 a n-1
Pour i « j+tl a n
A(i,]) =A(i,])/A(],]) //construction de la j—ieme colonne de L
Pour k « J+l a n
A(i, k) =A(i,k) -A(i,]) * A(j, k) //actualisation des n—j-1 dernieres lignes de A

_ FinPour

~FinPour
FinPour

5316 Exercice

ExERCICE 5.2 On considerela matrice deVandermonde
A = (aj)aveca = x{“1,i,j =1,..n

oll lesx; sont n absdisses distindes.

(1) Programmer |lafactorisation LU delamatrice A pour des vaeurs den comprises entre 10 & 60 par
pasde 10. On pourrautiliser des x; définispar x; = i, pouri = 1,...n.

(2) Calauler e représenter graphiguement le nombred' opérations effectuées.

(3) Retrouver I'ordre de complexitédelameéthode On pourra utiliser I'option delacommandeplot2d
logflag qui perme d afficher des échdles logarithmiques, ainsi que la commande reglin four-
nissant |les codffidents a & bdel’équation deladroitederégression linéaire appliquésa un nuagede
paints.

5317 CNS d'existence d’'une factorisation LU

PROPRIETE 5.3.1 Sait A unematricedeM 1, (C). Pour 1< p< n, on noteA lebloc

ay ap
A i anq ﬁ?p
K —
LamatriceA admet unefactorisation
A=LU

ol L est triangulaireinférieure avec des 1 sur ladiagonale & U est triangulaire supérieure g inversible
si e seulement si touslesblocs A, 1= p< n sont inversibles. Deplus, cettefatorisation est unique De,
plus, si A estrédle L & U lesont aussi.

On pourratrouver la démonstration détaillée de cerésultat dans[YA].
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5.3.1.8 Exercices
EXERCICE 5.3 Supposonsqu’on résdveAx = b avec
5-¢

3
2 db= 6
4 13

4

r

n
W=
oM |

(1) Déterminer pour quellesvaleursdeelamatrice A nesatisfait pasleshypothése du théoréme
ci-dessus.
(2) Pour quelles valeurs de £ cette matrice est-elle singuliére ?

(3) Est-il possible de calculer la factorisation dans ce cas ?

EXERCICE 5.4 Montrer quelafactorisation LU d'unematrice A peut &re utilisée pour caculer lama-
triceinverseA ~ 1. (On remarqueraquelaj-iéme cdonnedeA = verifielesystémelinéareAy; = ¢, g

éant lej-iéme vecteur delabasecanonique)

EXERcICE 5.5 Considéronslamatriceinversible

114051071 3
A= 2 2 20
3 6 4

(1) Effectuer lafactorisation LU deA al'aidedu programmedel’ exercice.
(2) Cdeuler lerésidu A — LU, & montrer qu'il verifie:

000
A-LU= 000
004
(3) Quepeut-on en condure?
(4) Comparez lerésultat que vous obtenez avec odui fourni par sdlab avec laroutine 1u. Anaysez la
différence

EXERCICE 5.6 Sait lamatriceA € R"*". On définit lamatriceB = [A | ] eR"™ 2" o, lamatrice
identité
Pour calculer I'inversede A on éablit I'algorithme suivant
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Algorithme: InverMat

Pour j « 1 a n
Pour i «— 1 & n
]

£k a n s i
SBE (), k) = BEEWBE)

s lan o i
B’ (1,k) = B(i,k) — B(1,3) * B' (], k)
_FinPour
FinsSi
B+ B’
. FinPour
FinPour

(1) Montrer quele résultat est équivalent & multiplier & gauche B par une suite de matrices C(") que
vous calaulerez.
(2) Montrer qu'a la fin de |'dgorithme les n premiéres coonnes de la matrice B forment la matrice

identitél ;.
(3) En déduirequelesn derniéres colonnesdeB forment A~ 1,
242
(4) Application: A= 103 enutilisant lesprogranme inverMat
312

5.4 Méthode de Cholesky

Dans le cas oll lamatrice A est hermitienne et définie positive, on peut toujours effectuer la
factorisation décrite ci-dessus. de plus, on peut trouver une factorisation du type A = LL" moins
gourmande en place mémoire,

541 Existence de la factorisation

THEOREME 5.4.1 Si A est hamitienne &t définiepositive dors A admet uneuniquefactorisation LU
ol L est triangulaireinférieureavec des 1 sur ladiagonaeet U est triangulairesupérieured inversible

DEMONSTRATION. S A est hermitienneet définiepositive, sesblocsAp, 1= p< n (voir théoréme
ci-dessus) le sont aussi, et on peut donc appliquer le théoréme.

THEOREME 5.4.2 Si A est hermitienned définiepositive alorsil existeuneuniquematriceL triangu-
laireinférieured inversible avec des codffidents positifs sur ladiagonadetdieque

A=LL"

Cette factorisation porte le nom de Chdesky ( cdone del'armee de Ngpdéon). Deplussi A et redlg
symériquee definiepositive, L est rédle

On pourratrouver la démonstration dans[YA].
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REMARQUE 5.4.1 1l est important dencter queles matrices L dans les factorisation LU e de Cholesky
sont différentes.

542 Algorithme

Algorithme: Algorithme de Cholesky

L(1,1) « A(1,1) // Construction de |41
Pour i« 2an
Pour j+« 1 a i-1
L(ij) — g AlLI)- L AL(.K) *x L(j k)
FinPour
L(i,i)« a(i,i)— k=1i—1L2(i,k)
FinPour

172

543 Complexité

5.5

On montre facilement que |'on effectue :

— % additions + multiplications
— 3n(n- 1) divisions

— n évaluations de racines carrées.

REMARQUE 5.4.2 Lintéré& de la méthode de Cholesky réside dans le fait qu'dle demande une place
mémairedeux fasinférieureaceledela factorisation LU, puisqu'on nestockequel & quesacomplexité
est aussi deux fois moindre

Elimination de Gauss avec recherche de pivot partiel

La méthode de Gauss peut-étre bloquée si on tombe sur un pivot nul. C’est pour celaqu’a
été mise au point la méthode dite de Gauss avec pivotage partiel . Elle consiste a échanger les
lignes du systéme lorsqu’'on tombe sur un pivot nul, ce qui permet de continuer sans probléme.

Elle repose sur I'utilisation de matrices de permutation, dont on rappelle ci-dessous |a défi-
nition:

DEFINITION 5.5.1 On gppelle permutation de{1,...,n} unebijection de{1,...,n} sur {1,...,n}.

DEFINITION 5.5.2 Soit o unepermutation de{1,...,n}, on assodeaoc unematriceP ditedepermutation
d'ordren par

Pij = Qi)



5.5 Elimination de Gauss avec recherche de pivot partiel a3

cest adire

1€ = o(i)

0sij = a(i)

Les matrices de permutation ont des propriétés intéressantes, qui font que leur utilisation

pour effectuer les pivotages conduit au résultat suivant

THEOREME 5.5.1 Sdit A € M 1, (R), inversible Alorsil existe:

— unematricede permutation P,
— unematricetriangulareinférieurel , avecdes 1 sur ladiagonae,

— unematricetriangulairesupérieureU inversible

tdlesque
PA = LU

REMARQUE 5.5.1 Lepivdtage partiel nesert pas seulement a garantir I'cbtention d'une factorisation.
|| garantit aussi une meilleure stabilité que cdlle dbtenue par la méthode LU dans le cas de matrices mal
conditionnées. On pourras’en convaincreen examinant lecasdu systémeA x = b, constituédelamatrice
A

_ 10791
A= 1 1
& du second membreb :
1
b= 5
Sa sdution est
1 1-21079

X= [1!1]

1-10-9" 1-10"°9

Si on lerésout sur unemachine a 8 chiffres significatifs, lafactorisation calculée est

_ 1009 1 _ 1.0
U= "5 109 &L= 494
cequi donnelasdution
x=1[0,1]
Si on utilisele pivotage partid, on dbtient :
_ 11 _ 10
U= 01 9L= 4094
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cequi donnelasdution

x=[1,1]

En exploitant cette remarque, on aboutit a la méthode de Gauss dite de pivat maxima. Elle
consiste a prendre, a chaque étape, comme pivot I'élément diagonal qui est le plus grand en
valeur absolue afin de limiter les erreursd’arrondi inévitables dues a un résultat dedivision trop
faible (pertes de chiffres significatifs).

EN SUBSTANCE

» La factorisation LU d'une matrice A consiste a calculer une matrice tri-
angulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telles que

A=LU.
» Lafactorisation LU, quand elle existe, n'est pas unique. Cependant, on peut
larendre unique en se donnant des conditions supplémentaires, par exem-

ple en fixant les valeurs des éléments diagonaux de L a 1. Ceci s'appelle
factorisation de Gauss.

» Lafactorisation de Gauss existe et est unique si et seulement si les mineurs
principaux de A d'ordre 1a n— 1sont non nuls (autrement, au moins un
pivot est nul).

* Quand on trouve un pivot nul, un nouveau pivot peut étre obtenu en
échangeant des lignes (ou colonnes) convenablement choisies. C'est la
stratégie du pivot.

« Le calcul de la factorisation de Gauss nécessite de I'ordre de 2n3/ 3 opéra-
tions en général, et seulement de I'ordre de n opérations dans le cas d'un
systéme tridiagonal.

» Pour les amtrices symétriques définies positives, on peut utiliser la factori-
sation de Cholesky A = HH T, ou H est une matrice triangulaire inférieure.
Le colt de calcul est de I'ordre de n%/ 3 opérations.
La sensibilité du résultat aux perturbations des données dépend du con-
ditionnement de la matrice du systéme : la solution calculée peut étre im-
précise quand la matrice est mal conditionnée.
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[AH1]Analyse numérique matricielle, Cours de 3éme année, Alain Huard, téléchargeable a
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[AH2]Analyse numérique des grands problémes linéaires, Cours de 4éme année, Alain
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Pour laredaction de ce chapitre, nous nous sommes fortement
inspirésdu livrede A. Quarteroni e al. [QSS] citéen bibliographie.

6.1 Introduction

Une méthode itérative consiste a construire une suite de vecteurs x(@ x(" ... x®) .. qui
convergera vers la solution du systéme linéaire Ax = b a résoudre. La notion de convergence
de cette suite est traitée grace aux normes vectorielles qui ont été abordées dans le chapitre
precedent. Les conditions de convergence de ces méthodes vont requerir I'emploi de majorations
faisant appel aux normes matricielles, également abordées dans le chapitre précédent.

Les méthodes itératives donnent en théorie, la solution x d’'un systéme linéaire aprés un
nombre fini d'itérations. A chaque pas, elles nécessitent le calcul du résidu du systéme, qui
permet de décider quand on estime avoir atteint |a solution espérée. Dans |e cas d'une matrice
pleine, leur colit est donc de I'ordre de n? opérations & chaque itération, alors que le co(it des
méthodes directes est, en tout et pour tout, de'ordre de 2/ 3n®. Les méthodes itératives peuvent
devenir competitives si elles convergent en un nombre d’itérations indépendant de n, ou crois-
sant sous-linéairement avec n. Elles sont utilisées soit pour la résolution de systémes linéaires

87
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de grande taille, soit lorsqu'on dispose d'une solution approchée du systéme que I'on désire

améliorer.
Il est & noter que les méthodes itératives sont sensibles au conditionnement de la matrice du

systéme, et quel’'on peut donc étre amené a utiliser destechniques de préconditionnement, telles
gue vues au chapitre précédent.

Convergence des méthodes itératives

L'idée de base des méthodes itératives est de construire une suite convergente de vecteurs

x(K) telle que

x=lim x® (6.1)

Kt =
ol x est lasolution de
Ax=b (6.2)

En pratique, le calcul devrait étre interrompu alapremiéreitération n pour laquelle x(M -x <

g, 0l e est unetolérancefixéeet . unenormevectorielle donnée. Mais comme la solution exacte
n'est évidemment pas connue, il faudra trouver un critére d'arrét plus commode (voir section
6.4).

Considérons pour commencer les méthodes itératives de laforme:

x(® donné

x(k+ 1) =BxK 4+ f; k=20 (63)

ol B désigne une matrice carrée n x n appelée matriced'itération et ol f est un vecteur dépendant
deb (second membre du systéeme a résoudre).

DEFINITION 6.2.1 Uneméhodeitérativedelaforme(6.3) est diteconsistanteavec (6.2) s f & B sont
tdsquex = Bx + f, x éant lasolution de(6.2), ou defagon équivalente si f & B satisfont :

f=(-B)A" b

S on note
elk) = x(K) — (6.4)

I'erreur & I'itération k, la condition (8.1) revient ék lim &%) = 0 pour toute valeur initiale x(®).
st

REMARQUE 6.2.1 Laseulepropriétédeconsistance nesuffit pas aassurer laconvergenced une méthode
iterative, commelemontrel'exemple suivant :

EXEMPLE 6.2.1 On veut résoudrelesystémelinéaire2l x = b aveclamehodeiterative

Wk 5 kkip



6.2 Convergence des méthodes itératives a9

qui est dairement consistante Cettesuiten’est pas convergente pour unedonnéeinitiaearbitraire Si par
exemplex(®) = 0, lam&hodedonnex (k) = 0, x(%%* 1) = b: k= 0,1,...
En revanchesi x(? = Jb laméhodeest convergente

THEOREME 6.2.1 Si laméthode (6.3) est consistante, la suitede vecteurs x(K) de (6.3) convergeversla
solution de(6.2) pour toutedonnéesinitialex(? si & seulement si p(B) < 1.

D’aprés (6.4), et grace a I’hypothése de consistance, on ae** 1) = Belk) d'ou

elk* 1) = Bkel®: w=10,1,... (6.5)
Il en résultedoncque lim_ B¥el® = 0 pour tout e!® si et seulement si p(B) < 1.
Réciproquement, supposons que p(B) > 1, alorsil existe au moins une valeur propre A(B)

de module plus grand que 1. Soit (%) un vecteur propre associé aA, alors Be!? = Ael®). Comme

|A| > 1, e%) ne peut pastendre vers 0 quand k — + =

REMARQUE 6.2.2 On adgavu que pour unetoérancefixéeauss petitequel’on veut, il existetoujours
unenormematricidletdlequelanormedune matrice A soit arbitrairement proche du rayon spectral de
A . Depluson atoujoursp(A )= A . Lacondition deconvergencep(B ) < 1 entrainedoncimmediate-
ment quelacondition B < 1, pour unenormematricielle consistantearbitraire est suffisante pour que
laméthode converge

Il est raisonnable de penser que |a convergence est d'autant plus rapide que p(B) est petit.
Uneestimation dep(B ) peut doncfournir unebonneindication sur laconvergencedel’algorithme.

En effet |e théoréme suivant (cf. [SB]) établit une relation entre I'erreur de la solution obtenue
apresk itération et le rayon spectral :

THEOREME 6.2.2 Pour laméthode(6.3) leserraursel®) = x(K) — x satisfont &

l ol B
sU Im su =
e[mfok_’w ) p(B)

Lesitérations définies en (6.3) sont un cas particulier des méthodes itératives de la forme

x(0)

fo(A,b)

x(M D = £ (x (M x (M1 x(M"M) A b) pournz m

ol les f; sont des fonctions et les x(™), ... x(") des vecteurs donnés. Le nombre de pas dont
dépend l'itération courante (ici m+ 1) s'appelle ordre de la méthode S les fonctions f; sont in-
dépendantes de i, la méthode est dite stationnaire Elle est instationnaire dans le cas contraire.
Enfin, si f; dépend lindairement de x(9,..x(™) |a méthode est dite lindaire, autrement elle est
non linéaire

Au regard de ces définitions, les algorithmes considereés jusqu’a présent sont donc des méth-
odes itératives linéaires, stationnaires du premier ordre.
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6.3 Méthodes itératives linéaires

Une technique générale pour définir une méthode itérative linéaire consistante est basée sur
la décomposition de A, aussi appelée splitting, souslaforme A = P - N, ol P est une matrice
inversible.

On sedonnex!? et on calcule x{*) pour k = 1, en résolvant le systéme

Px 0= Nx®+b: k=0 6.1)

Selon le formalisme introduit en (6.3), on peut écrire la matrice d’itération B = P~ 'N, et

f = P~ 'b puisqu’on peut écrire de fagon équivalente (6.1) comme
x(K* 1 = p~INx® 4 P~ Tb; k2 0

On peut aussi écrire

xr D = x4 p=1rk); k2 0 (6.2)
ou
P~k = p=1p+ P~ INx(K) - x(K)
=P b+ (PT'N-1)x¥
=P 1 b+ (N-P)xK
=P ! b-Ax®
donc
r0) = p-AxK (6.3)

r(k) désigne le résidu a I'itération k. La relation (6.2) montre qu'on doit résoudre un systéme
linéaire de matrice P & chaque itération. En plus d'étre inversible, P doit donc étre facile a in-
verser afin de minimiser le co(it de calcul. On peut d'ailleurs remarquer quesiP=A et N = 0,
la méthode (6.2) converge en uneitération et est équivalente a une méthode directe.

Deux résultats garantissent |a convergence de (6.2) sous des hypothéses convenables con-
cernant le splitting de A,

THEOREME 6.3.1 Soit A= P - N, avec A & P symétriques définies positives. Si la matrice 2P - A
est définie pesitive, alors laméthode (6.2) est convergentepour toutedonnéeinitiaex (9 et

P(B)= B o= B p<1
Deplus, laconvergenceest monctonepour lesnormes . & . 4, i.e

e+l < oK) g glk¥1) < oK) =01, .
P P A

THEOREME 6.3.2 Soit A = P - N avec A symérique definie pesitive Si lamatriceP+ P - A est
definie positive, alors P est inversible la méthode itérative (6.2) converge de maniere monctone pour la
nome . ,e&pB)s B 5, <1
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6.3.1 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

On rappellequel’on veut résoudrele systémelinéaire Ax = b, danslequel A est unematrice
carrée. Pour celaon décompose A souslaformeA =M - N.AlorsAx=b s Mx=Nx+b. S
M est une matrice réguliére (i.e. inversible) on définit laméthode itérative par :

Mx(k+1}=NX(K)+b@X(k+1)=M_1Nx(k)+ M—1b (64)

REMARQUE 6.3.1 Cette farmulation est bien consistante puisque sa solution x* vérifie (si dle existe)
x*=M~INx"+M~Tb. Or ced équivaut aM x*' = Nx"+b & (M- N)x*=b & Ax" = b doncx*
est levecteur solution du systémeinitial. On dit aussi qu'il s'agit d'un problémedepaint fixe

6.31.1 Methodes non relaxées

Lamatrice A peut s'écrireaussiA = D -E-F =D + L + U (choix dépendant des auteurs),
ou D est ladiagonalede A, - E = L sapartietriangulaireinférieureet —-F = U sapartietriangu-

laire supérieure,ie : A = D = D
=B L
La décomposition sous laforme A = M — N doit étre établie a partir de celle sous la forme
A=D-E-F=D+L+U:suivant lesmatricesD,E etF (ouD, L et U)quel'on associedans
M et N on obtient les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et Richardson :

Décomposition MatriceM ~ 'N de (6.4) Description d’une itération

. Méthode A=M_ N

: | - | _
Jacobi A= D —(E+F) | ITM N=DEF) | oyt 2 @ p® b

_ | M N | _ _
GaussSeidel A=(D-E)- F [ G=M 'N=( E)'F | (D Ex®N=Fx®+p

_ _ M N | ;
Richardson A= 1 —(1-A) R=M"TN=1-A x® U= aAx®+p

M N

S on utilise la décomposition A = D+ L + U, on pour les méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel |e tableau suivant

| Décomposition

Méthode A-M-N . MatriceM = 'N de(6.4) . Description d’une itération
| Jacobi A=D -(L+U) | J=M"IN=-D TL+U) | Dx®*=_(L+ux®+p |
_ _ M N | _
GaussSeidel A=(D+L)- U | G=M N=(@+L) U | O+LxkT=uxKl+p
M N

Ladescription desitérations est directement liée ala formulation (6.4) et peut étreretrouvée
facilement.

REMARQUE 6.3.2 Laméhode deRichardson est id donnée pour mémoirecar dlen'aquepeu dintéré
numerique Celaest natamment di au fait quelerayon spectra delamatriced'itération, R, n'est pastres
bon en gén&rd.
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6.3.1.2 Methodes relaxees
Des performances des méthodes non relaxees, parfois peu satisfaisantes, a rapidement de-
coulé I'émergence de méthodes plus efficaces, dites rdaxéss. L'idée de base est assez simple: Ces
méthodes consistent a reprendre les différents choix du paragraphe précédent en pondérant par
un facteur w(ou p suivant les auteurs) les facteurs de (6.4). On remplace |'itéré calculé selon I'une

des méthodes précédentes (xk* 1) dans (6.5)) par x(k* 1) qui fait intervenir x(¥) vialaformule
x KD = oD 4 (1= w)x (k) (6.5)

On utilise en fait une combinaison convexe de I'itéré au rang k et de I'itéré au rang k+ 1 pour
minimiser les risques de divergence ou d'oscillation.
Chaque méthode vue au paragraphe précédent peut étre relaxee, on obtient alors:

| Méthoderelaxée | Description d'uneitération

| Jacobi relaxé x® N 1w+ D E+F) X+ wD T

| Gauss-Seidel relaxe  x** = (D )T (L )p+F x®+ D - wE) b

| Richardsonrelaxé | x™* 1= (1 o)x® + ol - Ax® + wb = (1 - wAX® + ub |

De méme pour la décomposition A = D + L+ U, on aletableau suivant:

_ Méthode relaxée Description d'uneitération
 Jacobi relaxé xFN = (o x® - w Ly Ux™rwd™ e _ _
Gauss-Seidel relaxé | x5 = (1— w1+ wD " L) %MW -l + wd L) "D TUx® + WD - wE)y D" b
S on considére |'exemple de la méthode de Jacobi, pour lequel la i— éme composante de

I'itéré x(X* 1) est obtenue par :

n
,{;KHJ:% b - ax® ci=1,...,n (6.6)
1
J=1]=1

on obtient ainsi facilement lai— éme composantede'itéré x(k* 1) dela méthode de Jacobi relaxse,
en appliquant latechnique de pondération expliquée ci-dessus:

n
o b- apx + (1-wx{Vii=1...,n (6.7)
4 j=1j=i

w
XKt = @

La littérature abonde en dénominations variées pour les méthodes de relaxation, signifiant
parfois toutes la méme chose. Ainsi la méthode de Jacobi relaxée est parfois dite méhode de sur-
relaxation, ou méthode JOR, pour Jacohi over rdaxation.

REMARQUE 6.3.3 || faut noter quela méhode de Jacobi rdaxée est consistante pour w= 0 & que pour
w= 1, dlecdindde avec |a méthode de Jacobi.

S on considére maintenant le cas de |la méthode de Gauss-Seidel, pour lequel |a iéme com-

posante de I'itéré x(K* 1) est obtenue par :

i—1 n
xi““”=a—1_ b= e T- a;x i=1,.n (6.8)
il
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on obtient ainsi facilement la iéme composante de I'itéré x(k* 1) de la méthode de Gauss-Seidel
relaxee, en appliquant la technique de pondération expliguée ci-dessus :

=1 n
w
X+ = z h-  a xi{K+1) -
! i=1 j=i+1

ajx{ +(1-wx{i=1,...n (6.9)

Cette méthode est aussi qualifiée de méthode de sur-relaxation successive ou méthode SOR
(pour successive over relaxation)

REMARQUE 6.3.4 || faut noter que la méthode de Gauss-Seidd relaxée est consistante pour w= 0 &
que pour w= 1, dle cdincide avec la méthode de Gauss-Sddd. Si w €]0, 1[, la méthode est dite de sous-
relaxation, par contresi w> 1, dleest quaifiée de sur-reaxation.

Résultats de convergence pour les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Il existe des cas ou |'on peut établir des résultats de convergence a priori pour les méthodes
examinées ala section précédente. Voici deux résultats dans ce sens:

THEOREME 6.3.3 Si A est unematricea diagonale strictement dominante, |es méthodes de Jacohi & de
Gauss-Seidd sont convergentes.

THEOREME6.3.4 Si A & 2D - A sont symétriques definies positives, dors la methode de Jacobi est
convergenteet p(J)= J o= J ;.

Dans |e cas de |la méthode de Jacobi relaxée, on peut se passer de la condition sur 2D - A ;

THEOREME 6.3.5 Quand A est symétriquedéfinie positive, la méthode de Jacohi re axée est convergente
siD< w<2p(D~'A)

En ce qui concerne la méthode de Gauss-Seidel, on ale résultat suivant :

THEOREME 6.3.6 Quand A est symérique definie positive, |a méthode de Gauss-Seidd converge de
maniéremonctonepour lanorme ., .

Enfin, si la matrice A est tridiagonale symétrique définie positive, on peut montrer que la
méthode de Jacobi est convergente et que

p(G) = P°(Y)

oli G et J représentent respectivement les matrices d'itérations de la méthode de Gauss-Seidel et
de celle de Jacobi.
Dans ce cas, la méthode de Gauss-Seidel converge plus rapidement que celle de Jacobi.
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6.3.3

Lalittérature regorge de résultats de convergence établis sur des familles de matrices corre-
spondant souvent a |la résolution d'équations aux deérivees partielles provenant de la physique.
Il serait trop long de les citer ou méme de les répertorier toutes. Il faut retenir que dans le cas
genéral de matrices quelconques, il n’existe pas derésultat assurant de la convergence des méth-
odes précitées. Démontrer |a convergence pour une matrice ne vérifiant pas des propriétés clas-
siques peut donc devenir trés technique, mais appliquer la méthode itérative sans s'étre assure
de la convergence peut aussi étre assez risqué...

L'exemple ci-dessous montre que I'on ne peut tirer aucune conclusion apriori sur laconver-
gence des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel.

EXEmMPLE 6.3.1 Considéronslessytemes 3% 3delaformeAx = b;. On chaisit b; demaniéreaceque
lasdution du systéme sait levecteur unité et lesmatrices A ; sont donnéss par :

304 -33-6
A= T 42 Ay= -47-8
-112 57-9
4 1 1 7 6 9
Aa= 2-90 Ag= 4 5 -4
0-8-6 -7-3 8

On peut verifier que la méthode de Jacobi ne converge pas pour A 1 (p(J) = 1.33), contrairement a celle
de Gauss-Seidd. C'est exactement le contrairequi seproduit pour A »(p(G) = 1.1). Laméthode de Jacobi
converge plus lentement que cdle de Gauss-Seidd pour la matrice Az (p(J) = 0.44 & p(G) = 0.018),
aors quelalaméthode de Jacohi est plus rapidepour A 4 (p(J) = 0.64 & p(G) = 0.77).

Concluons par un dernier résultat :

THEOREME 6.3.7 Si laméthode de Jacobi convergeaors laméthode JOR convergepour 0< w< 1.

Reésultats de convergence pour la méthode de relaxation

Lorsque rien n'est précisé par ailleurs, laméthode diet de relaxation est celle de Guass-Seidel

relaxée.
Sans hypothése particuliére sur A, on peut déterminer les valeurs de w pour lesquelles la

méthode SOR ne peut pas converger :

THEOREME 6.3.8 Onap(G,)z |w- 1|, W € R. La méhode SOR diverge donc pour tout w= 0 ocu
w= 2

Notons que du tableau donné en section (6.3.1.2) on déduit que la matrice d’itération de la
methode relaxeée est donnée par :

D

Gy = (E—E)‘T (&]*1)D+F (6.10)
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quel'on peut aussi exprimer sous |a forme équivalente:
Gm=uD“(I—uD‘1E)‘1% (1-wl+wb~'F (6.11)

soit

Gu=(l-w "E)"" (1-wl+uwD 'F (6.12)

S {A;} désignel’ensemble des valeurs propres de la matrice d'itération de SOR, alors

n
A =det (1-wl+wD™ 'F = [1-w"
i=1
Par consequent, au moins une valeur propre A; est telle que |Aj| = |[1- w]. Pour avoir conver-
gence, il est doncnécessaireque|1- wj < 1, cest adireque0< w< 2.
S on suppose A symétrique définie positive, la condition nécessaire 0 < w< 2 devient suff-
isante pour avoir convergence. On aen effet |e résultat suivant :

THEOREME 6.3.9 (Propri¢téd Ostrowski)
Si A est symétriquedéiniepositive alors|laméthode SOR converges et seulement si 0< w< 2. Deplus
sa convergence est monotone pour lanorme ., .

Enfin :

THEOREME 6.3.10 Si A est adiagonadedominantestricte dorslaméhodeSOR convergesi 0< ws 1.

Les résultats ci-dessus montrent que SOR converge plus ou moins vite selon le choix du
paramétre de relaxation w. On ne peut donner de réponse satisfaisante a la question du choix du
paramétre optimal w pour lequel le taux de convergence est le plus grand, que dans le cas de
matrices particuliéres. On pourra consulter les ouvrages cités en référence pour plus de détails.

Test d'arrét

Dans cette section, nous abordons |le probléme de |'estimation de I'erreur induite par une
méthode itérative (au sens défini dans (6.4)). En particulier, on cherche & évaluer le nombre
d'itérations ki, nécessaire pour que la norme de |'erreur divisée par celle de I'erreur initiale
soir inférieur aun & fixé.

En pratique, une estimation a priori de ki, peut étre obtenue a partir de (6.3) qui donnela

vitessealaquelle e*) — 0quand k tend vers!'infini. D’aprés (6.5) on obtient :

o)

k
ST -
el0) ~ B
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Ainsi Bf donne une estimation du facteur de réduction de la norme de I'erreur aprés k

itérations. Typiquement, on poursuit lesitérations jusqu'a ce que
ekl < @ avece< 1 (6.1)

Des considerations sur les propriétés des matrices d’itérations et les normes, conduisent a établir
que

_ log(e)
Kmin R(B) (6.2)

ol R(B) est le taux de convergence asymptotique défini par
R(B) = - logp(B)

Cette derniére estimation est plutét optimiste, mais elle présente en plus le désavantage de
nécessiter le calcul de p(B ), qui peut constituer un probléme en lui-méme.

De cefait, plutét que des estimations apriori du nombre d’itérations nécessaires, on préfére
en général utiliser un indicateur facilement évaluable au cours des itérations. On donne ci-aprés
deux exemples.

6.4.1 Un test d'arrét base sur l'increment

D’apréslarelation de récurrence sur I'erreur e(** ) = Be®) ona
ekt < B ek (6.3)

En utilisant |arelation de récurrence sur I’erreur,on a:

e(k+ 1) = (k)
=B e(K}q. e(k+1)— e(K+1)

=B e{k+1)+x(kJ—x—x(k+1)+x
BE{K+‘I}_ B x(k+1)—x(k)
d'oll

ek+1) < B elk+ 1) 4 (k1) _ 4 (K)
et donc

x—xk*1 < —1_BB x (K1) = x(K) (6.4)

En particulier, en prenant k = 0 dans (6.4) et en appliquant la formule de récurrence (6.3) on
obtient aussi I'inégalité :

(k+ 1) B ' h_,
x—x*1 <« =  ylh_x
1- B

qu’on peut utiliser pour estimer le nombre d'itérations nécessaires a satisfairelacondition ek*1 <

€, pour une tolérance £ donnée.
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En pratique, on peut estimer B commesuit : puisque
xEFT) _y(K) = = oy (K1) (K) = B x(K) = y(k=1)

laquantitée B est minoreepar

ol
Bsq = x{KED - x(K)

Enremplacant B parc, lemembrededroitede (6.4) suggéred’utiliser I'indicateur suivant pour

elk+1)

¥+1
(k+1) =
&~ O+ 1 (62)

Il faut prendre garde au fait qu’avec|'approximation utiliséepour B ,on nepeut pasvoir (K*1)

comme un majorant de elk* 1)  Néanmoins (**71) fournit souvent une indication raisonnable

du comportement del'erreur.
Tests d'arrét fondés sur le résidu

Un autrecritéred’arrét consiste atester si r(K) < ¢, pour unetolérance ¢ fixée. Comme

x-x®) = A~Tp-x(K) = A1) < A1 (K < A-1 ¢

o]
A1

on doit prendree < pour que |'erreur soit inférieurea &

Il est en général plus judicieux de considérer un résidu normalisé : on interrompt les itéra-
tionsquand r(®) / r(® < egoubienquand r(X) / b < e(cequicorrespond au choix x(® =
0). Dans cedernier cas, letest d’arrét fournit le contréle suivant de I'erreur relative

x—x(k) A_1 r(k} r(k)

< < K(A)

<
X X b KA

On retrouve I'influence du conditionnement de |la matrice du systéme, qui méme si la tolérance
est faible, pour entrainer une erreur importante sur la solution. Avec |a technique de précondi-
tionnement par une matrice P, le critéere précédent devient

P 1r(K)
e
P 1r(0)

ce qui permet de s'affranchir del'influence du conditionnement.
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En plus, dans[CB] est donné la majoration suivante pour lerésidu :

avecK = |-CA ouC-=

x=x® <~

x(K) = x(k=1)

1-K

D, si méthode de Jacobi
(D+L) ! si méthode de Gauss-Seidel

En conclusion et au dela destestsd’arrét, il y a deux possibilités pour arréter un algorithme
itératif de résolution d'un systéme d’équations:

(1) Dépassement du’un nombre d’itérations defini d’avance, et

(2) leresidu devient inférieure a un seuil défini d'avance.

6.5 Exercices

EXERCICE 6.1 Soent A eR? 2 e b e R?, Lasdution du systémeA x = b sinterpréegomériquement
comme lepaint d'intersection dedeux droites

(D1) @ anxq+ anx2 = by

(D2) : apixq+apx2=b

On supposequeai & aps sont non nuls,

(1) Calculer les matrices d'itération des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel associées & ce

systéme.

(2) Calculer lesrayons spectraux de ces matrices. Que remarque-t-on ?

(3) Calculer les rayons spectraux des matrices d'itération des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel associées au systéeme obtenu en permutant les équations ci-dessus.

EXERCICEB.2 (1) Interpréter géomériquement les méthodes de Jacobi & de Gauss-Sedd gppliquéss a
Ax = b. Pour cettederniére on noteraquelevedteur xy. 1 € R? est sdution du systémetriangulaire

EXERCICE 6.3 Soent

a11Xg+ 1,1+ @12Xg 2 = by
@1Xk+ 1,1+ A2Xk+12= b

1 0 -14-1/4

0 1 —-14-14 o K
-1/4-14 1 0 Kl
-14-14 0 1

o
]

M —
PR P VPN (et ¥
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(1) Calculer les matrices d'itération des méthodes de Jaocohi, Gauss-Seidd e de rdaxation assodées a
A.Onlesnoteral, G & G,.

(2) Donner I'expression en fonction dek,b & K desitérés delarésdution du systéme par |la méthode
de Jacohi e de Gauss-Seidd quand lepaint initia est I'origine |1 est recommandé detirer parti dela
structure par blocs delamatrica

(3) Caleuler lesrayons spectraux deJ & G.
(a) Montrer quesi A est valeur proprede G, dorsh = 1— wou bien A est racinedel’&uation

A= 2(1-w)+ % A+ (1-w)?=0

(b) Calculer p(Gy,) en distinguant les cas ol les racines de |'équation précedente sont rédles ou
non.
(c) Trouver lavaeur dewaqui rend p(G,) minimum.
EXERCICE6.4 SdtaesRd
laa
A= ala
aal
Montrer queA est symériqueddiniepositivesi & seulement s —1/2< a < 1 & quelameéhode de Jacohi
converges & saulementsi—1/2< a< 1/2
EXERCICE 6.5 Considéronslesystémed équations linéaires
Ax=b
Pour larésaution on gpplique uneméhodeitérative

x(0) e R
Px(k+1) = Nx(k)+b

avecA=P-Ndp P 'N <1
A causedes erreurs decalcul on apour lasdution itérative

(P+APk+q) x(k+ 1)= Nx(k)+ b+ Abg

ol on anatépar x lareprésentation machinedex, ¢ est-a-direle nombre-machinem (x).

(1) Montrer que
P x(k+1)= Nx(k)+ b~ dg
e evauer dy.
(2) Supposonsquex (0) = x (0). Montrer que
K

x(k+ )= PN ““'x0+ P IN'P (b-d )
I=0
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(3) Posons APki1 <c P ,&=c¢( P x(k+1) + N x(k) + b ),dol d¢ =< &.Consid-
eonsx’ lepant fixeet soit e(k+ 1) = x* — x (k) I'erreur delasdution caculésa chaqueitération
par rapport alavraesdution. Montrer que

k

ek+1) = PN ““Te(0) + P-IN'P1 5_,
I=0

K K
4) Posons®=sup %) g ¢(A)=argmin - P-IN'pP-1 - P-IN'P-120 .Re
x
K I=0 =0

k
marquons quenousavons P~ 'N 'P~1 A"1 caA=P-N=A=P |-P~'N dal
=0
p-1=  p-IN 'p-1,
1=0

A= |-P N '

Caauler e(k+1) .
(5) Cdculer e(k+ 1) pour I'itération de Jacchi.
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Dans I'esprit des méthodes itératives construites au chapitre précédent, consistant comme
on I'adit en une suitede vecteursx (9 x(" ... x(®) .. qui convergeraverslasolution du systéme
linéaire Ax = b a résoudre, on a cherché a construire des méthodes plus efficaces. En effet, au
siécle dernier sont apparus des moyens de calcul permettant d’envisager la résolution de prob-
lémes liés a la physique, notamment par discrétisation d'équations aux dérivees partielles, dans
des domaines aussi variés que |'aéronautique, la météorologie ou la médecine. On en verra un
exemple dans la premiére partie de ce chapitre, qui justifie notamment des inconvénients des
méthodes vues au chapitre consacré aux méthodes directes, et ayant nécessité des progrésen la
matiére.

Pour autant, les progres effectués dans le domaine ne doivent pas faire oublier au lecteur
que les méthodes directes restent dans certains cas intéressantes et efficaces.

Un exemple d'application

Dans l'intention d'expliquer le contexte d'utilisation des méthodes d'optimisation, nous
donnons ci-aprés un exemple tiré des problématiques d’écoulement (thermique, aéronautique
ou mécanique des fluides en général).

101
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On se place dans un espace bidimensionnel homéomorphe & RZ et on considére le probléme

modéle dit de Dirichle : Trouver la fonction u: R? — R satisfaisant I’équation et les conditions
aux limites suivantes :

_9%u_@%u
ax?2  ay?
u(x,y) = 0 pour (x,y) €8Q

=f(xy), O<xy<1 (7.1)

ol 90 désigne la frontiére du carré unité Q= {(x,y) 0< x,y < 1} ¢ R%2. On suppose que la
fonction f est continue sur QuéQ. Pour résoudre ce probléme, on peut utiliser la méhode des
différences finies, qui consiste a remplacer |les opérateurs de différenciation par des quotients de
type taux d’accroissement pris en des points situés sur une grille recouvrant le domaine QuaQ.
On introduit des domaines discrétisés Qy, et 30, définispar :

Q‘I = {(Xi‘Yi)fr I'J = 1'21N}
aflh = {(Xi‘D):(Xi.")‘(U:Yi):“s}‘i)f I!J =0,12..N+ 1}

sur lesquels on définit des points

xi=ih yi=jh 0,j=012.N+1

pour h = ﬁ,N21etN eN

En notant u la solution approchée évaluée aux points de la discrétisation, et en utilisant la
notation abrégee

u(xi, Vi) = i,j=012.N+1
on montre que la solution approchée vérifie

4Uij = Ui- 1) = Uie 1) = Ui j- 1= Ui je1 = W2+ h2T), i,j=12.N

Ugj = UN+1j T Uio= Uin+1= 0, i=01,.,N+1

ou fjj designef (xi,yi) et 1j; désigne I'erreur commise par approximation du premier et du sec-
ond membre del'équation (7.1).
Sous|’hypothése que le paramétre h soit suffisamment petit, on peut montrer que lasolution

approchée u converge vers |a solution exacte u et qu’elle est solution du systéme d'inconnue z
suivant :

42” “Zi-1j T Zi+1j T & j-1"&ij+1 = h2fij, I,j = 1,2,N (?2)
Zop = ZN+1) = Z0=2ZN+1= 0, i=01.,N+1

On adonc arésoudre un systéme aN 2 inconnues (égales aux valeurs de la fonction z aux points
intérieurs de la grille), dont le second membre comporte les valeurs f (x;,yi). S on note les in-
connues dans un vecteur (c'est a dire que |'on met bout a bout les inconnues correspondant aux
points en colonnes dansla grille) et e second membre par :

Z

b

([z11,221,.-..ZN 1,212,222, ..., ZN 2, ... ZN N ]

h2([f 11,21, ., Fn1,F12,F 22, 0 Fn2s N ]
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alorsle systéme (7.2) est équivalent au systéme matriciel Az = b dont lamatrice A est dedimen-

sion N2 x N2 et définie par :

4 -1 -1
-1 4 -1
-1 '
_1 4 _1
1 4 -1 1
-1 -1 4" =1
1 o 1
A= -1 4
-1 4 -1 -1
~1 -1 4 -1
-1
-1 -1 4 -1
1 4 -1
-1 -1 4
~1 -1 4

et peut donc aussi s'écrire en tirant parti de sa structure par blocs souslaforme:

A1 A 0

A= AnAz

: - AN-1N
0 Ann-1 AnN
On observe que la matrice A est symétrique et trés creuse puisque ses termes non nuls sont
concentrés sur 5 vecteurs, ou autrement dit que chaque ligne comportant 5 valeurs non nulles
sur N2 valeurs, et en fait trois valeurs différentes seulement du fait de la symétrie. Salargeur de
bande dépend de h, le paramétre de discrétisation des points sur la grille, ce qui implique que
plus on met de points sur lagrille, plus labande est large.

Lors de résolutions numeériques, on cherche évidemment a tirer parti de la structure creuse
de lamatrice. On voit tout de suite que la méthode de Gauss n'est pas trés adaptée du point de
vue du stockage, car en introduisant des zéros sous |a diagonale, on garde |a structure de bande
mais on accroit |le nombre de termes non nuls en remplissant |'espace entre les lignes de valeurs
non nulles. Par contre le nombre d’opérations pour effectuer une décomposition de Choleski
(A =LL puisque A est symétrique), c'est a dire essentiellement le calcul de L, est d’environ

NZ
e

Les méthodes de Jacobi et celle de Gauss-Seidel, quant a elles, requiérent a chaque itération
5N 2 opérations (une opération est une multiplication ou division plus une addition) au lieu de
N4 pour une matrice pleine, a condition de coder une fonction de multiplication matrice-vecteur
optimisée tenant compte de la structure bande.

Les méthodes itératives sont donc plus intéressantes du point de vue du stockage mais



7.2

104 7. METHODES DE DESCENTE

moins du point de vue du temps de calcul. De plus on peut montrer que le conditionnement
de la matrice A pour lanorme 2 vaut condz (A ) = W—z“ﬁz (cf [SB] pour le détail des calculs) et est
doncinversement proportionnel a h, ce qui a pour effet de ralentir la vitesse de convergence des
méthodes itératives au fur et a mesure que h augmente.

Ces considérations ont donc occasionné |'apparition de différentes méthodes dans |' objectif
d’echapper aux inconvenients ci-dessus :

— les méthodes itératives par blocs, tenant compte de la structure de la matrice, et dont nous
ne parlerons pasici,

— des méthodes itératives moins sensibles au conditionnement de la matrice du systeme,
mais conservant les avantages de stockage, auxquelles nous allons consacrer |a suite de
ce chapitre.

Résolution d'un systéme linéaire ; un probléme d'optimisation

Remarquons que larésolution d’un systeme d'équations linéaires
Ax=b; A eR™" x eR" (7.1)

peut aussi étre vu comme un probléme de minimisation d'une fonctionnelle dans le cas ou |a
matrice A est symétrique, définie positive.
En effet, considérons la fonctionnelle

J(x)== x Ax - x b

M=

Pour résoudre le systéme (7.1) on cherche & calculer un vecteur x €R" tel que
Ax-b=0
Sion prend le gradient de lafonctionnelleon a
Vi (x)= % A +A x-x A=Ax-b

Par conséquant la solution x du systéme est aussi solution de VJ (x) = 0, c'est-a-dire que |a so-
lution x minimise lavaleur de lafonctionnelle J (x). |l s'agit doncd’un probléme d’optimisation

sans contraintes.
Dans ce chapitre on commence par présenter les algorithmes qui permettent detrouver une

solution au probléme de I'optimisation et on termine en appliquant ces algorithmes dans le cas
de larésolution d’un systéme d’équations linéaires.

Formellement pour un probléme d’optimisation on considére une fonctionnelleJ : U € R" —
R ' On suppose que J est partout définie sur U.

Le probléme de la minimisation de la fonctionnelle J consiste donc au calcul d'un élément
X" € R qui minimise J, c'est-a-diretel que

J(x") < J(x) % eR

1Une fonctionnelle est une fonction au sens dassique du terme & ced prés que son argument peut étre une autre
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On peut aussi avoir un probléme de maximisation et, en régle générale, on parle des problémes
d’'optimisation sans contraintes.

Lors de la résolution d'un probléme d'optimisation se posent essentiellement deux ques-
tions:

(1) Quelle méthode doit-on utiliser pour calculer x*?

(2) Comment s'assurer que la valeur calculée est un minimum global et non paslocal ?

7.3 Outils mathematiques

Dans la suite du chapitre on utilisera les trois notions suivantes relatives a la fonctionnelle
J

GradientdeJ Legradient deJ est

o 8 A

vJ = EIE‘ ‘E

HessiennedeJ LamatricehessiennedeJ est donnéeparH (J)=V J-VJ asavoir

a2J 3%y ... 8%
a2x4 dxq1d%2 dx1dxn
8%l LN I LN |
8X2dX1 ax2 dXadX
HJ)= E "
L L. B P .
dXn18%q BXndXa 32x,

Notons que le déterminant de |a hessienne s'appelle |e hessien.

Norme del'énergie C'estlescalaire x i =x Ax ollindice A serefére alamatrice A.

Lesdeux derniéres notions permettent d’introduireun ordre non complet, au sensdesformes
guadratiques, dans I’ensemble de matrices symétriques de dimension (n = n). En effet on pose
A < B sietseulementsi x 2 < X 3.

Nous avons aussi besoin de la notion dela convexité :

— Un ensemble E est convexesi pour tout x,y € E on aque le segment fermé [x,y] est dans U.
— Unefonctionnelle J définie sur un ensemble U convexe, est convexesi
JAx+(1-AMy)s AN+ (1-A)J(y);0<A<1,%,yeU
Notons que la fonctionnelle est concave si larelation del'inégalité est dansI’autre sens.

— S J est fortement convexederapport a, alors

WveU: J(v)zJ(u)+ vJ(u) (v—u)+-g u-v 2

Nous avons deux conditions pour |'optimalité d’un élément de U :

fonction, c'est-a-dire une fonctionnelle peut &re une fonction de fonction.
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— Une condition nécsessaire: S x* €U est un extremum de J et J est dérivableen x*, alors
VJ(x*)=0

Le contraire n'est pas obligatoirement vrai.

— Une condition suffisante : Soit U convexe et deux fois dérivable sur U. Soit x* € U un
élément tel que VJ (x*) = 0. S V2J (x) est symétrique, definie positive pour tout x € U,
alorsx™ minimise J sur U.

Notons quesi V2J (x) est symétrique, définie négative, alors x* maximise J sur U.

Notons aussi que |a convexité forte implique immédiatement |'existence et I'unicité d'une
solution optimale.

Nous avons la typologie suivante des points de U selon |'optimisation de J :

— x" €U est un point critique de J si elle est dérivable sur ce point et VJ (x) = 0.

— un point critiquex* eU deJ est non dégénérési J e C? sur une boule ouverte de centre
x”" dans U et lahessienne H (x*) est reguliére.

Nous terminons cette section par la définition du gradient lipschitzien

— S J est agradient lipschitzien de constanteL, on a

vuvel, J(v)=J(u)s VJ(u) (v- u)+NE v-u ?

7.4 Méthode de descente : formulation générale

Nous commencons par la définition du minimum local.

DEFINITION 7.4.1 Un minimum local deJ sur U est un vecteur x* td qu'il existeune
bouleB (x*,r) decentrex” e rayonr > 0, avec

W €B(x*,r)NU : J(x)= J(u)

DEFINITION 7.4.2 Un minimum global deJ sur U est un vecteur x* td que
Wwel: J(x)z J(x")

Cette distinction étant faite, notons que sauf situation trés favorable (il n'existe qu’un seul
minimum ou bien on est dans le cadre de |'optimisation linéaire, quadratique & matrice positive
ou optimisation convexe), nous nous contenterons d'un minimum local de J.

Pour trouver un minimum, les méthodes présentées dans |a suite partent du point de vue
intuitif suivant : on connait un point x ainsi que lavaleur de J (x). En se déplacant localement a
partir de x, on peut déterminer si J augmente ou diminue. Le déplacement le plus simple étant
laligne droite (dans un espace eudidien), on effectuera donc des petites excursions a partir du x
vers difféerentes directions d, en essayant d'ameéliorer la valeur du critere J.
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DEFINITION 7.4.3 On appdledirection admissibleen x un vecteur d (direction) lelong
duqud on pourra se déplacer en partant dex tout en restant dans U, cest-a-diretd qu'il
existeun h > 0 desortequenousayons [x,x + hd] c U. On nateraD (x) I'ensemble des
directions admissiblesen x.

DEFINITION 7.4.4 Un vecteur d €D (x) est unedirection dedescentepour unefonctionndleJ au point
x €U si pour tout réd y > 0il existeun h €]0,y[ td queJ (x + hd) = J (x).

Notons que si x est un minimum local de J, il n’existe aucune direction de descente pour J
au point x.

L'idée de la méthode de descente est de partir d’un point x(?) e U tel que VJ x(® =0,
Pour calculer le prochain point x(" € U on utilise une direction de descente d au point x(? et on
ax!V=x{+hdavecd x{" =J x(9 | Decettefacon on réduit lavaleur delafonctionnelle
J.

La méthode de descente se caractérise par deux choix :

— Lechoix deladirection de la descente.
— MéhodedeCauchy : d = — VJ (x). Elledonne naissance aux algorithmes de gradient qui

minimisent V. J (x)d=- VJ(x) z qui est ladérivée delafonctionnelle J (x + hd).
Cette méthode est fondée sur le fait qu’en utilisant la formule de Taylor au premier

ordre, on peut approcher J au voisinage de x(%) par lafonction

J xM =g x@ fgg x(O . xMNW_x(® 4+ 0 wvJ x(@
Considérons la droite passant par x(?) le long du gradient de J en x{®):

x(h)=x9-hxvJ x(O
S h est choisi positif, alors, en posant x'") = x (h)
JxM =3 xXO —h vy x® 10 h vy x©
et si h est suffisamment petit, on aura
J xM < g x(@

En d'autrestermes, ladirection opposéeacelledu gradient est unedirection dedescente C'est
la meilleure direction localement (c’est-a-dire pour h petit). De ce fait, |la méthode de
Cauchy fournit a chaqueitération une direction de descente. Par contre sa convergence
est [ente.
— Méthode de Newton : d= —H~"1(J(x))VJ (x), qui est une direction de descente si
H (J (x)) est définie positive. De ce fait |la méthode de Newton ne fournit pas obli-
gatoirement une direction de descente. Par contre, si elle converge, sa convergence est
plusrapide que celle dela méthode de Cauchy,
— Choix du pas h qui doit étre défini de sorte que le nombre d'itérations soit minimal. |1y a
deux techniques:
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— Pasfixe- On choisit un pas fixe pour I'ensemble des itérations.
— Pasoptimal.- Le pas est choisi a chaque itération de sorte que la fonction J x(% + yd

soit minimale.

7.5 Algorithme du gradient & pas fixe

Cet algorithme utilise la méthode de Cauchy avec un pas h constant et fixé d'avance.

ALGORITHME DU GRADIENT A PAS FIXE (DE PLUS GRANDE PENTE)

— En partant de x(9), on calcule ladirection de descente
do=-vJ x(@
et le nouveau point x(1
x(M = x(O 4+ hx dg
— A I'étapek, connaissant x(*), on calcule la direction de la descente

dg=-VJ x®
et le nouveau point x{** 1) par

xR 1) = 3 (K) 4 hx i

— On décided’arréter I'algorithme lorsqu’un test de convergence

vJ x® < 9= seuil
est vérifié.

Pour |la convergence, nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 7.5.1 Supposons que
H4 lafoncionndleJ est dedasseCdansU;
Hs; lensambleUp= xelU J(x)<J x(0 cU estfamg
Hs W elUgonac:| < V2J(x)< C:l,all lamatriceidentité &
Hs Lepash est choisi td queh < 2.
Alors I'agorithme du gradient a pas fixe converge vers un minimum local x* € U non
dégénéré
Deplus, nous avons
vJ x(@

c

x*=x{0 <
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7.6 Algorithme du gradient a pas variable

Cet algorithme effectue a chaqueitération, étant donnéeladirection dedescented = VJ (x) |,
le calcul d’un pas h qui minimise lafonctionnelle J (x+hd).

ALGORITHME DU GRADIENT A PAS OPTIMAL

— En partant de x(9, on calcule ladirection de descente

dg=-vJ x@
le pas optimal

hg= argmind x(@-hx vJ x©
h=0
et le nouveau point x ("
it = {0 e s
— A I'étapek, connaissant x(¥), on calcule ladirection de |la descente

dg = -vJ x®
le pas optimal

hg = argmind x®) -hx vJ x(K
h=0
et le nouveau point x(* 1) par
) o ) 4 oy

— On decided'arréter |'algorithme lorsqu’ un test de convergence

vJ xK*1 < 9= seuil
est verifié.

7.6.1 Convergence de 'algorithme

Habituellement on prend 8= 107 6x vJ x{® | Cetest évite d’accumuler des itérations

qui n'apportent plus rien a la qualité de |a solution trouvée. Il ne donne en revanche aucune

garantie pour I'optimalité de la solution trouvée. En particulier il faut vérifier quele point x(*+ 1)
correspondant est bien un minimum, car il se peut qu’il soit un point selle.
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|FAIT 7.1 L'agorithmedu gradient & pas optimal ales propriétés suivantes:
— Deux directions derecherche successives sont orthogonaes. En &fet, dansleca cul dehy, si laminimi-

sation est exacte(c' est adiresi I'on trouveexactement lemeilleur h), la condition nécessaired optimalité
delarecherchelinéaire s ecrit

%J KM -h=Gd x® foa = kMR g x) =0

: 1 : P
— Deanslecas oi J est quadratique dela forme J (u) = U Au-b u avec A symédrique ddfinie
positive, on peut caculer facilement le paramére h. |l est donné par I'equation VJ x(k* 1)

vJ x(K) = 0ouencore

Axl-p  Ax®-p = A xK-h Ax®=-p -b AxK-p =0

Nous considérons maintenant la convergence de la méthode du gradient a pas optimal dans
le cas quadratique. Nous avons le théoreme suivant ;

THEOREME 7.6.1 SiJ(x)= %x Ax—b xavecA symédriquedéiniepositive lamé- |
thodedu gradient & pas optimal convergevers|'optimum uniquex = A~ 'b. Deplus
K(A)-1 ?

A K(A)+1
ol Kk (A ) est leconditionnement de A rdativement alanorme?2.

x(KF 1) g o ylk+1)_ g

Nous avons aussi le lemme et le théoréeme suivants:

LEMME 7.6.1 (INEGALITEDE KANTOROVICH) Si A est une matrice symérigque|

définie positive d'ordre n, avec k(A ) = AT+—' olA. e A- laplus grande et la plus pe- |

tite respectivement valeurspropres, dors:

X - o AK(A)

X 2% x 2.1 (1+k(A))?

THEOREME 7.6.2 Si J est continOment différentiable & fortement convexe aors|
I'dgerithmede gradient a pas optimal converge vers|'unique optimum.

7.7 Meéthode de Newton

Leprincipe de la méthode de Newton pour I'optimisation est de minimiser successivement
les approximations au second ordre de lafonctionnelle J :
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ALGORITHME DE NEWTON

— Soit x(9 € U . Par un développement de Taylor au second ordre au voisinage de x(?), on
obtient :

Jix)=J x@ +vJ x@ x-xO +% x=x@ J xO x-xO
On minimise lafonctionnelle quadratique J ° (x), ce qui fournit un vecteur x (') qui est solution
du systémelineaire

HJ x@ x(MW=H J x(O xO@O-ygy xO
=1
et qui s'écrit commesuit : x(M=x® - H J x(O vJ x(@

— A l'itération k, on construit J*, approximation quadratique de J au voisinagede x*), quel’on
minimise pour obtenir x(¥* 1} défini par

Hd x™ &=-vi x® . xiktD=xlsg. (7.1)

;
On noteraleparti prisqui consisteanepasécrirex(** V= x(K - H J x(K v x(

dans|'algorithme. En effet, cette syntaxe sous-entendrait quel’on procédeal’inversion H J x(K)

ce qui n’'est absolument pas nécessaire.

Propriétés de I'algorithme de Newton

L'algorithme de Newton est la généralisation multi-dimensionnelle de |a méthode N ewton-
Raphson, appliquée a larecherche desracinesde G(x) = VJ (x). On pourrait démontrer |la con-
vergence dans tout voisinage d'un minimum local, ainsi qu’'une vitesse de convergence quadra-
tique. Cette méthode fonctionne trés bien pour des problémes de petites dimensions (quelques
dizaines de variables), lorsque le calcul de |a hessienne H (J) est facile. Dans les autres cas,
on préferera souvent une méthode de gradient conjugué (cf. infra) ou une méthode de quasi-

Newton?.
Dans le cas quadratique, elle fournit évidemment la solution du probléme en une itération

:x(M = A~ 'b. Mais ceci est bien slir une illusion puisqu’il reste a résoudre le systéme linéaire
Ax = b,cestadireAx!"= b qui constitueleplusgrosdu travail danscecas. Dansle casgénéral,
pour résoudre lesystemeH J x(®) & =-vJ x®  lorsqueH J x(K) est définie posi-

tive, lafactorisation LU est lamieux adaptée.

La méthode de Newton peut aussi bien fournir des maxima locaux ou des points-selle,
puisqu’elle cherche seulement a satisfaire la condition nécessaire d'optimalité VJ (x) = 0. En
d'autres termes, la direction de Newton, & n'est pas forcément une direction de descente | S

H J x®)  estdéfiniepositive alorsVJ x(K) g =- vJ x(K < Opour VJ x(K)

2
H(J(x5))
0. SH J x® nest pasdéfinie positive, il existe des modifications qui permettent d’avoir

2Cette méthode dépasse le cadre de ce cours
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une convergence globale alliant les avantages de |a vitesse de convergence quadratique prés de
lasolution et ceux d’une méthode de descente.

7.8 Methode de gradient conjugue

u Au-b u. Nousauronsbesoin deladéfini-

Soit J la fonctionnelle quadratique J (u) = %

tion suivante :

DEFINITION 7.8.1 A éant une matrice symérique donnée deux directions dp & d;4
sont dites conjuguées par rgpport aA si (dg) Ady=0.

Lelemme suivant est aussi utile.

LEMME7.8.1 S A et symdrique ddfinie positive & s les vedteurs non nuls
(dq,---,dg) sont conjugués deux & deux par rapport a A, dorsils forment une famille
libre

Ce reésultat s'applique d’'une maniére trés astucieuse : si I'on note x* la solution (unique) de
Ax = b, etsil'ondisposed'une familleden vecteurs conjugues par rapport a A, alors, lafamille
étant une base de R", on peut exprimer x* dans cette base ;

n-1
x"= h] dj
j=0
On calcule aisément les coefficients h; en multipliant cette équation a gauchepard; A, d'ol
d Ax*=hx d, Ad; =hx d; 3
CommeAx”= b, on peut donccalculer les h; uniquement a partir des données du probléme, A

eth:

d, b
d 2

hi=

Nous avons ainsi mis en evidence une méthode directe de calcul de x*. De plus, cette méth-
ode nécessite au plus n étapes (trouver les directions conjugués d; ) pour lafonctionnelle quadra-
tique J. La seule difficulté est donc de construire successivement des directions conjuguées.
Comme on |'a vu plus haut, les vecteurs propres de A constituent une solution, mais c'est une
solution onéreuse. Essayons de mettre en ceuvre une méthode plus simple, qui optimise J en
méme temps qu’elle construit de nouvelles directions conjuguées

— Fixonsun x(®), et choisissonsdp = VJ(x(®) .
— Notons x(") |e vecteur obtenu par application de la méthode du gradient a pas optimal, le

long de x(9) ;

x(M = x(O _ hodg
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Remarquons que hg a été calculé plus haut. |l est donné par,

vJ x(©
hg =
0 2
vJ x@ o
cequel’on écrira
dg VJ x(@
h0= B
dg i

On dispose maintenant de VJ (x(1) (orthogonal a VJ (x(9))).

— Recherchons une nouvelle direction d1 comme combinaison, lindaire de dg et VJ x(1 |

qui soit conjuguée de dg par rapport aA 3.
Comme on désire que d4 et dp soient conjugués, nous avons:

dgAVJ x(

0=dyAd1=d;AVJ x{1 —=PBpdyAdp= =
pAdi=dg Bodg Adg == Bo dy Ado

ce qui permet d’évaluer une nouvelle quantité 3.

— Nous pouvons maintenant optimiser J le long de ladirection d4, ce qui fournit

d, v x(M

x@=xM-hydy, avechs= >
di n

et on recherche une nouvelle direction d-, de forme

d2= vJ X(Z} —B1d1

qui soit conjuguée par rapport adg et d4, etc.

Le fait que d; soit conjuguée avec dq s'impose naturellement, comme précédemment, en
choisissant 31 ad hoc:

d,AVJ x@
P = d, Ad

Il est plus étonnant que d; ainsi définie soit conjuguée avec dy. Cette propriété provient du
fait que J est quadratique.

3cesdeux vecteurs sont les seulsdont on dispose, pour I'instant, et qui fournissent del'information sur lafonctionnelle
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ALGORITHMEDE GRADIENT CONJGUE
— On choisit x(? et on calculeladirection de descente
do= VJ x©@
— A litération k > 1, on calcule la valeur du pas
L (PR L
T H I xED by

hi
le nouveau point
x(K) = x(k=1) _ hidk- 1

et la nouvelle direction, conjuguée aux précédentes

H J x{®
HEJ8 xtie=1)
— On décide d’arréter |'algorithme lorsqu’ un test de convergence

dig = VJ x{K - dy

vJ x® < 8= seuil
est verifia,

Cette méthode est donc & peine plus compliquée a mettre en ceuvre que la méthode du gra-
dient a pas optimal, mais elle converge en n itérations lorsque J est quadratique. On peut aussi
considérer la méthode du gradient conjugué comme une méthode de relaxation appliquée a J
dans le systéme de coordonneées induit par les vecteurs propresde A . Larecherche de directions
conjuguees est alors simplement une fagcon de décomposer J par rapport a ces nouvelles coor-
donnnées. L'algorithme de gradient conjugué admet plusieurs formulations différentes qui sont
équivalentes pour les fonctions quadratiques mais peuvent avoir des caractéristiques différentes
si J est plus générale.

Application a la résolution d’'un systéme linéaire

Nous avons vu au début de ce chapitre que la solution d’un systéme linéaire Ax = b peut
étre vue comme la minimisation d'une fonctionnelle J associée 8 A et b. La résolution du sys-
téme devient alors un probleme d’optimisation qu'on peut traiter itérativement en utilisant les
algorithmes de gradient. Nous donnons ci-aprés |'algorithme du gradient conjugué dans le cas
d’un systémelinéaire.

Soit une matrice carrée A de dimension n, symétrique définie positive et b un vecteur fixe.
On pose

J(x)=5 x Ax - b x

M| =
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ALGORITHME DE DE GRADIENT CONJGUE APPLIQUE A LA RESOLUTION D'UN SYSTEME

LINEAIRE
(1) On choisit un vecteur initial x(°) € R". On calculele résidu
ro=Ax9-bp
et ladirection
do=rg

— A I'itération k = 1, on calcule lavaleur du pas

Ay 17Tk-1

i S
K e Ky

le nouveau point
X(k) = x(k' 1)y hkdk—'!

lerésidu
Mk = rg-1~ hgAdg- 1

et la nouvelle direction, conjuguée aux précédentes
(Adk-1) rk

(Adk-1) “dk-1
— On décided'arréter I'algorithme lorsqu’ un test de convergence

=k =

rg < B8=seuil

est verifie,

On peut démontrer que ['algorithme de gradient conjugé converge en n itérations si A est
symétrique, définie positive. Néanmoins il faut faire attention aux erreurs dues ala précision de
la machine. Plus la valeur den est grande, plus les erreurs de calcul s'accumulent avec comme
consequence que les directions successives ne soient pas conjuguées. Dans ce cas il est possible
gue la méthode ne converge pas au bout de n itérations.

Notons, pour finir, que la contrainte d’'avoir unematrice A symétrique, définie positive, afin
que les méthodes de gradient puissent s'appliquer, n’'est pas limitative. En effet, considérons le
systéme (7.1)

Ax=b (7.1)

avec A matrice carrée, réguliére, quelconque. On peut appliquer les méthodes de gradient au
systeme

A Ay=A b (7.2)

parcequelamatrice A A est symétrique, définie positive. On obtient donc la solution

1
y= A A A b=A"lb=x

c'est-a-dire la solution du systéme (7.2) est la méme que celle du systeme (7.1).
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7.10 Exercice

EXERCICE 7.1 Sait lafoncdionndle

J(x)= zx Ax+x b;A eR"

M| =

avec A matricesymériqueddiniepaositiveavecvaeurspropresA = ... 2 Ay > 0.

(1) Caculer x* lepaint qui minimisedJ (x), ainsi quelavaeur deJ (x*).

(2) Cdculer pour I'adgorithmea pas fixe ladirection di alak-iemeitération.

(3) Caculer x(k* 1 @ J x(k*1)  pour I'algorithmea pasfixe

(4) Il s'agit maintenant detrouver un pas h pour cetteitération qui optimiselecritére cest-a-dire qui
k+1)

minimiselavaeur deJ x!

Calauler lavaeur decepash.
(5) En utilisant lanouvelevaeur caculéedeh, évaluer leprochain point x(K* 1) ¢ lavaleur ded x(k*1)
en fonction dex (k) e d.

(6) Montrer qu'on apour letaux de convergence

J x&=N - g(x*) 1

J x® = J(x7) = B

d Adg  d, A d
d, di

montrer pour letaux de convergencel’inégalitésuivante:

J XD =Jx) o a)-1 2
=
Jx® =J(x") ~ k(A)+1

ol K (A ) est leconditionnement delamatricesdon lanorme2.

(8) Application.- Calculer uneborne supérieure du taux de convergence pour lesystéme

205 _ 14
202 2 8

Remarques.
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Introduction

Lefait de disposer de différentes méthodes de résolution d’un systeme linéaire est évidem-

ment un avantage, mais cela ne résout pas la question qui se pose au néophyte : quelle méthode

choisir dansun cas précis ? Au risque de ne pas rassurer le lecteur, on peut affirmer qu’il n’existe

pas de methode meilleure que les autres dans |'absolu, il n'y a que des cas particuliers dans

lesquels le choix devra s'orienter vers telle methode plutét que telle autre. L'ingénieur aura a

charge de déterminer les caractéristiques particuliéres de la matrice ou de la solution cherchée,

afin de choisir une méthode adéquate. En cela il pourra s'aider des points de repéres fournis
dans le premier paragraphe de ce chapitre. Dans les cas difficiles, ou simplement lorsqu’'une

ameélioration de la convergence est nécessaire, il pourra avoir recours aux techniques de précon-

ditionnement abordées dans le second paragraphe.

119
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8.2

821

Notons que la caractérisation des propriétés d’'une matrice fait appel a des notionsd’algébre
linéaire, et que la maitrise de cette matiére sera donc particulierement utile (encore une fois).

Ce qui se voit a I'ceil nu

Avant d’aller plus loin, il semble bon de rappeler que la condition sine qua non dont on
doit s'assurer avant tout, est que la matrice soit carrée et réguliére. Dans tous les cas contraires
(non carrée et/ ou non réguliére) on se reportera ala decomposition en valeurs singuliéres et aux

methodes de moindres carrés vues dans |a suite de ce cours. On considéreradoncici dorénavant
que la matrice du systéme est carrée et réguliére.

Dans le choix de la méthode de résolution d'un systéme linéaire le premier paramétre a
prendre en compte est |a taille du systéme, n. Dans le cas des systémes de petite taille, disons
n < 10 pour fixer |es idées, toutes les méthodes feront ['affaire en général, sauf cas particuliers
rares. On peut indifféremment ou presque, choisir une méthode directe ou itérative, sachant que
dans la mesure ol on peut accéder a une solution "exacte”" en un nombre fini d’opérations il ne
faut pas s'en priver : on privilégiera donc les méthodes directes en général.

Dans le cas des systémes de grande taille, il en va tout autrement. Le choix de la méthode
doit tenir compte de différents facteurs :

— les propriétés de la matrice : symétrie, définie positivite, structure creuse ou pleine, condi-
tionnement,

— lesbesoins del'utilisateur : précision, rapidité, parallélisation,

— lesmoyens de calcul disponibles : accés mémoire, processeurs rapides,

— letemps dedéveloppement : de nombreuseslibrairies existent et il est souvent plusintéres-
sant de bien choisir une méthode déja programmeée et testée que de développer son propre
code.

Nous donnons ci-aprés quelques éléments de choix relatifs au premier point, qui releve du
perimétre del'analyse numeérique. Le second et e troisieme seront relatifs au contexte technique,
le dernier au contexte du projet et a son budget.

Systémes linéaires creux

De nombreux problémes de résolution d'équations aux dérivées partielles conduisent a des
matrices creuses. On en a donné un exemple dans le chapitre précédent. Comme on I'a déja dit,
lors de résolutions numeériques, on cherche évidemment a tirer parti de la structure creuse de
la matrice. On voit tout de suite que |la méthode de Gauss n’est pas tres adaptée du point de
vue du stockage, car en introduisant des zéros sous la diagonale, on garde la structure de bande
mais on accroit le nombre de termes non nuls en remplissant I'espace entre les lignes de valeurs
non nulles. Par contre le nombre d’opérations pour effectuer une décomposition de Cholesky

(A =LL lorsqueA estsymétrique), c'est adire essentiellement le calcul deL, est d'environ %,
ol n l'ordrede lamatrice.
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Les méthodes de Jacobi et celle de Gauss-Seidel, quant a elles, requiérent a chaque itération
5n? opérations (une opération est une multiplication ou division plus une addition) au lieu de
n4 pour une matrice pleine, a condition de coder une fonction de multiplication matrice-vecteur
optimisée tenant compte de la structure bande.

Les méthodes itératives sont donc plus intéressantes du point de vue du stockage mais
moins du point de vue du temps de calcul.

1 Cas des largeurs de bande constantes

es symétriques

On se limite dans un premier temps aux matrices symétriques car les problémes qui ménent
alarésolution de matrices bandes, sont souvent également générateurs de matrices symétriques.
S lalargeur debande est constante en fonction delataille, et faiblevisavisde cettederniére, il est
intéressant derester sur une méthode de Cholesky (A est décomposeéesouslaformeA = LDL ),
car on peut montrer facilement (cf exercice ci-dessous ) que le profil de A est conservé (i.e. la
largeur de bande de la partie inférieure de A est la méme que celle dela partie inférieurede L).
Par contre il est a noter que dans le cas de matrices non symétrigues, lalargeur debandede L ne

setransmetal.
Du fait de la propriété de conservation de |a largeur de bande, on gagnera sur le stockage

et sur le nombre d’opérations. On aura intérét dans ce cas, a utiliser un stockage particulier, dit
"stockage profil". || fait appel ala notion de profil, définie ci-apres:

DEFINITION 8.2.1 Le profil dune matrice symetrique A est {(i,j),1=i=n,jj=j =i} olj est
I'indicedela colonnedu premier dément non nul delalignei.

L'intérét de ce rangement réside dans le fait que le profil de L est inclus dans celui de A.
Ainsi, si I'on réserve une quantité de place mémoire suffisante pour stocker le profil de A, on
pourra ranger au fur et & mesure les coefficients de la matrice L dans cette place. Les éléments
diagonaux de L valant 1 n'ayant pas besoin d'étre stockés, les éléments de D seront rangés ala
place des coefficients diagonaux de A. On constate alors |le double avantage de ce rangement :
d'une part on fait une grande économie de place mémoire (a condition que le profil de A soit
assez petit), d'autre part |a gestion des données reste assez simple : il suffit de stocker le profil
de A sous forme d’un tableau, Ia taille et [a forme de ce tableau n'évoluant pas au cours de la
factorisation.

EXERCICE 8.1 En exprimant leterme général Lj; delamatriceL dela décompesition de Cholesky en
fonction decdui deA , determesdeD & destermesL i e L pour k inférieur aj , montrer par récurrence
quesi A est tridiagonaealorslamatricel I'est aussi.
es non symetriques
DEFINITION 8.2.2 Soit A unematricedetaillen. On appdlelargeur debandeinférieure(resp. superieure)
delamatriceA , I'entier q (resp. p) td que
Y
Y

..n,'vj = 1,..,i—q, Aij =0

24
=1,..n¥=1.j-p, A;=0
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S lamatrice A est symétrique alors |la largeur de bande inférieure est égale a la largeur de
bande supérieure

On peut montrer aussi dans le cas de matrices non symétriques, que le profil se conserve :

THEOREME 8.2.1 On supposequeA est unematricedetaillen, possédant unefactorisation LU. S A
est delargeur de bande supérieureq, & delargeur debandeinférieurep, dors U est delargeur debandeq
e L delargeur debandep.

On pourratrouver la démonstration de ce théoréme dans[GV].
Il est important de noter quedanslecasoun petn qalorson peut facilement établir
un algorithme de décomposition LU revenant a 2npq opérations.

EXERCICE 8.2 Maddifier I'agerithme de la factorisation LU pour tenir compte du cas dunematrice A
delargeur debande superieureq, & delargeur de bandeinférieurep.
Deméme modifier lesalgorithmes dedescented deremontéepermettant laresolution du systémeAx = b.

8212 Cas des largeurs de bande non constantes

Nousnouslimitonsau casde matrices symétriques, possédant de nombreuses valeurs nulles
mais ne présentant pas de structurebande. Dans ce cas, il serait évidemment maladroit denepas
tenir compte des coefficients nuls, mais la notion de bande ne le permet pas. On utilise alors par
exemple une représentation des valeurs non nulles sous forme de graphe, puis une renumeérota-
tion des sommets du graphe permet de transformer |la matrice en une matrice de profil minimal.

A lamatrice A detaillen, associons un graphe G = g(A ) défini par :

— Lessommetsde G sont numérotésde 1an.
— Lessommetsi etj de G sont reliéssi et seulement si Aj; est non nul.

Inversement, nous pouvons associer atout graphe G une matrice A telleque G = g(A).

7 10 8

= = n
9 1 6
' NE—

- =

2 4 5

Figure 8.1: Numeérotation initiale
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Legrapheg(A ) traduit en fait lesrelations entre lesinconnues du systéme : lesinconnues x;
et x; sont en effet reliéssi Aj; = 0, Cest-a-dire si les sommetsi et j sont reliés. S nous renumeéro-
tons les sommets sans changer |la structure du graphe, nous ne changeons pas le systéme, mais
seulement I'ordre dans lequel apparaissent les inconnues. |l faut donc trouver une numeérota-
tion optimale du graphe, c'est-a-dire une numeérotation dont la matrice associée a un profil de

dimension minimale.
L'algorithme suivant est d a Cuthill et McKee, il permet de trouver de maniére heuristique

une bonne numeérotation du graphe.
Algorithme (Cuthill-M c Kee direct)

(1) On choisit un premier sommet.
(2) On numeérote ses voisins.

(3) On numérote les voisins non encore numeérotés du numero 2, puisdu numéro 3, . . .

A chaque étape, lorsqu’il y a plusieurs sommets a numéroter, on numérote en premier les
sommets qui ont le moins de voisins non encore numeéroteés.

Cet algorithme consiste en fait en un parcours en largeur du graphe.

Chaque sommet du graphe est visité une et une seule fois. (Voir Fig. 2)

Figure 8.2: 11 zéros dans le profil

8.2.2 Systemes avec matrices pleines

Dans |le cas de matrices pleines, de grande taille puisqu’'on a déja traité le cas des matrices
de taille réduite, le nombre d’opérations a effectuer rend I'utilisation des méthodes directes trés
délicate:

— D'’une part, le nombre d’opérations va occasionner des erreurs de calculs qui pénalisent le
résultat

— D’autrepart, il est nécessaire de faire tous les calculs jusqu’au dernier pour pouvoir obtenir
la solution : il est impossible d’obtenir une solution approchée, mais si cette derniére suffi-
rait aux besoins de |'utilisateur.

De ce fait, les méthodes itératives sont en géneral privilégiees dans ce cas. Ce n'est pas pour
autant si simple. De nombreux problémes peuvent se poser :
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(1) Lamatrice peut ne pas étre symétrique, ni définie positive, on verra au paragraphe (8.2.2.1)
une piste de solution dans ce cas

(2) Lamatrice peut avoir un mauvaisconditionnement, on verradansle paragraphe(8.3) quelques
techniques destinées a palier ce probleme

Pour ces différentes raisons, uneimportante littérature est developpeée sur ces sujets. Face au
probléme de la résolution d’un systeme linéaire, et confronte a des exigences de performances
ou de qualité de résultat, I'ingénieur devra envisager plusieurs solutions tirées de |'état de I'art,
et faire preuve d'une bonne dose d'esprit critique.

8221 Méthode de I'équation normale

Dans!'objectif derésoudrelesystémelinéaire Ax = b quand lamatrice A n’est passymétrique,
on peut résoudre le systéme équivalent :

A Ax=A b (8.1)

qui présente une matrice a la fois symétrique et définie positive.Le systéme est connu sous le
nom de systemes d'équations normales associé au systéeme Ax = b. || est associé au probleme de
minimisation au sens des moindres carrés :

Trouver leminimumde b-Ax ,

On peut remarguer que I'éguation (8.1) est utilisée pour résoudre les probleme aux moindres
carres pour des systémes surdétermines, c'est a dire pour des matrices rectangulaires de taille
nxm, m<n.

Une alternative a cette méthode est de poser x = A u et derésoudrele problémeen u:

AA u=b (8.2)

Une fois que la solution u est obtenue, il suffit de laprémultiplier par AT pour obtenir x.

On remarque qu’a partir du moment ot la matrice du systéme est symétrique définie posi-
tive, on peut utiliser par exemple un algorithme de gradient conjugué pour résoudre |e systéme,
Néanmoins, il serait trompeur de considérer qu’on atrouveé dans cette astuce une excellente idee,
En effet, dans le cas oll la matrice A est dotée d'un mauvais conditionnement, celui de AT A est
encore pire. Remarquons que le conditionnement en norme 2 de lamatrice AT A est donné par

-1
Kz(AA)=AA2AA ,

Or A A ,=p(A A)car A A est symétrique. Mais par ailleurs A ,= p(A A)dansle

cas général, doncen utilisant le méme raisonnement pour le second membre:

2

Ko(A A)= A3 AT

= K3(A)

On adoncmontré que le conditionnement de A A est lecarréde celui deA.

Dans le cas ol la matrice A est bien conditionnée, la méthode de I'équation normale peut
donc s'averer une bonne solution. Par contre dans le cas de conditionnements moyens ou mau-
vais, lescalculsdesitérés peuvent conduirealadivergence ou aune propagation deserreurstelle
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gu'on n’obtient aucune solution satisfaisante, On est donc encore conduit a chercher a améliorer
le conditionnement de la matrice d'un systeme.

8222 Alternative a la méthode de I'égquation normale

Il existe différentes alternatives a la méthode ci-dessus. Citons par exemple, le systéme
équivalent aAx=b:
I A r b
A 0

qui, avecr = b— Ax et ATr = 0 conduit bien siir & résoudre le systéme initial. La méthode est
équivalente alarésolution d'un probléme de minimisation sous contrainte :

Trouver leminimum de r—b 3 souslacontrainteA r=0

Un autre systéme symeétrique est obtenu par :

0A Ax _ b
A 0 x Ab

On remarque néanmoinsquelesystémen’est en général pasplusfacilearésoudre quele systéme
initial, et que des méthodes comme le gradient conjugué présentent les mémesinconveénientsvis
avisdu conditionnement.

8.3 Préconditionnement

L'idée du préconditionnement est simple : il s'agit de trouver une matrice C telle gue CA
soit mieux conditionnée que A, et telle que le produit CA soit peu colteux a calculer, L'idéal
serait de choisir C = A~ ' mais c'est évidemment trop coliteux, on choisit donc d’'approcher
lI'inversede A. Dans le cas ol on veut utiliser le gradient conjugué ou ses dérivés, il est essentiel
de conserver les propriétés de symeétrie et de définie positivité de A pour le produit CA | afin de
conserver |a convergence.

831 Deécomposition de A

Les préconditionnements les plus simples sont basés sur les méthodes linéaires, donc sur
une décomposition de A .

Le préconditionnement diagonal, dit aussi de Jacobi, consiste a choisir C= D~ 'ou D est la
matrice dont la diagonale est égale a cellede A . Malgre sa simplicité, c'est un préconditionneur
efficace, et trés peu colteux. On ne peut donc pas s'en passer dans tous les cas ou il peut étre
d'une quelconque utilité.

Leprécontionnement SSOR consisteachoisir C= (D+wL)D-"(D+wU)avecA =D+ L+ U,
ol D est diagonale, L triangulaire inférieure, U triangulaire supérieure. En général on choisit
w= 1.

Ces deux preconditionneurs sont symétriques définis positifs, désque A |'est.
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832 Préconditionneur polynémial

Nous allons reprendre la méthode du préconditionnement présenté a la section 2.10 du
chapitre 2. On suppose que la résolution de Ax = b n'est possible que de fagon approchée. En
conséquence on recherche une solution x qui differedex d'uneerreur e:

X=X+e
DeAx = b ontire
-Ae=b-Ax=r
Si on recherche z solution de
Az=r
on dispose d’'une connaissance de |'erreur e, mais ceci revient a réesoudre le systeme initial. Pour
contourner cette difficulté, on approche A par M, et on résout alaplace
Mz=r (8.1)
L'une des solutions est d'appliquer p étapes d'une méthode stationnaire sous la forme
M 125+ 1 = N4z 4+ r,
2(0) =0
SonposeG=Mj'Ny,alors:
z=zP = (1+G+G%+ . +GP )M ™"
On peut alors poser, par analogie avec|'équation (8.1) :
M~ '=(1+G+G%..+GP )M’
Bien entendu, lafait que M soit symétrique, définie positive contraint le choixdeM 1,N1etp. Le
fait que le préconditionneur M soit un polynéme dela matrice G, donne son nom ala méthode.
Nous pouvons rapprocher cette méthode avec les méthodes itératives de résolution de sys-
témeslinéaires. En effet nous avons considéré, au chapitre 3, lamatrice A comme étant lasomme

detrois matricesM = L+ D + U, oli L matrice triangulaire inférieure, D matrice diagonaleet U
matrice triangulaire supérieure. Dans ce cas, nous pouvons obtenir la décomposition

A=M-N
et, selon la méthode utilisée, nous avons

— soitM =D etN = - (L+U), pour laméthode Jacobi. Le preconditionneur M~ 1= D' il
est facile & calculer, maisil n'est pas trés puissant.

— soitM =(D+L)etN = -U, pour lameéthode de Gauss-Seidel.

En posant G = M~ 'N, I'expansion polynémiale donne

Agl= 1+G+G%+ - M! (8.2)
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Pour pouvoir faire un calcul fini, il faut que | p(G) |< 1. Danscecas, on a
Ap'= 1+G+G%+ - +GP M~'

Cetype de préconditionneur est intéressant du point de vue de la vectorisation ou paralléli-
sation du code. || adonc rencontré un vif succés dés |'apparition des machines correspondantes.

8.3.3 Factorisation incompléte

Les méthodes itératives sont souvent appliquées a des matrices creuses, dont une grande
partie des coefficients sont nuls. Comme on I'avu quand la matrices n'ont pas une forme bande,
I'inconvénient des méthodes directes (et donc des préconditionneurs basées dessus) est de rem-
plir les places occupeées par des zéros, et donc d’augmenter |e colt de stockage induit par une
factorisation. L'idée des factorisations incomplétes, est de limiter le remplissage, et de ne pas
nécessiter trop d'opérations, donc de ne pas engendrer trop d'erreurs numeriques. On obtient
alors

A=LU+R
et on choisit pour préconditionneur
c=u"'L?

On parledans ce cas de méthode ILU(k) : ILU pour Incomplete LU factorization, et le paramétre
k indique combien de zéros de lamatrice initiale ont été remplacés par des coefficients non nuls
dans |le préconditionneur.

Dans |e cas général, on utilise lanotion de profil P tel que:

Pc{(iji=j.15i,j<n}

qui représente |'ensemble des couples (i,] ) tels que pour une matrice quelconque M : Mj; = 0.
On adapte alors |'algorithme de |la décomposition LU pour ne calculer que les éléments hors du
profil :

Pour k= 1,...n— 1Faire
Pouri=k+ 1,..netsi(i,k) £P Faire

ety
Bk = o

Pourj =k+1,..netsi(i,j) EP Faire
ajj = ajj — Ak *&;j
FinPour
FinPour
FinPour

En pratique, il serait assez coliteux et maladroit de tester pour chaque couple (i,j ) ou (i k)
s'il appartient au profil. On procéde donc différemment en pratique.

L'unedessolutions pour choisir le profil P delafactorisation incompléte, est de prendre pré-
cisément celui de la matrice A. Pour une matrice pentadiagonale, on aura donc |la configuration
suivante:
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C'est dansdessituations de ce type que la factorisation incompléte de Cholesky a été établie
pour lapremiére fois.

Inverse approche

On recherche ici une matrice C qui minimise | = CA ou | - AC pou rune norme apre-
ciser. Ce préconditionnement peut s'avérer trés efficace, mais couteux a calculer. En outre les
conditions d'existence de C sont mal définie dansle cas ol A n'est pas symétrique.

Multigrilles et multiniveaux

Les méthodes multigrilles et multiniveaux sont des méthodes itératives qui peuvent étre
utilisées en soi. Mais comme pou les méthodes linéaires de type Gauss-Seidel, il est possible de
définir un préconditionnement a partir de ces méthodes. Leur intérét est de réduire notablement
le conditionnement de A lorsqu'elle provient de |a résolution par discrétisation d’un probleme
d’équations aux dérivees partielles.

Gradient conjugué préconditionné

On avu gquedansde nombreux cas, laméthodeitérative sera préférée aune méthodedirecte,
et dans ce cas, c'est trés souvent le Gradient Conjugue qui sera choisi. Dans les méthodes de pre-
conditionnement vues au paragraphe (8.3) on ne présuppose pas quelle méthode est choisie, on
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peut donc appliquer n'importe quelle méthode de préconditionnement associée a une méthode
de reésolution. Dans les faits, et toujours dans le but d'améliorer |'algorithme utilisé, on aintégre
le préconditionnement a |'algorithme de gradient conjugué. Il en découle de nombreuses vari-
antes, que nous ne détaillerons pas toutesici.

Considérons un systéme linéaire Ax = b, de matrice symétrique définie positive. L'idéedu
gradient conjugué préconditionné est d'appliquer le gradient conjugué a un systéme transforme

Ax=b

ou C est une matrice symétrique définie positive telle que

A= c71ac
X = Cx
b=C b

On doit bien sr choisir C de telle facon que A ait un meilleur conditionnement que A.
Pour des raisons qui s'éclairciront dans |la suite, on doit également prévoir que C? soit simple a

évaluer.
On peut mettre |'algorithme du gradient conjugué sous laforme suivante :

soit x(® donné dans R"
k=0
calculer r(® = p- Ax(®
Tant que k) = 0 Faire
k=k+1
sik=1 alors
pl1) = (O

sinon
B = - p(k- 1N Artk=1)y p{k- 1) A p(kA i)
p{K) = plk=1) 4 ka(k- 1

FinsSi

ag = p(k:' rk=1)y p(k) A p“‘)

x(K) = x(k=1) 4 g, p(k)

rk) = p- AxK)
FinTantQue
x = x(K)

En remarquant que I'on peut calculer les résidus récursivement, on peut remplacé r(%) =

b-Ax® parrk+1) = r(K)= g, A p¥) 'expression de By setransforme alors en
B = rik-1  plk=1) rtk=2)  ((k=2) ot ay peut étre remplacé par

ag= rlk=1 k=1 pk)  ApK) S on applique I'algorithme ainsi transformé au sys-

téme Ax=bon obtient :
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svit x(® donné dans R"
k=0

calculer r(®=p-Ax(®
Tant gue rK)= 0 Faire

k=k+1
Sik=1 alors
pD=r(0)
sinon
Bk = - plk=1)  p(k=1) rlk=2)  ((k-=2)
p(k) = rlk=1) 4 gk~ D (k-1)
FinSi
T
ag = rlk=1) rlk=1) p{k] C_1AC_1p(k}

x(K) = x(k=1) 4 g, p(K)

p(K) = plk=1) — g, C- 1AC'1p(k)
FinTantQue
x = x(K)

On récupére en sortie un xK) qui est une approximation de x, lequel permet de calculer x

par x = C~ "x. Néanmoins pour éviter de calculer explicitement C~ ', on peut définir des inter-

meédiairesde calcul incluant C~ ';

p®) = cpk)
x() = cx(®
k) = cr(k)

En choisissant alors comme préconditionneur M = C? (qui reste définie positive) et en notant

Z

(k) |a solution de M z{¥) = r{¥) alors on aboutit & I'algorithme du gradient conjugué précondi-

tionné:
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soit x{® donné dans R"

k=0

calculer r® = p- Ax(®

Tant gue k) = 0 Faire
Résoudre M 2(K) = p(k)

k=k+1

Sik=1 alors
pU) = z(0)

sinon
BK = - r(K‘ 1) z(k‘” r{k‘z} z(k= 2)
p(k) = z(k=1) 4 ka(K- 1)

FinsSi

g = e ) p{K) TAP(K)

x(K) = x(k=1) 4 ﬁkP(k}
rlk) = plk=1) - agA p{k)
FinTantQue
ST

Le choix de la matrice de préconditionnement peut étre fait selon les principes énonces au
paragraphe (8.3)

Raffinement itératif

Dans le cas ol les solutions obtenues par résolution du systéme, préconditionné ou pas,
sont entachées d’erreurs numériques, il est possible de recourir a un post-traitement du vecteur
solution. On peut supposer, suivant le principe de |'analyse régressive, que la perturbation due
aux erreurs d'arrondi, ne porte que sur le second membre on a par exemple réalisé en machine
une factorisation :

LcUc=A+E
et on aresolu exactement le systéme
(A+E)x:=b

On vérifie généralement dans ce cas que le résidu calculér.= b - A x. n’est pas nul.

Posons x(® = x. et r(®) = r.. Ces valeurs initialisent un processus récursif. On calcul alors
pour toutk = 0:

(A+E)el* D = ()

x(kE1) = 5 (K) 4 glks 1)

C

r(k+1} - b_Ax{K+1}
[

En supposant que I'erreur d’arrondi porte essentiellement sur la résolution des systémes
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linéaires, on pose :
XK1 - x(0) = (A + E) T r(0)

eV =(A+E)TA x-xK

d'oli on tire
x-x® D= - (A+E) A x-x®

PasonsG=I—(A+E)_1A= I- 1+A°'E _1,onadoncobtenu pourtoutkz= 1:
= Gk T x-x(0

x-xK =g x-x®
Supposons alors que pour une norme induite,onait A~'E = a < 1alorson aura

G= (-ATTE)
k=1

< 2 On obtient alors

desorteque G = 2.
k
2 x-xO

x-x® <

L'expérience prouve qu’en deux itérations ce processus peut étre utile, mais pas plus.

EXERCICE 8.3 Déerminant & conditionnement
(1) Caculez en fonction de n le dderminant e le conditionnement de la matrice carrée A d'ordren

définiepar
10
10
(2) De méme caculez en fonction de n le déterminant e le conditionnement de la matrice carrée B

dordren définiepar :
Bii = 1,
Bij+1=

[T

n
\ n-1

i
i
non

w. N IA

1
1
0

1
[ R

(3) Conduez quant au lien qui peut exister entreconditionnement & déterminant. Expliquez vatrepaint

devuedanslecas génerd.
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EXERCICE 8.4 Nction depréconditionnement
Soient
1 0 108 0

g AA =

A= g106 0 10

(1) Calculez le conditionnement deA en norme2.
(2) Quevaut

AA
AQ

A

Deéduisez-en uneestimation de xx 22 ,oux & x+ Ax sont sdutionsdessystemesAx = b & (A +

AA)(x+ Ax)= b avecb un vedeur quelconque
(3) Quevaut leconditionnement de2A , — 4A | puisdeaA aveca un réd queconque?
(4) Sait

ExprimezD A ¢ D-AA.
(5) Quevaut leconditionnement deD -A en norme2 ? Quevaut
D-A, "
(6) Deéduisez-en unenouvelleestimation de --‘)‘,-(’( 22

(7) Quelecondusion en tirez-vous ?

8.6 Preconditionnement et erreur de calcul

Lorsdel'application d'un algorithme itératif a la solution du systéme A x = b, laseuleinfor-
mation disponible achaqueitération est lerésidu r'k)= b~ Ax(¥) . Par contrel'erreur e(¥)= x — x(K) est
inconnue. Du fait quer®) = Ael¥) on alarelation

r(K) alk) r(K) alk)

;
«A) ro = oo = *A)

(8.1)

De cette relation on en conclut que si k (A ) est proche de 1, le quotient des normes des résidus

est relié au quotient des normes des erreurs et donc si le résidu décroit, I'erreur aussi décroit.

Par contre si le coonditionnement est grand, le comportement de deux quotients peut étre dif-

férent, I'un augmentant et I'autre diminuant. Ces remarques montrent I'importance d'avoir un

conditionnement proche de 1 et, par voie de conséquence, I'importance du préconditionnement.
Nous pouvonsaussi utiliser lesrelations (8.1) pour élaborer un critéred’arrét d'une méthode

iterative. Soit x + A x lasolution calculée. Elleest solution du systémeperturbé (A + A A)(x+Ax)=b
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8.7

(on suppose que le second membre est sans erreur). On calculele résidur =b—- A (x+ A x).
Nous avons larelation

r A+AA

_ < : 8.2

A - X+AX A i

Par conséquent si la norme du résidu relatif —Aﬁ est petite, le résultat est acceptable.
Sinon, la solution est relative au systéme initial qui a subi une grande perturbation. Remarquons

est proche de la précision de|'ordinateur, alors la solution a une bonne préci-

: r
quesl T Ex

sion.

Exercices

EXERCICE 8.5 Démontrer lardation (8.1).

EXERCICE 8.6 Démontrer lardation (8.2)
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