ANALYSE NUMERIQUE — TP N° 2

METHODE DES MOINDRES CARRES

semaine du 27 mai 2013

1 Contexte et problématique

L’objectif de ce TP est 1'application de la méthode des moindres carrés a la
prévision des valeurs des séries chronologiques.

Une série chronologique (on dit aussi série temporelle) est une suite des valeurs
numériques (dans notre cas réelles), indicée par le temps ¢

Ces valeurs représentent 1'évolution au cours du temps d’un phénomeéne dont
I’étude nous intéresse soit parce que nous voulons expliquer son comportement,
soit parce que nous voulons prévoir son comportement. Les domaines d’applica-
tions sont extrémement variés. Citons, a titre d’exemple, médecine, biologie, épi-
démiologie, traitement de données, métrologie, assurance, économétrie, finance,
traitement du signal, sciences de la Terre, etc.

En reégle générale, la prévision 7 (t) de la valeur y (f) a l'instant ¢ se fait en se
référant aux valeurs antérieures de y suivant un modéle. Si le modele est linéaire,
alors on peut exprimer la prévision selon la relation

Tt)=ay(t—k)+  Fawy(t—Fky) ; a; €eR, ke N

ot k; représente un décalage temporel.

Il est aussi possible d’envisager que les valeurs de la variable y dépendent non
seulement des valeurs antérieures de y mais aussi des valeurs d’autres variables
zj, j =1,....q. Ainsi, dans ce cas le modéle linéaire s’écrit

y(t) = any(t—rko)+ -+ @y (t — kony)
+ ajgrq (t) + 11,1 (t — kll) +-- 4 A1p, L1 (t — klnl)
+agoxs () + a1z (t — ko1) + -+ + agp, @2 (t — kap,)

+ agoq (1) + aqiwq (L — kq1) + - - + agn, zq (L — kqn,)

Les valeurs des coefficients a;; du modele ainsi que les valeurs des différents
décalages k;; du temps ne sont pas connues et il faut donc les estimer.

En ce qui concerne les valeurs a;; on pourrait envisager d’utiliser pour leur
estimation la méthode des moindres carrés.

Par contre pour I'estimation des différents décalages k;;, il y a plusieurs tech-
niques. Ici on effectuera une analyse spectrale de chaque signal x; et aussi de y a
'aide de la fonction scilab f£ft. L'analyse spectrale d’un signal z consiste a ap-
pliquer la transformation de Fourier sur la partie [z (1),2(2),...,2z(N)] du si-
gnal, avec N = 27, On considére que la période d’échantillonnage du signal y (et
aussi des signaux ;) est égale a 7' = 1 unité du temps. L'analyse spectrale fournit
comme résultat le spectre du signal, c’est-a-dire I'amplitude du signal X (I) pour



chaque fréquence f; = ;L= = & du signal. En examinant le graphique du spectre,
on évalue les fréquences qui ont une grande amplitude par rapport aux autres fré-
quences. Ce sont essentiellement ces fréquences qui contribuent a la formation du
signal. Si donc on on a pour une fréquence particuliére f;, une amplitude X (1),
alors le signal présente une périodicité de fréquence I/N et qui influe pour beau-
coup a la formation du signal. Il est donc possible d’estimer la valeur du signal a
l'instant ¢ en utilisant sa valeur a l'instant { — /. Il va de soi que ce raisonnement
il faut le faire pour chaque fréquence f; d’amplitude X (I) importante. Cette dé-
marche nous permet de calculer le décalages £;;.

2 Travail a faire

Les données sont présentées sous la forme d'un tableau des séries chronolo-
giques représentant des données financiéres issues du marché américain. Il s"agit
d’estimer le prix d"une option sur le marché. Pour cela, on dispose de 1530 obser-
vations de 5 variables qui sont dans |"ordre

— la date;

— la volatilité de 'option calculée d’aprés la formule de Black-Sholes. (La volati-

lité mesure I"ampleur des variations d"une option dans le temps. Elle est liée
a la notion en statistique de la variance) ;

— la date de maturité qui est la date d’échéance de l'option ;

— le prix de levée (ou prix d’exercice) de I'option en dollars. C'est le prix auquel

une option peut étre achetée ou vendue;

— le prix d'option (ou prime d’option) en dollars. C'est le prix que "acheteur d“un

contrat d’option verse au vendeur initial pour avoir le droit d"acheter ou de
vendre cette option & la date de la maturité.

L’objectif est, en utilisant ce tableau, de prévoir le prix d’option.

La méthode a utiliser est la méthode des moindres carrés. Pour ce faire, on
peut utiliser les trois variables — volatilité, maturité et prix de levée — ou cer-
taines parmi elles, avec éventuellement des décalages que l’on calculera a l'aide
des analyses spectrales des variables correspondantes. Ainsi on créera un tableau
des données X avec autant de colonnes que de variables utilisées. Remarquons
que chaque décalage d"une variable constitue une nouvelle variable du tableau
avec instant de début et instant de fin différents des autres. Par conséquent le
nombre d’observations dans le tableau X dépend de la valeur des décalages. Par
exemple considérons la variable volatilité que 1'on note x;, on aura les signaux
1 (1)....,21 (1530). 5i on utilise dans le tableau cette variable sans décalage et
aussi avec un décalage de k11 = 10, alors dans le tableau X on doit trouver une
colonne ayant les signaux |z; (11),...,z1 (1530)] " et une autre colonne avec le si-

gnaux |z, (1),...,z; (1520)]'. Ainsi ce tableau représente le modéle
y (t) ainTry (t) Fajpr (t ].0) 11 =1 S 1530

et il a 1520 lignes. Si, de plus on doit utiliser la variable maturité, notée x4, avec un
décalage k2, = 20, alors dans le tableau on aura les trois colonnes [z, (21). ...,z (1530)]T,
|z (11) .. .. 21 (1520)] " et [z2(1)....,22(1510)]" et le modele devient

y(ﬁ) = aipIy (!,) + ayppey (.", — ]0) + G912 (!‘; — 20) 21 E t S 1530
Ce tableau a 1510 lignes. En fait on peut établir que le nombre de lignes du tableau

X est égal a 1530 — max ky;.
i,j



Le travail a faire est décomposé comme suit :

1. Utiliser un modele linéaire simple, ¢’est-a-dire en utilisant comme entrées les
trois variables sans décalages et aussi le prix d’option avec un décalage de 1,
a savoir le modele

¥ (t) = any (t — 1) + arozy (£) + azoxy () + asoy (L) : aij € R,

Calculer sa qualité en comparant les sorties réelles aux sorties calculées du
modeéle selon un critére que vous établirez.

2. En utilisant des analyses spectrales, trouver quelles sont les variables et les
décalages a utiliser afin d’améliorer la qualité de I’estimation. Etablir ainsi
un modeéle optimale.

Notons qu'un tel modele doit faire une erreur d’estimation nettement infé-
rieure a 10 dollars pour chaque prix d’option.

3. Conclusion générale.

3 Livrable

Un rapport écrit impérativement en IXTEX, dans lequel on présente :
— les expériences effectuées avec leurs résultats ;
— les conclusions que vous avez pu en tirer des différentes expériences.

Le livrable doit contenir

— le rapport en format pdf et le source en KTgX, et

— les programmes Scilab associés a une notice succincte d’utilisation de ces pro-
grammes.

Ce livrable sera stocké dan un fichier compacté (format zip ou rar). Pour I'en-
voi vous utiliserez a Cergy le site sifoci, rubrique Analyse numérique etvous
cliquerez sur le bouton correspondant a votre groupe de TD. N’oubliez pas de no-
ter sur le nom du fichier votre numéro de binéme.

NB.- Un livrable qui contient seulement une de deux parties — rapport ou
programme — aura la note 0 (zéro). De méme un livrable dont le programme ne
permet pas d’obtenir les résultats indiqués au rapport sera aussi noté 0.

Datedelivraison : 14.06.2013

4 Recommandations

Sur la forme, il est vivement conseillé d"utiliser des tableaux et des graphiques,
afin d"améliorer la lisibilité des résultats. En particulier les graphiques permettent
d’apprécier I'adéquation de I'estimation avec la réalité.

Le rapport doit étre écrit selon les régles de I’art, dont un bref rappel est donné
par le document “Ecriture d"un rapport en Analyse Numérique” qui se trouve sur
lesite http //sifoci eisti fr, rubrique Analyse Numérique.



