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Introduction Philosophie

@ Plus de resolution a la main car trop d'inconnues, et
resultat trop long a obtenir

@ Les methodes connues ne sont plus utilisables

@ Resolution d'un systeme # obtention de la solution
exacte en un nombre fini d'étapes.

@ Compromis: obtenir une solution approchee en un
nombre fini d'étapes, sachant que la solution exacte serait
obtenue en un nombre infini d'étapes.

Ce compromis est |le principe méme des methodes
iteratives,
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Introduction Exemple

Modele de réseau

|

b,\"?\““ 'Hf
L;\,L;i |

5..

Dans chaque aréte circule un fluide; a chaque noeud est
associé un potentiel. L'intensite (ou le debit) du fluide est
proportionnelle a la difference de potentiel entre les deux
extrémiteés de |'aréte ol il circule; c'est la loi d'Ohm pour les
circuits eélectriques !

qij = kij(ui — uj)
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Introduction Exemple

Une loi physique de conservation (de Kirchoff dans le cas
électrique) impose un equilibre: la somme algebrique des
intensites en chaque noeud est egale a la valeur de la source
(ou du puits) qu'il figure,
Au noeud P;; on a dans le cas du circuit électrique:

X X

Si=  qij=  kij(ui— uj)
J J

Cette somme peut étre étendue aux noeuds adjacents de P;;
les equations d'équilibre s'ecrivent :

S1 = kip(u1 — u2) + kio(us — ug)
0= kg‘l(UQ — Ul) + kzjg(ﬂz — Ug) + k2J7(U2 — UT) —+ kg‘g(UQ — Ug)

T W AW 00

0 = ko1(ug — uy) + koo(us — us) + ko 7(ue — uz) + ko g(us — ug)
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De sorte que |'equilibre du systeme est connu en resolvant le
systeme linéaire
Au=S
avec une matrice A dont les coefficients non nuls sont
représentes ci~de5050us par une étoile:

*1
* *
* *
*
A= * *
%
* ok * * ok
* %k * ok

Le second membre est defini par
ST = (51;0;0; S4; 0; Sg; 0; Sg; 0):
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Methode  Comment résoudre ces systémes?

Premiere idee

Methode des determinants?

Les formules de Cramer, dites aussi " méthode des
determinants” fournissent une solution exacte du systeme
lineaire AX = b dans R" avec X = (xg; xo; :::x,,)T donnee par:

det A0
X = et A

ot Al) designe la matrice obtenue en substituant dans A |a
colonne J par le second membre du systeme.
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Methode  Comment résoudre ces systémes?

Premiere idee

Combien ca colite?

Il'y a donc N + 1 determinants a calculer.
Le coiit du calcul d'un tel déterminant est:

c(n) ~ n x n opéerations élémentaires
et le colt global de la methode est donc
C(n) ~ nx (n— 1) opérations

Le colit de la resolution d'un systeme 100 x 100 peut alors
&tre evalue par la formule de Stirling (n! ~ n"t1/2e¢ "\/2 ),
Cela conduit a |'évaluation :

C(n) ~ 9:4 x 10
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Methode  Idee!

Se ramener a plus simple

Si A est une matrice diagonale, c'est a dire si
A=(aij); ;; , aveca;=0sii#]
le systeme Ax = b est immédiatement résolu du fait que

1
aji

bi

Xj =

L'algorithme correspondant est donné par:

Pour i de 1 an
Xj — b,-=a,-,-

Fi nPour i
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Methode  Deuxiéme idée!

Pas aussi simple

La matrice A d'un systéme triangulaire superieur est telle que
A=(aij), ;;j ,aveca;=0sii>j
Comme A est inversible,
ajj#0si1<i<n

Le systeme s'écrit

anxy +apxo+ i+ agpx, = b]_
anXo + it awmxs = b
aX, = b,

nliEady
Laurence Lamoulie Analyse Numérique




Methode  Deuxiéme idée!

Pas aussi simple

Algorithme

On obtient alors la solution par un algorithme de substitution
retrograde, dit aussi simplement algorithme de remontee :
o= e
Pour i de n-1a 1 par jpas de -1
P

Xj — b — i jXj =4,
j=i+1

Fi nPour i

Le colit du calcul d'un xi se décompose en:
@ (n — k) additions,
@ (n — k) multiplications,

@ 1 division
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Methode  Deuxiéme idée!

Pas aussi simple

Le coiit total de remontée est donc de
X n(n—1 n®

(n— k) =n*— % ~ additions + multiplications
k=1

soit n? operations elementaires. Conseil: Entrainez-vous a

retrouver cet algorithme et a calculer sa complexite...
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Principe des méthodes d Meéthode LU

Se ramener deux systemes triangulaires

Principe

Remplacer A par le produit de deux matrices triangulaires,
notées en genéral L et U; respectivement triangulaire
inferieure et triangulaire supérieure. En effet on résout alors
successivement deux systéemes triangulaires:

Ly = b puis Ux = y

dont la solution x veérifie évidemment Ax = b:

En schematisant:
0 1 0 10

* k% * 0 0
@+ +» xA-—@x+x x 0A@

ok ok L

o O %
o ® ¥
¥ W W
)>_\
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape 1

Elimination de Gauss sans recherche de pivot

Sous |I'hypothese que a;; # 0 on peut |'utiliser pour éliminer
I'inconnue x; des lignes 2 a n: Le terme a;; est appele pivot
et on note pour la suite:

1= 41
La ligne i devient alors:

dj1 .. di1 41
0x; + (a2 — —aw)x + i+ (an— —aw)xa =bi— —b
1 1 1

ce que l'on écrit encore

ag)xg +:i 4 agf)x,, — b’@);Vf > 1
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape 1
en posant
di1
af? = ap— —ap
1
. N
af_f} = djgp — _!laln
1
a.
b = b~ b
1

Si on pose aussi, pour 1 <j <n
aﬁ-) =a;;;V1<j<net b&z) = b
on a obtenu le systeme equivalent :

A@ yx — p2)
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape 1

avee 2 () (2)

0
- 2
A — % 322 e E‘gn}

a® i &%
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape 1
On voit que
0 1

1 0 ::: 20
_a 1
411

AD — MWA MO —F
—am 0 0 1
411

Le systeme s'écrit alors
AR — M(I)A, et b® — MW p

Tout se passe comme si on avait premultiplie a gauche le
systeme initial par M(1):
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape k

On suppose que l'on a pu itéerer le procéde ci-dessus k — 1 fois,
c'est que l'on n'a jamais rencontre de pivot nul :

i=a £0pour1<i<k-—1

n

On obtient alors le systeme equivalent:

AR5 — pk)
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape k

avec AK) de la forme

0 k) (k) ... ... (k) 1

all alz - P P P - - . aln
(k) -, (k)
0 ay : d2p
k .
3&3}
k) _ ' " :
A (k) N ()

0 i 0 ap’y g oioay,
(k)
(1)
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Principe de la ode LU Calculs

Etape k

ol (k) est une matrice carrée d'ordre n — k + 1:
0 1

K (k)
kk - kn

- K 1)
RO RSN
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Principe de ode LU Calculs

Etape k

Comme precedemment, on doit effectuer une hypothese sur la
valeur du pivot:

=) 0
On peut alors introduire la matrice

1 0 L oLl 01

0 1
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape k

Remarquons que l'inverse de M) est [(¥);

°1 0 0"
0
01 :
L(k)=§ LTI : (1)
| ik :
0
: 0
a¥)
0 0 “k 0 0 1

Soit
A+1) — ) AK) o pk+D) — pg(R) pik)
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape k

alors

et

0
Alk+1) — é

(k+1)
an

AUHD y — pktD)

k+1) 3(k+1}
k}l . k+1
) k4D
k+1 .
353 )

0 af,‘k' Do af,‘,f 1)

0

: Alk+1)
0 0
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Principe de la Méthode LU Calculs

Etape k

ot Alk+1) est une matrice carrée d'ordre n — k

0 (k+1) (k+1) 1
t1,k+1 -+ Fksin

Alke+1) — % 5 : R
A e
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Principe de la Méthode LU Bilan

Recapitulons

Si on appelle L la matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur
la diagonale, et L(¥) la matrice definie en (??)

AR ALY
et U |la matrice triangulaire supérieure
U= A"
on a

A=LU

On dit qu'on a effectue une factorisation de Gauss ou
factorisation LU de A.
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Principe de la ode LU Utilisation

Utilisation: Calcul de determinant

Calcul de déterminant

Une utilisation de la factorisation LU est le calcul de
determinant de A en effet, si A admet une factorisation LU,
on a det A = det(LU) = det L:det U Or L est triangulaire a
diagonale unite donc de déterminant 1; ce qui donne

finalement
Yo

det A=detU = i
i=1
La factorisation LU permet donc de calculer le déterminant de
. \ 3 .
A avec une complexité de |'ordre de - additions et

3
multiplications, au lieu de n! avec la formule du déterminant!
v’
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Principe de la Méthode LU Utilisation

Utilisation: Resolution de systemes lineaires

Resolution de systemes linéaires

La factorisation LU permet de resoudre successivement deux
systemes triangulaires: Ly = b puis Ux = y dont la solution x
verifie Ax = b:

Si on dispose de plusieurs systemes lineaires de seconds
membres différents mais de méme matrice A:

Ax = b; pour i = 1; ..l

il suffit de calculer une seule fois les matrices L et U et de les
stocker. On peut alors effectuer autant de descentes et de
remontées qu'on a de systemes pour les resoudre tous, sans
pour autant refaire la factorisation LU.

Pour /| systéemes a résoudre, la complexite est de |'ordre de

”; + I:n%additions et multiplications plutét que l%:
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Principe de la Méthode LU Stockage

Stockage

Principe de |'écrasement

Pour une matrice de taille n; on remarque que le nombre de
termes a connaitre pour disposer des matrices L et U n'est que
de n?; puisque la diagonale unite de L n'est pas 3 stocker. De
ce fait on peut utiliser la place memoire disponible dans A
pour y enregistrer les termes de L et U.

Cette remarque explique que l'algorithme qui suit "eécrase” la
matrice A par sa decomposition LU.
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Principe de la Méthode LU Stockage

Stockage

0 1 0 10 1
ok k 1 00 * ok ok
@+ « xA=@%x 1 0A@0 + A
* k% * % 1 0 0 =
stocke en
0 1
1 * =
@+ 1 A
* % 1
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