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Principe

Classification des systemes

@ Systemes de petite taille
@ Systémes de grande taille

w

Classification des priorités

@ Proprietés de la matrice

@ Besoins de |'utilisateur

@ Moyens de calcul

@ Temps de developpement

.
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Systbmes creux Largeur de bande constante

Cas des matrices symetriques

Definition

Le profil d'une matrice symeétrique A est

{(i,j),1<i < N,ji <j<i} ou jest I'indice de la colonne
du premier element non nul de la ligne i.

Exemple :
( X X X \
x % X
A= x X X
X

Interét dans la décomposition LDL'
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Systémes Largeur de bande constante

Cas des matrices non symetriques

Soit A une matrice de taille n. On appelle largeur de bande
inferieure (resp. supérieure) de la matrice A, |'entier q (resp.
p) tel que

Vi = 1,.nVj=1 ..i—q. Aj =
VJ = 1:“:”:Vj:11“'j_p

3

Exemple :

W oW W W

o
¥ W W ¥
oW
¥ %
\“‘-—
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Systén Largeur de bande constante

Cas des matrices non symetriques

Remarque

Si la matrice A est symétrique alors la largeur de bande
inferieure est egale a la largeur de bande supeérieure

.

Theoréme

On suppose que A est une matrice de taille n, possedant une
factorisation LU. Si A est de largeur de bande supérieure g, et
de largeur de bande inferieure p, alors U est de largeur de
bande supérieure g et L de largeur de bande inférieure p.

.

Dans le cas ou n >> p et n >> q on peut établir un
algorithme de décomposition LU revenant a 2npq opérations.
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Systémes cr Ou est le probléme ?

Remplissage des matrices L et U

Considerons la matrice A de profil ci-dessous

Matrica intiale
i
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z- » b 3
» » » »
4- » L4 »
» »
[l » L]
» 3
& » 3
» L4
o 2 4 6 &

BoF bam=is
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Systémes creux  Ou est le probléme ?

Remplissage des matrices L et U

On obtient la matrice L de profil ci-dessous
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Systémes cr Ou est le probléme ?

Si on renumérote les inconnues

Cela revient a reordonner les équations, la matrice A prend le
profil ci-dessous

Nouveln Matrice Iniale

ok Foanz=35
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Systémes cl Ou est le probléme ?

Si on renumérote les inconnues

On obtient la matrice L de profil ci-dessous

o
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Systémes Largeur de bande non constante

Principe de representation : théorie des graphes

On etablit un paralléle entre les élements non nuls et les
relations entre les sommets d'un graphe
T 10 8
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Systbmes creux Largeur de bande non constante

Renumerotation des inconnues

Algorithme de Cuthill-Mc Kee direct
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Systémes pleins ~ Classification

Deux familles

Pas de méthode directe

@ erreurs de calcul
@ temps de calcul
@ pas de solution approchée

r

Deux pathologies

@ Je ne suis pas symeétrique : que faire?

@ Je suis mal conditionnee : que faire?

\
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Systémes pleins Equation normale

|dée geniale...ou pas

Pour resoudre le systeme lineaire Ax = b quand A n'est pas
symetrique, on peut resoudre le systeme équivalent :

AlAx=A"b (3.1)

Sa matrice est symétrique et définie positive.
Le systeme est le systeme d equations normales associe au
systeme Ax = b.

condy(ATA) = | ATA| 2| (AT4) 1) 2

Or | A'A} , = p(AT A) car AT A est symetrique. Mais par
ailleurs | A| , = \/p(AT A) donc :

conds(ATA) = | A|3| A 1|} = cond?(A)
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Systémes pleins Equation normale

|dée geniale...ou pas

Probleme
On a donc montre que le conditionnement de AT A est le carre

de celui de A.

L'idee n'est pas toujours geniale!
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Systémes pleins Préconditionnement

Trouver une matrice C telle que CA soit mieux conditionnee
que A, et telle que le produit CA soit peu coiiteux a calculer

Resolution
On resout alors le systeme lineaire CA.x = Cb au lieu de
Ax =b

L'ideal serait de choisir C = A ! mais c'est evidemment trop
couteux, on choisit donc d'approcher I'inverse de A. Dans le
cas oll on veut utiliser le gradient conjugue ou ses deérivés, il
est essentiel de conserver les proprietés de symetrie et de
definie positivité de A pour le produit CA, afin de conserver la
convergence.

.

Laurence Lamoulie Analyse Numérique



Systémes pleins Préconditionnement

Catalogue

Preconditionnement diagonal ou de Jacobi
|l consiste 3 choisir C = D ! oli D est la matrice dont la
diagonale est égale a celle de A.

Tres efficace et pas cher
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Systémes pleins Préconditionnement

Catalogue

Preconditionnement LU incomplet d'ordre 0

Il consiste a faire une décomposition LU en ne calculant que
les termes dans le profil de A

Assez efficace et pas trop cher
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nes pleins Préconditionnement

Catalogue

Quelques centaines d'autres dans la littérature
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La méthode du gradient

Integrer le preconditionneur dans |'algo.

Voir les algos dans le cours
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