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VALEURS ET VECTEURS PROPRES

EXERCICE 1.1 Soit A € R™*™ matrice réguliére et soient X valeur propre associée au vecteur propre u.
Montrer que 1/ est valeur propre de A~ associée au méme vecteur propre u.
SOL-Ax =X x=x=)M"'x=(1/\)x = Ax

EXERCICE 1.2 Soit A € R™*"™ matrice réguliére et soient X valeur propre associée au vecteur propre u.

Montrer que A est valeur propre de A¥ associée au méme vecteur propre u, k > 1.

SOL.- Ax = Ax = A%x = Mx = \?x = A%x = \?Ax = Vx= ...
EXERCICE 1.3 Soit A € R™*" matrice réguliére. u est un vecteur propre de A si et seulement si u est
un vecteur propre de (A —oI) "

SOL-Ax=Xx=(A—al)x=A—a)x=A—a) 'x=(A—al) 'x

EXERCICE 1.4 Si A € R"*" est nilpotente (c’est-a-dire il existe k > 0 tel que A* = 0), alors trace (A) =
0.

SOL.- Soit A € o (A). D’apres l'exercice on a \* € o (A¥) = 0. Donc, d’apres la 6-ieme propriété
ci-apres, on a trace (A) = 0.
EXERCICE 1.5 Soit A une matrice symétrique et U matrice unitaire telle que

U AU = diag(\1,...,\n)

Supposons que Ay > Ag > ... > . Montrer que
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De plus, si A est définie positive (c’est-a-dire x " Ax > 0 Vx € R"), alors montrer que toutes ses

valeurs propres sont positives.

EXERCICE 1.6 En utilisant les disques de Gersgorin, donner une estimation du nombre maximal de

valeurs propres complexes des matrices suivantes :

2 —1/20 —1/2 5 0 1/21/2
o 4 0 2 12 2 12 0
A=1_12 0 612 ['B= 0 1 0 12
0 0 1 9 0 1/41/2 3

EXERCICE 1.7 Soit la matrice A € R™*™ avec |a;;| < e;Vi=1,...,n;i # j.

Supposons qu'il existe une ligner € {1,...,n} de la matrice A telle que |arr — a;;| > 6;Vi=1,...,n;i

T.
Conidérons la matrice W, € R™"*" goec
0, sii#j
Wij = 1, sii:jeti;ﬁr
a,sii=j=r
avec a > 0.

Soit la transformation de similitude B,= W, AW, !
(1) Evaluer les éléments de B, en fonction des éléments de la matrice A.

(2) Calculer une borne supérieure pour les rayons des disques Dfnl) et Dfl) ;i=1,...,n;i #r dela matrice
B..

(3) Montrer que sous I’hypothese € < ﬁ et en choisissant oo < 28, on réduit le rayon du disque Db

de B,. et on le rend disjoint des autres disques de la méme matrice.

(4) Application : Soit la matrice

4 05-04 04
0.2 -1 -0.10.05
—-0.5 -04 25 04
0.1 0.05 0.1 -3

A =

avec valeurs propres 4.15,2.39,—1.027,—3.01.

Nous avons € = 0.5.

(a) Calculer les disques de Gersgorin et leurs rayons pour la matrice A.

(b) Pour un indice r pour lequel le disque de Gersgorin Dy

n’est pas isolé, calculer 0.
(c) Prendre un a < 2% et construire la matrice W ,..

(d) Calculer la matrice B,..

(e) Calculer les disques de Gersgorin et leurs rayons pour la matrice B,.
Le disque Dg) a maintenant une taille réduite.

S’il y a une autre ligne 1’ telle que DY n DS) # @, répéter cette opération pour la ligne 1.



SOL. (1) B,. est comme A sauf que
— la ligne r est multipliée par o;

— la colonne r est multipliée par 1/«
- b'rr = Qpp.

(2) On a pour les rayons des disques de B,

& -
- R =3 [brjl=as 3 far <o (n=1)e;
P

= j=1
J#r J#r
S RO SN b= SY L |41 e o)t =
0= X b= 2 a5 lan < (-2t &
J= J=
J#1 J#LT

(3) Puisque oo = %‘E, ona

- Rg) < @52 = %52 =¢g;

- Rgl) <(n—2)e+ <= (n—2)5+g

d'oit R —i—Rgl) < 5—:+(n—2)5+% < 4.

Comme donc la somme du rayon du disque DY et du rayon de n'importe quel autre disque Dgl) de

B, est inférieur a 0, on en conclut que le disque Dfnl) est isolé des autres disques car par hypothése on a
|arr —as| > 0;Vi=1,...,n;50 # .

(4)Ona Rgl) = 1.3 et centre 4, Rgl) = 0.35 et centre —1, Rgl) = 1.3 et centre 2.5 et Rfll) =0.25e¢t
centre —3. Donc les troisiéme et quatriéme disques se recoupent.

On prend r = 1. Comme |arr — aii| > 1.5;Vi=1,...,n;i #r, on prendra 6 = 1.5 et, par conséquent,
€ < 1.5/3. On prendra donc o« =1/23 < e.

4 0.021 —0.01 0.017

46 -1 —-0.1 0.05
-115 -04 25 04
23 005 01 -3

OnaB, = et le rayon du premier disque est réduit, mais ce disque est

maintenant inclu dans le troisieme. On répete donc cette procédure pour v’ = 3 en utilisant les mémes va-

4 0.021 -0.04 0.017
4.6 -1 --23 0.05
—-0.5 =0.017 25 04
2.3  0.05 23 -3

premier et troisieme disque. Cette matrice montre aussi que les deux autres disques ne sont pas maintenant

leurs que précédement. On obtient B,.» = ce qui permet la séparation des

séparés, mais c’est sans importance, parce que on a pu, en utilisant la matrice A, localiser les deuxieme et

quatrieme valeurs propres.
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DECOMPOSITION
EN VALEURS SINGULIERES

EXERCICE 2.1 Déterminer la projection orthogonale x =|2,0, 1)" dans vect {u} ainsi que la projection

orthogonale de x dans u. On prendrau =[2,—1,3] . Préciser le projecteur orthogonal P, dans vect {u}
et le projecteur orthogonal P1 dans ut.
SOL.- Il faut que u soit unitaire.Donc on prend v’ = u/ ||[u||. La projection orthogonale de x dans

vect {u} est

T T
u u uu 1 T
B e Y T
u||(||u||) N L

La projection orthogonale de x dans u' est

; uua’ uu'x 1[21 1
oY )= _

ulu ulu 277
OnaPu:%etPuL:I—%.

EXERCICE 2.2 Toute matrice A eR"*" carrée, diagonalement dominante strictement (c’est-a-dire telle

n
que |ai;| > > |aij|;i=1,...,n) est réquliere.
i=1
J#
SOL.- 1II faut trouver que rang A =n, c’est-a-dire que N (A) = {0}. On suppose qu'il existe un

vecteur x =[z1,...,x,] # 0, solution du systéme Ax = 0. Supposons que xy, = maxx. La k-ieme ligne
(2
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du systéme Ax = 0 donne

n
ATk = — E aijj
j=1
J#

d’oil on obtient

n n n n
larkllzk] = | Y awjeg| <Y lajas| =Y |ang|lag| < | Y Jang| | |l
j=1 j=1 j=1 j=1
J# J# J# Jj#
et donc
n
|ag| < Z|akj|
=1
J#

qui contredit I'hypothese de la stricte dominance diagonale. Par conséquent ona N (A) = {0}.

EXERCICE 2.3 Soit I'application linéaire A : R3 — R3 définie sur les vecteurs de la base canonique par

les relations

Ae;) =2e; +6ex; A(ez) = —ey; Aes) =e1+es
oli e; vecteur de la base canonique B.

(1) Ecrire la matrice A de l'application linéaire A dans la base B.

2 01
SOL-A=]6-10
0 01

(2) Déterminer N (A) et R(A) ainsi que leurs dimensions.
SOL.- N(A)={0} et dim N (A) =0 car det A =—2 0, donc A est réguliere, donc I'application
A est bijective.

(3) Montrer que les vecteurs

fi=ez;fr=e1+2e;f3=—e; —3ex+e3

forment une nouvelle base B'.

01 -1
SOL.- La matrice de I'applicationest B= | 1 2 —3 | d’oit det B =—1 # 0, donc les vecteurs f; ,f,
00 1

et f3 sont indépendants.

(4) Ecrire la matrice A dans la nouvelle base B'.

0 10 -210
SOL.- La matrice de changement de base est S = 1 20| donS 1= 100/, donc A’ =
-1 -31 111
-1 01
S"!AS=| 1 10

-1-73



EXERCICE 2.4 Soit la matrice

123
A= [2 y 6} (2.0.1)
(1) Calculer le matrices L € R**? U € R?* telles que A = LU.
10 123
SOL. L = [2 1] U= {0 s 0}
(2) Déterminer les quatre espaces associés avec A et préciser leur base.
I N B I
SOL- N(A)={x€R?® /Ax=0}=N(A)={ x€R? / {2 4 6} z2 | =10 =n; =
xr3 0

[-21 O]T,ng =[-30 I}T. Le 3e vecteur ny = [0 —3 Q]T n’est pas indépendant de deux
autres. Donc N (A) = vect {ny,ny} et dim N (A) = 2.

Par conséquent

x1
dimR(A)=1 R(A)={AxcR? /xcR}= Big} o :{Z;]eRQ/xeR?’ =
x3

y1=lyp=2=r =1 Q}T:»R(A):vect{rl}.
1 Xr1 12 T
R(AT)={xeRr? /x=ATy,yeR?} =< | 2 eR3/ v | =24 Bl} —p=[123]".
2

3 xs 36

Donc R(AT) =vect{p,} et dimR (AT) =1.

o

12
N(AT) = {ycR? JATy=0} = yeRz/ 24 {zﬂ 0 ﬁylz[—Ql]T.Donc
36

o

N(AT)=vect{v1}etdimN (AT) =1

(3) Enutilisant la réponse a la question précédente, expliquer pourquoi le systéme Ax = b, avecb = [ _11 }

n’a pas de solution. Trouver le vecteur b’ le plus proche de b pour lequel le systeme a une solution.
SOL. Nous avons b = [ —11 } ¢ R(A). Donc b n’est pas une solution du systeme.

Le vecteur b’ qui est solution du systeme doit étre dans R (A). On cherche donc le vecteur de R (A)

qui est le plus proche de b. Donc b’ doit étre la projection orthogonale de b dans R (A). Par consé-
quent le vecteur b—b' doit étre orthogonal a r1 = r{ (b—b’) =0 = r{b=r{ b’. Comme b

) o 2]
€ R(A) = b=ar; avecaeRérIb:rlarléa:r% = ] =-i=b =

S 2][;

EXERCICE 2.5 Utiliser la DV'S pour calculer I'inverse d'une matrice réguliére.

Si au moins une de valeurs singulieres est nulle, que peut-on conclure pour l'inversion de la matrice ?



2. DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES

SOL-A=UAV' = A~1'=VA~'UT". Si o; =0, alors son inverse n’existe pas et par conséquent

la matrice est singuliere.
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EXERCICE 2.6 Soit la matrice A = [2 9

] . Calculer sa DVS.

V10 0

:|:>)\1=10,/\2:0:>A=[ 0 0

} . Calcul des vecteurs singuliers droits or-

V2 2 1

N

thonormaux : vi = = [1,1] " et vo = - [1,—1]" DoncrangA et V :% { 1 _11 } . Calcul des vecteurs

singuliers gauchg ruap = %AVI = % [1,2]T et g = \/%AVQ = % [—2,1]T, d’OiL V :% |:; _12:|

10 5 5
T_ 1 [1-=2][vioO]|f1 1] _J11]_
On teste UAV _\/5\/5{2 1}[ 0 0} {1_1 =155 = A

EXERCICE 2.7 Considérons la matrice

1/31/3  2/3

2/32/3  1/3
A =|1/32/3 1.000000001
0.4 0.4 0.8
0.6 0.2 0.8
et la matrice perturbée
1/31/3 2/3
2/32/3 4/3
B=A+AA=|1/32/3 1

2/52/5 4/5
3/51/5 4/5

Manifestement laz matrice perturbée est de rang 2 parce que la troisiéme colonne est la somme de deux

premieres colonnes.

(1) En utilisant Scilab vérifier le rang des matrices A et B.

(2) Comparer les résultats avec les nombre devaleurs singulieres, en utilisant la fonction de Scilab svd.
(3) Examiner si la formule (22) est vérifiée.
SOL.-rang A = 3,rang B = 2. Valeurs singulieres de A : 2.5987215, 0.3681513, 3.537x 10710,
Valeurs singulieres de B : 2.5987215,  0.3681513, 9.378 x 10~ 17. Nous avons || AA|, = 1.0 x

1079 et max |ok — k| = 3.8493342 x 10710 et donc la relation (2?) est vérifice.

EXERCICE 2.8 Soit une matrice A € R™*"™ gvec r = rang A <min {n,m}. Montrer que pour tout & >

0, il existe une matrice A, € R™*" de rang plein, c’est-a-dire rang A.=min {n, m} telle que | A — A;|| =
E.
SOL.- Supposons que n < m. Si la matrice n'est pas de rang plein, c’est-a-dire r < n, alors il y a

r colonnes parmi les n qui sont linéairement indépendantes. Pour la clarté de I'exposé, supposons que ce
sont les premieres r colonnes qui sont linéairement indépendantes. Nous avons donc la DVS A = UAV',
avec A =diag(o1,---,0.,0,---,0). Construisons une matrice A, 1 de rang r+1 qui a les mémes valeurs

singulieres non nulles que la matrice A , plus une valeur singuliére supplémentaire, 5,41 = €, non nulle.



Pour ce faire il faut poser A, 41 = UA, 1 VT, avec A, =diag (01, ,0p,0r41,0,---,0). En utilisant
la relation (??), on a que |or41 —Ory1| = Ory1 = ||[A — Ary1]| = €. On repéte cette opération pour les
autres colonnes r+2,...,n en rajoutant chaque fois une nouvelle valeur singuliere non nulle oo =

€,...,0n = . Notons A, la matrice obtenue  la fin. A cause toujours de (22), ona |[A — A.|| =¢.
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PSEUDOINVERSE
ET MOINDRES CARRES

EXERCICE 3.1 Soit A matrice (m,n) . La pseudoi nverse A est une matrice (n,m) qui satisfait aux

propriétés suivantes :
(1) ATA=P; AAT =Q
(2) A*A=(ATA)"
(3) AAT = (AAT)"
(49 AATA=A

(5) ATAAT=AT

EXERCICE 3.2 (Conditions de Moore-Penrose) Si Z est une matrice telle que

(1) ZA =(ZA)"

(2) AZ=(AZ)"
(3) AZA=A
(4) ZAZ =7

alorsZ = A™.
EXERCICE 3.3 M )= T =(AaT)"
. ontrer que (AT)" =Aet (AT) =(AT)".

11
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EXERCICE 3.4 Montrer que le vecteur x* = AT b satisfait a

[Ax —bl|, > [Ax*=b]|, Vx eIR"

De plus

si [ Ax— Dl = [ Ax" D], et x" £, alors [x]}, > "]l

i.e. x* est le point de norme minimale qui minimise la norme || Ax —bl|,.

EXERCICE 3.5 Soit la matrice A = [

110
001

(1) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices AA" et AT A.

(2)

SOL. AAT = [(2) ﬂ = valeurs propres de AA" : \; =2, \y = 1; valeurs propres de AT A :

200
Al—z,A2_1,A3_0:»A_[O : 0]

Vecteurs propres pour AAT : {2 0} {““}

_ ) Us1 e _ 1 _ O

01][up _/\Z{Um}’z_lﬂjul_[0]’112_[1]:>
10

v=loY)

Viecteurs propres pour AT A on utilisera la DVS de la matrice A : A = UAY?VT = [(1) (1) (1)] =
V11 V21 V31
10 200
{O 1] [\Of 1 0} V12 V22 V32 | =
V13 V23 V33
Vv =1= v11=%, v12 =0
V2v91 =1 = vy :%7 v29 =0.
V2u31 =0 = 031 =0, vza=1
1107 ] 0
Pour la 3e ligne de VT onna pas de résultat. On pose {0 0 1} v3a | = | 0| = v31 +vge =
V33 0
V31
0,v33 = 0. De plus le vecteur v3 doit étre orthogonal aux deux autres et donc on obtient | vz | =
V33
_ 1 1 g_L
Y2 2o
7|17V %Y %
0 01 0

Calculer les quatre espace fondamentaux associés a la matrice A.
SOL.- Nous avons rang A = 2. Donc R (A) est engendré par U. Donc R(A) = vect{uy,uz} et
dimR(A)=2.

N (A) est engendré par les 3—2 = 1 dernieres colonnes de V. Donc N (A) =vect{vs} et dim N (A) =
1.

R(AT) est engendré par les 2 — 2 = 0 derniéres colonnes de U. Donc R(AT) = {0}.
N (AT) est engendré par les 3 —1 = 2 premieres dernieres colonnes de V. Donc N (A7) =
vect {vi,vs} et dimN (AT) =2.
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(3) Calculer la pseudoinverse de A sans faire usage de la DVS.
SOL.- (i) Construction de la projection PR(AT) que l'on notera P :R? — N (A) telleque Px = 0 < x €N (A),

1 1

' V2 . . P1 p2 p3 VG
c’est-a-dire P % =0. Il faut aussique P =P =P2,d’oit | p2 ps ps % =0=p; =
0 P3 Ps Pe 0
p2=ps=p,p3=p5=0,p6 =p =
pp O 2p* 2p* 0 0.5 0.5 0
P=|pp 0|etP2=|20>2p> 0| =P=p=05p=1=P=[05050].
009 0 0p’ 0 01

(ii) Construction de la projection P g oy que I'on notera Q :R* — R (A) telle que Qb=b < b €R(A)
tQ=Q ' =Q2.0OnaQb=b< Q= B (1)]

(ii1) Construction de I'application Az_\rl(A)i :R(A) — N (A)* que l'on notera f. f est définie par

R(A)>b= {21 ] — f (b) € N (A)*. Prenons un vecteur b €R (A), par exemple b = [ﬂ €eR(A).
2

1107 N 2
Calculonsx:f(b).IlfautqueAf(b):b:>{O01} fo Z[l}éfl—kfzzz‘fg:l.Pour
f3

lf 1
que f (b) eN(A)*F il faut avoir f1 = fa. Donc f(b) = {gf;] = {1]
f3 1

(iv) Utilisation de la projection P. Nous avonsb =Af (b)=Ax=A[P+(I-P)|x=APx+A(I-P)x.
CommePx €N (A)*,0naPx#0=(I-P)x €N (A)= (I-P)x=0.Doncb =Ax = APx = Ax;

avec x; = Px eN (A)™* projection de x dans N (A)J‘.

9 110 0.50.50 -0.5 050 1
Pour vérifier, on applique cette relation et on a [1} = [0 0 1} 05050|+| 05-050 1| =
0 01 0 00 1
2
1

(v) La pseuddinverse de A est obtenue en utilisant I'application (22) A+ = A]_VI(A)LPR(A) =f(Q):

of
if;] Comme dimN(A)L =
f3

dimR(AT) =r=2,0naque N (A)" est engendré par deux vecteurs indépendants qui respectent

)

EXERCICE 3.6 (PERTURBATION DE LA MATRICE DE DONNEES X) Soit X =

R™ — N(A)" = R(AT) CR™ Ona Q=1L donc f(Q) =

la forme de f (Q). On a donc A* =

[« SR

On peut vérifier que AAT =1.

10 Y1
Oz |,y=| 0 | avec
00 Y2
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x,y1,y2 > 0. Considérones la matrice perturbée X + AX =

3. PSEUDOINVERSE ET MOINDRES CARRES

10
0 x |. Supposons que a est la solution des
0 oz

moindres carrés non perturbés et a la solution des moindres carrés perturbés. Montrer que

||a—aH2< Y3 S

~ =

@y~ a®n

SOL.- On calcule :

01/z0 0

1
x2 462

y20x < Y3 §o.

10 -1 1 0 —1 1 0 0]

T 1 0 T —1 1 0
(X+AX) (X+AX) = | o 50| (X+aX) T (X+4X)) =], ,

1 0 0 ~ Y1

X+:{0$5$ ,a:[ I ]

z2+622 224022 224622

o o = oz g~ |[a—a
Nous avons ||a||y = y1,||[a—al, = z%/iazz d'oir |||§H2H2 =

y1(22+622) = oy



