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Jean-Paul Forest tg305 de quoi on parle a quoi sa sert ?

analyse des erreurs lors des calculs avec des machines vrai dans le passé
calculs exactes mapple existe. Alors pourquoi calculs erreurs existent encore ?
I’analyse numérique est indispensable parce que la pluspart des problémes
n’ont pas de solution analytique, ne sont pas suceptiblent de donner une
formule magique.

ex 1 : racine des polynomes =2t=y==tac VQI’Q_‘W

il n’est pas possible dans le cas général de trouver les racines d’un polynome
de degres 5 ou plus.

ex 2 : équations différentielles (a peu pres toutes)

ex 3 : systemes linéaires avec des millers de variables

donc résolution numérique, on fait des aproximations parce qu’on a pas le choix.

si R est divisé en intervals de 1

si f1(v2) = lalorsfl(v/2 x v/2) = 1
si f1(v2) = Salorsfl(vV2 x v2) =9 =3

on résonne en x + —€y, Yy + —€s
déja vu en physique. 20°C 19,5 < x < 20.5 nombres de chiffres significatifs.

L’analyse numérique, c¢’est les mathématiques des barres d’erreur. ©
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a’+0? = (a+ b)(a — b) incertitude sur a et b quelles est la boite la plus petite
sur le résultat.

signe exposant mantisse chiffres significatifs
32 bits 1 8 23 7

64 bits 1 11 52 16
I’addition en représentation finie N’est PAS associative.

1 TD premier
2 Exol

1) Deux possibilités pour le signe. Base 3, p fois pour la mantisse, avec un signe
compris entre E,, et Ey, plus le zéro, mais moins deux cas particuliers. Nous avons

donc :

Signe : 2
Mantisse : P
Exposant : Eyy — E,, +1—2
Total : Mantisse X Exposant

Si nous appliquons :
Signe = 2
Mantisse = 10® = 1000

Exposant = 16 — (—15) — 1 =30
Total = 2 x 1000 x 30 = 60000

2) (1) : Prenons x + y, soit : 0.125 x 10° + 0.437 x 10'2.

Si on additionne les deux nombres : 0.437000125 x 10'2. La mantisse étant sur
3 places, nous devons tronquer a 0.437 x 10*2...

(2) : z xy=0.125 x 10° x 0.437 x 10'? = unTruc x 10'8
Nous avons un overflow...

3):2z/y=..x10"%2 - Underflow...
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3) Nous faisons attention, car notre mantisse est toujours de 3 places. Il faut
arrondir correctement !

(1) : (r+y)+2=(04x10°4+0.4 x 10°) + 0.1 x 10*) = ... = 0.101 x 10°
2):x+@W+2)=...+(..+..)=..=0.100 x 10?

Conclusion : 'addition en représentation finie non associative !

Algebre linéaire numérique

3 systeme d’équations linéaires

11 a2 13 T by
a1 Gz Qg . |T2| = [b2
31 dazz (33 xs3 b3

Ar=b, x € R, n=3
idée transformer A.

! / ! /
Ay Qg A3 L1 b
/ / _ /

li /

Idée A = U.L avec U et L matrices triangulaire supérieur et inférieur.

Idée éliminer ajseta s pour obtenir le début d’'une matrice triangulaire supérieur.
Méthode directe : Complexité O(n?). Idée utiliser une méthode indrecte pour
améliorer al complexité et pouvoir controler I’erreur.

1 00
ajy
Décomposition LU MM = ?
)
-3 0 1
A — prm AW !
ABG) = M2 A®2)
1 00
e
[M(l)]flz ﬁ 1 0
Nex
@ 0 1
[M(m)]—l - [m

AB) = LW LA AM (inversion de matrice AX = I) Complexité O(n?).

Si A symétrique = A = L.D.LT

A définie positive Vz # 0, 27Az > 0 : A = (LvD)(LV/D)" décomposition de
Cholesky:.
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4 Algebre linéaire

4.1 Normes matricielles Exercice 4.1

Calculer les normes 1, 2 et co du vecteur z = [1,0,1, —4]7.

| — 1] < Kfup =1

|tn — 1] < K"uo = 1|

norme 1 |lv||y =|1|+ 0|+ |1|+|—4| =6

norme 2 |[jv|l; = /12 +[02 + [1]2 + | — 42 = VIS = 32
norme oo ||v||; = max(|1],[0],|1],| —4|) =

4.2 Normes matricielles Exercice 4.2

Calculer les normes 1, 2 et oo du vecteur z = [1,0, 1, —4]7.
Calculer les normes 1, 2 et oo de la matrice

A:

=N N
— o
DO DN

norme 1 (max colonnes) N; — max(5,5,5) =5

norme 2 defaut Scilab; racine carrée de la valeur propre la plus grande (rayon
spectral) en module
2— A 1 1
calcul du polyne caractérique A — A\[ = 2 3—A 2 = rayon spectral
1 1 2—A
=\=3.
polynome caractéristique : 25 — 53\ + 292

spec(A) = {1, 14 — 3/19, 14+3x/_}<:>p():
Jiar 3V~ 5,2

(A — 1)(=A2 + 28\ — 25) =
= |14 + 3V19] < ||Al], =

norme oo defaut Mapple; (max lignes) No, — max(4,7,4) =7

|| Az[| < [IA]].[|=|
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r— Ar — AAr — Adx.. Ax
lub(A) ||Az||module de x apres transformation

= SUPgeRrn, 2£0 ||z||module de x avant transformation
Car les matrices codent des opérations linéaires, f(Ax) = |A|f(x)

= SUP||z||=1 || Az]]

4.3 Conditionnement d’une matrice Exercice 4.7

cond(A) = k(A) = ||A]|.]]A7*|| bon cas : une solution : droites qui se coupent
mauvais cas : 0 ou oo solution : droites paralleles

Montrer que cond(A) = k(A) > 1.
1:1ub(f) =1 <lub(A).lub(A™1) = [|A]].||A7Y|

4.4 Conditionnement d’une matrice Exercice 4.8

Montrer que cond(A?) < (cond(A))?VA.
cond(A?) = [|A%[| [[(A")7H] < [JAI[AIL(AS)THLN[(AH) 7]

1 1

H, = [1 i

2 3
{111
2 3 4
11011
_ 2 3 4 5

Hy= |1 1 1

3 4 5

4.5 Perturbations de A et de b Exercice 4.10

Soit le systeme Ax = b et supposons que nous avons une solution approchée
2 = x4+ Az. Dans ce cas on Az = b+ Ab.
1. Montrer que ||Az|| < [|[A7]].]|Ab]|
A(x +0x) =b+ Ab
Ax + Adx = b+ Ab
Adx = Ab
Onsuppose que A~! existe
Az = ATAb = || Az]| < |41
2. Calculer une majoration de la norme de l'erreur relative H||A1T\H
b = Az donc
1611 = | Azl < | AJL Jo]

b
el > 141

. A —1|| &b
via 1. 12l < )] a3
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5 Résolution de systémes linéaires

temps d’inversion de matrices scilab :

— tic(); inv(rand(1000, 1000)) ; toc = 0.34sec.

— tic(); inv(rand (2000, 2000)); toc = 1.35sec.

— tic() ; inv(rand (4000, 4000)) ; toc = 8.053sec.

— tic(); inv(rand(8000, 8000)); toc = 58.89sec.
Lorsqu’on multiplie par 2 la taille de la matrice le temps est multiplié par 8. Donc
complexité O(n?).

Ar =b
L.U.x = b, avec L matrice triangulaire inférieur et U matrice triangulaire supérieur.
Permet d’utiliser la rétrorestitution.
Pour n? cases la complexité ne change pas si on utilise I'inversion standard de
matrice. La résolution du I’équation prend autant de temps dans un cas ou dans
I’autre.
Az =b— = A" = O(n?) inversion directe
Ar=b— LUz =b=0(n% — x=U"1.L'.b= 0O(n) finalement la complexité
est O(n?) par le méthode factorisation.

Donc quel intérét ?
Le cotit de l'inversion 'directe' et de la factorisation sont du méme ordre de
grandeur.(Cependant la seconde méthode permet de faire varier le b sans avoir
a recaluler L.U.) Par conre la résolution de I’équation pour un second membre fixé
est linéaire.

en scilab [L,U,P]= lu([1, 3;2, 5]) permet de récuperer les matrices L et U.
tic(); [L,U,P]= lu(rand(4000, 4000)); toc = 3.847sec.

Objectif écrire notre fonction lu.

6 résolution de systémes d’équations linéaires (méth-
ode itérative)

Soit P le probleéme a résoudre : P(z), z € R"
Solution du probleme z* € R

Meéthode itérative choix zg € mathbbR
Algo: & : R" - R"

z1 = P(x0), 22 = P(21), ...

lim 2541 = lim &(z) = 2*

k—o0 k—o0

A la convergence : ®(z;,) = 2* = O(x441)
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Vk > N®(zy) = 2* ou z* est un point fixe de I'algo P

Méthode itérative appliquées a la solution d’'un sel A =L+ D 4+ U ma-
trices (voir décomposition LU)

A= M — N avec M matrice réguliere
G=M1N

er = Tp1— 2 = P(xp)—a* = M 'Napy+ M o— M *Na*—M~b= M*N(zp—
x*) = M~!Ney, avec e, lerreur A la k — ieme itération.

€41 = er0

klim O(zp) = 2* = limG* = 0 & ||G]| < 1 (convergence)

—00

1Jacobi M =D, N=—(L+U)=A-M
Cb(l’k) = Tp41 = —Dil(l + l]).l’]C + D~1b.

2 Gauss-Seidel M =L+ D, N=U
®(x,) = —(L+ D)"'Nay + (L+ D) '

3 Richardson M =1, N=1—-A

Convergence Pour toutes les itérations ||G|| = ||[M~'N|| < 1 Pour Jacobi si A
est a diagonale décroissante |a;| > 3 |ajj]

Pour Gauss-Seidel si A symétrique définie positive alors G-S converge

Pour Richardson ...

Relaxation Je me relax... va voir le poly

7 Inversion de matrices

Méthodes dierctes : Elimination gaussienne : complexité O(n?)

Méthodes itératives : 1z, x1, ..., x; Jacobi, Gauss-Seidel (http ://interstices.info/jcms/i_ 55887,
algorithme-pour-mettre-en-rang-une-equipe-de-football)

7.1 Chapitre 6 exo supp
aide p91 du poly
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Exo 1: Az = b, montrer qu’il existe ¢ € R|||xp1 — *|| < ¢||zg — 2]

Tpp1— 2" =D YL+ U)ay + Db —a* = —-D YL+ U)xy, + DAz — 2 =
DY L+ Uy +D(L+D+U)x*—a2*=-DYL+U)xy+D ' (L+U)x*+
D™ 'Dx* —x* = —D YL+ U)(x), — z*)

|2k — 27| =[] = D7HL + U)(ax — )| < [[D7HL + U)|]Jee — 27|

Donc on peut prendre ¢ = ||[D7Y(L + U)||.

mq ||z, — 2*|| < & )21 — o]
|21 — 2*|] < cl[xo — 2*|| = c||xo — 21 + 21 — || < ef|wo — @1|[ + €] [71 — 27|
& |[r1 — 2%|| = cf|lzr — 2| < ef|zo — 74|
< < (1 = o)|[zr — 2| < cf|wo — 24|
& |z — 27| < 15 llwo — 24|

|22 — 27| < cflzr — 2] < =m0 — 3
[los — 27| < el|za — 2*|| < 35|70 — |
o — 2] < ellaray — 2*|| < Zllzo — 21|

—C

On peut donc connaitre a priori le nombre d’itération a faire pour atteindre la
précision désirée.

Exo2: Cp=1-ByAmq (I —Cy)! existe.

BkA =1-C, < B, = (I — Ck)Afl 54 (I — Ck>7lBk = A1 A let By, existe
donc (I — Cy)™! existe.

B, = (I — Ck)A_l

B, = A~ — CkA_l

|A™ = CLATH| = || Byl

AT = [|ChA™H| < || By

|ATH] = |Gkl || ATH] < {1 Bgl|

(1= [ICkID-ATH] < 1Bl

_ By,
avec ||Cy[| < 1, |[A7Y] < {Ipak

a b

Exo 3: A= [b a] ; a, b € R. Trouver a, b tel que 'algorithme itératif de

Jacobi converge ?

Si a =0 ou b= 0 d’apres théoréme ¢a converge.

De plus Si A et 2D — A sont symétriques définies positives, alors la méthode de
Jacobi est convergente.

Sinon la correction : J = — [1/a 0 ] [O b] = [ 0 —b/a]

0 1/al|b O —b/a 0
valeurs propres 0 =baj || _ AT = A=+ done 12| < 1et |b] < lal
—b/a 0 T T a a ’

Montrer que la méthode de Gauss-Seidel sur A converge plus vite que celle

E.IS.T.L Analyse Numérique 8



Jacobi.

a 0
M = b a
4 | 1/a 0O
M _[—b/a2 1/a
 aiar |0 b/a
G=M N_[O e

valeusr propres : [O b/a ] = A l

0 v?/a?
re {0, 8}

pP; = g et Po = 2—2 donc la 2°™¢ converge plus vite.

7.2 Chapitre 6 exo supp

algorithme du gradient conjugué =z, € R", dy=1r9=0b— Azxy pour k =0

_ i
T dl Ady,

a hk
b wp = 2 + hedy,

C Tyl =T — hkAdk[: b— Al’k]

dTAT‘k+1
d dipr = Tk — g, de

Montrer que :

Vg € R"3Ing e N | Vn > ng d, =0

avec :
L rld; =0;0<j <i<ng
2. r;fpm>0,0<@<n0
3. rszl:TZTri;ng < ng
4. dfAd; =0;0<i<j<ng
5. TiTrj:0;0<i<j<n0

6. ;, =b— Ax;;0 < i< ng

démo par induction : demo ¢ = 1 admit ¢ = k demo ¢ =k + 1

Soit 1 =1

1. T{do = (’I"O — h()Ado)TdQ = ngo — hodgAdo = ngo —

dgTOZO

B (T Adg) = 1T dy —

T Ady

E.I.S.T.L. Analyse Numérique



D.
6.

criry > 0Sirfr = ||n|P=0=7 =0et d, =0 = absurde oung = 1 =

convergemnce.

T T dgAH T dOTAm T T

ridy =1r{(r1 — F5rdo) =rir1 — F7ridog =177
1wl 1( 1 dgAdo 0) 171 dOTAdo 1 %0 171
=0

AT Ady = dTA(r, — %47 dy = dT Ary — 94747 Ady = 0

I Ado I Ado
T. _ T _ T dgro \,.T _ _ T _ T
roT1 =14 (ro — hoAdo) = ryro — (dOTOAdO)TO Ady=0avecdy =19 < dy =1y

b—Al’l:b—A(Jf0+h0d0):b—Al’O—hoAd():?”l

Soit que les proposition sont vérifiées a ¢ = k. démontrons a i = k + 1

1.

TT‘
T dy = (ry — hAdy)Td; = rTd; — hydl Ady = 1T d; — d%’“AZEk (dI Ad;) = 0 ou
bien 7}, d; = (r, — hyAdy)Td; = 1} d; — hyd, Ad;
N——

~——
=0(1) =0(4)

e > 0 St e = |Iresa]|? = 0 = rpp1 = 0 et dyp = 0 = absurde

ou ng = 1 = convergence.

d{ATk+1 dgAT‘k_‘_l

T _ T T T T
- T i1 = Tpr (Pe — dT Ady, i) = T Ther — dT Ady, Thp1dk = Thy1Th+1

=0

T 9T . dz;ATk:+1 g7 . d%Ark+1 T .
dj Adk+1 = dj A(Tk-i-l dedk dk = dj Ark+1 d%Adk dk Adk =0

T = 0 (g — hpAdy) = 1Ty — (35T Ady, = 0

4 Ady
b— Az = b — Ay, + hydy) = b — Azy, — hyAdy, = 1

E.IS.T.L Analyse Numérique 10
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