EISTI - DEPARTEMENT MATHEMATIQUES

EXAMEN D’ANALYSE NUMERIQUE

3 juin 2014 — DUREE 3h00
La consultation et I’échange des documents, et I’utilisation des calculatrices sont interdits.
L’utilisation des 3 feuilles manuscrites recto-verso, format A4 est autorisée

— Ne pas détacher les feuilles.
— Utiliser I’espace blanc pour vos réponses et le verso pour le brouillon.
— Pensez a indiquer votre nom sur chaque feuille

NOTE
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Le corrigé se trouve sur http://sifoci.eisti. fr, rubrique Analyse Numérique.




Exercice 1

Soit le nombre réel 4, 1. Donner sa représentation en binaire (signe, exposant et mantisse) selon le standard IEEE-754,
en simple précision.

SOL.- Signe = 1, Exposant = 10000011 Mantisse 000 0011 0011 0011 0011 0011

Exercice 2
Soit I’expression
a’b — ab?

On utilise, pour trouver sa valeur, I’algorithme :
y=axbx(a—"b)

Calculer ’erreur Ay de 1’algorithme.

SOL.-
Aa
~ — b2 g2 —
Ay~ [2ab—b%a 2ab]{Ab}
0 0 O a
+laxb—axba—-b|0 0 0 b ]
00 m axb
_ Ny 0 a—1> _
Haxsa-a| % D1 270 |+ e xva-n
Exercice 3

Soit la matrice A € R™*" et le vecteur b € R™ avec m < n, rang (A) = m. Considérons le probleme

min x|,
sous les contraintes Ax =Db

1. Montrer que la solution du probléme peut étre obtenue par la résolution des équations

AATy =b avecy € R™

Indication. Utiliser le fait que si xq est solution de Ax = b, tout vecteur x € R™ tel que x = x¢+x1 avecx; € N (A)
est aussi solution. En effet, N (A) est le noyau de I’application linéaire A associée a la matrice A et, par conséquent
Ax = Axy+ Ax; = Axp+0=Ax9=h.

SOL.- De I'indication on a que ||x|| est minimale si x; = 0. Etant donné que R = N (A) & N (A)" = N(A) &
R (AT) (page 156 du poly, formule (9.17)), on en conclut que x € N (A)" = R (AT). Donc pour uny € R™ on a
x=A"y = b =Ax = AATy c-a-d. le probleme est résolu par AATy = b.

2. Soit A A une perturbation de la matrice A. Ainsi la systéme a résoudre devient :
(A+AA)(x+Ax)=Db
Montrer que

lAx] _ r(A) [AA]
x| = 1= [|AZH[JAA] [A]

.
SOL.- (AAT) = (AT)" AT = AA", done symétrique.

xAA'x = (ATX)T (ATx) > 0. De plus (ATX)T (ATx) =0 <= ATx=0 <= x =0 car A est de rang
plein.
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3. Soit A A une perturbation de la matrice A. Ainsi la systeme a résoudre est
(A+AA)(x+Ax)=Db

Montrer que

[Ax]| _ K (A) |AA]
%[l = 1= A [AA] [[A]

SOL.- (A + AA) (x + Ax)=b = AAx + AAx + AAAx =0 = Ax = —~A " AA (x + Ax) = |Ax||<[|A7]||AA|

(1 A AA]) [[Ax] < A |AA] |x] =181 < nth) o I8Al

[

Exercice 4
On note
10 0o 2 -1
-2 9 3 0
A= 0 —2 15 1
1 0 O 5

1. Représenter les disques de GerSgorin.
SOL.- Les disques finals sont 5(10,3), B(9,2), B(15,3) et B(5,1).
2. En déduire :
(a) le nombre maximal de valeurs propres complexes non réelles ;
SOL.- Le disque B(5, 1) est disjoint des trois autres, donc il y a une valeur propre réelle dans ce disque.
Les trois valeurs propres restantes sont dans la réunion des trois disques restants. Comme A est a coefficients
réels, son polyndome caractéristique 1’est aussi. Donc les valeurs propres, qui sont ses racines, sont soit réelles
soit viennent par paires de conjugués.
Comme il y a au plus trois valeurs propres complexes non réelles, il y en a fait au plus deux.
(b) un majorant du conditionnement de A en norme 2.
SOL.- Toutes les valeurs propres ont un module compris entre 4 et 18. Donc
max |)\||A€SpA 18 09

K:Q(A = S — = =
m1n|/\||A€SpA 4 2

Exercice 5
On note
1 1 1
A= 2 1 etb = 0
-1 1 -1

1. Calculer la décomposition en valeurs singulieres de A.

SOL.-Ona ATA = <g g),puis Xa=X?—9X + 14, soit SpAT A = {7, 2}.

e T . 1 /2 -1
Comme E7 = Vect (2 1) et By = Vect (=1 2) ,onendedultV\/g(l 2)'

2. En déduire la solution aux moindres carrés du probleme Ax = b.

2 3 0
SOL.-Ona AAT = (3 5 —1]etSpAAT = {7,2,0} d’apres les calculs précédents.
0o -1 2

Comme E7 = Vect (=3 —5 1), E; =Vect (1 0 3)etEy= Vect(—3 2 1), onen déduit

-3/V35 —1/V/10 —-3/\/14
U= |-5/V35 0 2/+/14
1/v/35  3/V/10  1/V14
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7 0
OnadoncX = |0 2
0 0

3. En déduire I’équation de la droite qui passe au plus pres des points (1, 1), (2,0) et (—1, —1). Justifier votre réponse.

. T NP .
SOL.- Si on note x = (z1 xg) avec xp la pente et x5 la pente a 1’origine, alors on cherche une solution aux

2

moindres carrés de Ax = b. La droite cherchée est y = §az -
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