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Objectif - Résoudre les problémes suivants (entre autres) :

— Solution du systéme d'équations linéaires

Ax =Db avec A € R™*"

— |nverse d'une matrice
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Méthodes directes

Deux grandes familles de méthodes -
— et

Les méthodes directes établissent la solution en un nombre fini et prédéterminé

d'étapes.
Ce nombre est fonction de la taille de la matrice.

Méthodes de cette famille

— Pivot de Gauss;
— Décomposition ou factorisation LU ;

— Méthode de Cholesky
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Fini mais pas petit

Le nombre d'étapes est fini et prédéterminé mais pas forcement petit.

Exemple : Méthode de Cramer ou méthode des déterminants :

Systéme avec 100 inconnues et 100 équations.
On doit exécuter 9.4 x 106! opérations élémentaires.

= sur un ordinateur & 1 gigaflop opérations élémentaires par seconde,
il faut 3 x 10 années pour finir les calculs!

= Elaborer des méthodes rapides.
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Principe des méthodes directes |

Remplacer la résolution du systéme
Ax =D

par un systéme plus facile a résoudre
Par exemple par un systéme équivalent de matrice triangulaire ou diagonale.

lére idée : Diagonaliser A = solution immédiate.

MAIS diagonaliser une matrice = calculer ses éléments propres

= Probleme difficile 3 résoudre
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Principe des méthodes directes ||

2e idée : Remplacer A par une matrice triangulaire supérieure et calculer
ensuite |a solution par substitution inverse.
= Pivot de Gauss

3e idée : Remplacer A par le produit de deux matrices triangulaires, notées
L et
U

On résout alors successivement deux systémes triangulaires

Ly =bpuis Ux =y dou LUx =Ly = A=LU

= Décomposition LU.
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Pivot de Gauss

|dée de base : transformer en (n — 1) étapes le systéme donné en un systeme
équivalent Ux = ¢ ot U matrice triangulaire supérieure :

Uil Ui2 T Uln X1 6]

0 U292 Lo U2n X9 C2




Pivot de Gauss

|dée de base : transformer en (n — 1) étapes le systéme donné en un systeme
équivalent Ux = ¢ ot U matrice triangulaire supérieure :

Uil Ui2 T Uln X1 6]
0 U292 U2n X9 C2
0 0 e Unn Tn Cn,

et de résoudre ensuite ce systéme par substitution inverse selon la formule
k—1
1

LIn—k = 3, . | Cn—k — Z Un—k,n—4Ln—2L | ; k= Ugaaeym—1
n—k,n—k /—0
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Gauss sur un petit exemple
Soit le systéme

11 a2 0Aaiz dai4 L1 b1
21 Q22 A23 Q24 X2 L b2
a31 a32 0azs as4 I3 B b3
| a41 Q42 Q43 Q44 | | X4 | by




Gauss sur un petit exemple

Soit le systéme

a11
a21
a31
41

a12
a22
a32
42

a13
a23
a33
43

i
&
%
ay3

a4
24
34
Q44

L1
L2
L3
L4
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Soit a11 # 0. aq1 est appelé et sera noté par 7.
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« Le commencement est la moitié du tout » — |
On considére la premiére itération effectuée sur la premiére ligne.

Soit a11 # 0. aq1 est appelé et sera noté par 7.

Considérons la premiére ligne du systéme

agll):vl + a§12)a;2 + a%)xg + a&)xél = bgl)

et on la résout par rapport a £1.0n obtient

1 1 1
agz) ag?,) a§4) 1
1 — X — —X3 — —T4 -+ —bl
! T T T
Si on remplace x1 aux autres équations, on a, par exemple pour la 2e équation
ey ey ey 1
(1) 12 ! 14 = (1)

(o Tg — ——T3 — — T4+ b1 —|—CL§12)£C2—|—CL(2?333—|—CL24 Ty = bél) —

1 1 1 1



« Le commencement est la moitié du tout » — |

On considére la premiére itération effectuée sur la premiére ligne.
Soit a11 # 0. aq1 est appelé et sera noté par 7.
Considérons la premiére ligne du systéme
agll):vl + aglz)xg + a%)ajg + a&)xél = bgl)
et on la résout par rapport a £1.0On obtient

(1) (1) (1)
_ 999 413 Gig 1
1 — X — —X3 — —T4 -+ —bl
T 1 1 T
Si on remplace x1 aux autres équations, on a, par exemple pour la 2e équation
(1) (1) (1)
) [ a a a 1 1 1 1 1
agl) 42 gy — Bgs — Mg+ b —|—a§2):c2—|—a<23)x3—l—ag4)x4 = bé ) =
1 ! T T
(1) agll) (1) (1) agll) (1) (1) agll) (1) (1)
Oz1+ | asy — ——ajy | Z2t| ass’ — ——ay5 | T3+ | ayy — ——ay, | Ta = by ' —
T1 T1 Ut
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« Le commencement est la moitié du tout » — |l

En faisant les mémes calculs aux deux lignes suivantes, on obtient a la fin

e 1 1 1 . B 1
o anZ<)1> a§3(> y a§4<) y P T g z 1
1 1 1 ag 1 1 as 1 X1 1 1
0 a’gQ) - 71'1 §2) ag?’) 7r1 gs) aé4) 71'1 a§4) Lo bg : 21 b( :
(1) ( ) (1 ) = ( )
1 a 1 1 a 1 1 as 1 1 1
0 alh el o o) o0 Al || e | T 4y
O_a o o_w o o 5331 @ | - a fn) 1)
0 ey —oayy agy — oAy ay — Ay | | by b)

METHODES DIRECTES 9




« Le commencement est la moitié du tout » — Il

On voit donc que cette facon de procéder élimine la variable x1 de4—1 =3
dernieres équations. On obtient ainsi a la fin de la 1lére itération le systéme

) ) o) A re [
It A R B
I I N N N

o o) W L] L

que |'on peut, encore, noté

AP x — p®@
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L 'autre moitié — |
Nous allons maintenant éliminer |a variable x5 de 4—2 = 2 derniéres équations

de A(2) -

i o) o A [m [0
0 ay) ayy apy | | w2 | _ |05
0 0 af o || 2| |8

L0 0 agy e LTl Lol




de A(2) -

et la variable x3 de 4 — 3 = 1 derniére équation :

- (1
agl)

0
0

0

!
0
0
0

L 'autre moitié — |
Nous allons maintenant éliminer |a variable x5 de 4—2 = 2 derniéres équations

1
o
9o

0
0

(2)

99
0

0

B
Q33 A3y
0 afy |

By @
i
R G
Qg3 Ayq

L1
)
L3
L4

L1
)
L3
L4

o
b
b3

3
o

o
b
by

Ly
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La troisieme moitié : Décomposition LU — |

Une autre facon de voir le monde - et Gauss =



La troisieme moitié : Décomposition LU — |

Une autre facon de voir le monde - et Gauss =

On pose ] i
1 0O 0 O
()
~%L 1 0 0
M) = )
—ZL 0 1 0
(D)
- 0 0 1

qui est une matrice triangulaire inférieure, avec sur la diagonale des 1.
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La troisieme moitié : Décomposition LU — ||
Alors on a la relation

L 1 ) |
1 000 « v m a -
al) oy @y ay ap
oo 1o
'

P 8 I s
1 1 1 1
a%) 00 1 L az(ﬂ) aiQ) aA(LS) a4(14) |
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La troisieme moitié : Décomposition LU — Il
On a aussi la relation

(1)

by " 1(1) 0 0 O P ) -
(1) _ agy’3(1) _ %21 !
b2 — = bl — 1 0 0 bgl)

(1) = ey
bt — i) ~%L 0 1 0 bS")
W oD ey p(L)
s || 00 ] LA



La troisieme moitié : Décomposition LU — Il
On a aussi la relation

i 1 00 0] [ -
1 oD (D) b;
b2 _%llbl —% 1 0 0 bgl)
(1) — ey -
bt — i) ~%L 0 1 0 b
1) () 1) ey b(l)
b — Sai g ~4L o0 o0 1| Lo

Ces deux relations peuvent s'écrire

A® _MOAD o p® - MOBpD

ADx — b M)
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La troisieme moitié : Décomposition LU — IV

Continuons.
A la deuxiéme itération on aura

ABG = M@AR — MMM AMD)
b®B) = M@ bH2 = MOMDpBD)

et 3 la troisieme et derniére

AW — MBGBAGB — MOCME AR — MMM A M)
b4 — MG BB = MCM@b2) — MOCOMECMDBD)

Rappelons que /a matrice A™) est une matrice triangulaire supérieure et que la
matrice MI(3) est aussi, par construction une matrice triangulaire inférieure avec
des 1 sur la diagonale.
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La troisieme moitié : Décomposition LU — V
Récapitulons : nous avons
A — MA = MMM A
b = Mb = MGOMECMMDp



La troisieme moitié : Décomposition LU — V
Récapitulons : nous avons
A® = MA = MMM A
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La troisieme moitié : Décomposition LU — V
Récapitulons : nous avons
A® = MA = MMM A
b = Mb = MGOMECMMDp
Donc
A=M"1A® = [MO)] - [M@)]—l M®)] LA
b=M"1b® = [M®)] 1 M®)] 1 M®)] @
Nous avons

1 00 0]
()
_%1 1 g

0

MO = | o
~%1 g 10

usl
a4 g g 1

™1




La troisieme moitié : Décomposition LU — V
Récapitulons : nous avons
A® = MA = MMM A
b = Mb = MGOMECMMDp
Donc
A=M"1A® = [MO)] -1 [M@)]—l M®)] L A@
b=M"1b® = [M®)] - M®)] 1 M®)] “1p@

Nous avons

1 00 0 1 0 0
(1) (1)
—=2L 1 0 0 1 —2L ] 0
MO = | o — L) = {M(”} = | O
~%L 0 1 0 5.0 1
ey b
40 0 1 40 0

o o O
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La troisieme moitié : Décomposition LU — VI
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La troisieme moitié : Décomposition LU — VI
Nous avons donc

A =LOLALBGAM) — LU,
b=LOLALGB® = bW

avec

L=LYLOL®) & U=AW

Cette relation est LU A ou L est une
matrice triangulaire inférieure, avec des 1 sur la diagonale et U est une matrice

triangulaire supérieure.
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La quatrieme et derniére moitié :

Soit le systéme linéaire Ax = b
En tenant compte de la décomposition LU on peut écrire
Ax = LUx
En posant Ux = y on obtient
Ax=Ly = Ly=»b
ce qui permet de calculer y comme suit
y = Mb
et la solution du systéme est obtenue par substitution inverse du systéme

Ux =y

METHODES DIRECTES
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Complexité

En termes de complexité |'élimination de Gauss et la décomposition LU sont

de l'ordre de O (n3)

La décomposition LU est particulierement utile quand on veut inverser une
matrice.

Dans ce cas on a AX =1 et la décomposition LU donne un premier calcul
LY =1 dotY = L~! et ensuite on obtient la matrice inverse par la résolution

de UX =Y.

Donc cette méthode permet d'inverser une matrice avec un nombre d'opéra-

tions de |'ordre de O (n3)
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Factorisation de Cholesky

Soit A symétrique.

De la décomposition A = LU nous pouvons obtenir la décomposition
A =LDU’ ot L matrice comme précedement, U’ matrice triangulaire su-
périeure avec éléments diagonaux égaux a 1 et D =diag (u11, ... Upy,) Mmatrice
diagonale.
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A = LDU’ ot L matrice comme précedement, U’ matrice triangulaire su-
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Factorisation de Cholesky

Soit A symétrique.

De la décomposition A = LU nous pouvons obtenir la décomposition
A = LDU’ ot L matrice comme précedement, U’ matrice triangulaire su-
périeure avec éléments diagonaux égaux a 1 et D =diag (u11, ... Upy,) Mmatrice
diagonale.
| est facile de voir que U’ = D~!U ou la matrice D! existe car la matrice U
est réguliere.
Si A symétrique, alors
A =1LDU' =LDL'
Si, de plus, A définie positive, c'est-a-dire x' Ax > 0, alors
A=LDL' =LyDVDL™ =cCC'
avec C = Lv/D et ot on a noté /D = diag (\/dTl,,\/E)

Cette décomposition est |a
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