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Erreurs lors des opérations arithmétiques Principes de base

Erreurs de calcul

Fait 1.5: Pour une opération quelconque
Soient a et b deux réels, le résultat de a ® b est en fait :

m(a® b) = m (m(a) © m(b))

ou l'erreur m(a ® b) — a® b se décompose en:

@ erreur d'entrée n/(a @ b) diie a I'erreur de représentation
du résultat de I'opération

@ erreur de calcul n¢(a ® b) diie au calcul lui-méme,
inhérente a la machine

L'erreur d'entrée n/(a ® b) dépend de I'ordre des opérations
donc on peut la minimiser.
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de sommation

Discussion pour la somme

Soient a et b deux réels dont on calcule la somme S = a + b.
On a:
S=a+b=AS=Aa+Ab

Or n(x) = A)((X) donc

A'S s Alb
- s s ''s

b
=n'(S) = 5'0 'a + Sn’b
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de sommation

Théoremes pour la somme

Pour la somme de 2 réels

Théoréme: Soient a et b deux réels, la somme S = a+ b est
entachée:

@ d'une erreur absolue d'entrée:
A'S=Aa+A'b

@ donc d'une erreur relative d'entrée ou erreur de précision
d'entrée

7(5) = 2/(a) + gn'(5)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de sommation

Théoremes pour la somme

Généralisation pour la somme de n réels

Théoreme 1.6.1: Généralisation
Soient x1, Xo, ...X, N réels, la somme S =37 | x; est
entachée:

@ d'une erreur absolue d'entrée:
A'S=>"Ax,  (163)
i=1

@ donc d'une erreur relative d'entrée ou erreur de précision
d’entrée

7S =Y ) (164)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de sommation

Majoration d’erreur pour la somme

En reprenant la somme de deux réels, on peut majorer dans
n'(S) = 2n'a+ 2n'b en prenant la valeur absolue:

b|
I(s 4 12 16| "
}77( )} = | }7) ’ S| } ’
donc, sachant que }n’x’ <e
‘ } 1l ﬂ |3| + |b|
B |5| SI° S

Cette majoration se généralise :

In'(S)] < IZZ:);_Z';(:)S (1.6.5)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour |'opération de produit

Discussion pour le produit

Soient a et b deux réels dont on calcule le produit P = a * b.

Ona:

P=axb= P+A'"P=m(a)+m(b) = (a+A'a)*(b+Ab)

Soit, en négligeant les termes d'ordre 2:
P+A'P=ab+A'ab+A'ba

comme P = abon a

I !
Ap_ B2 Bb
a b

AP Ala Alb

= =

P~ 2 b
AP Ala Alb

< < 2¢
P || a b | —
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour |'opération de produit

Théoremes pour le produit

Pour le produit de 2 réels

Théoreme: Soient a et b deux réels non nuls, le produit
P = a x b est entaché:

@ d'une erreur absolue d'entrée:

Aa Alb
A'P=P. (— G —
a b
@ donc d'une erreur relative d'entrée ou erreur de précision
d’entrée

n'(P) =1'(a) +n'(b)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour |'opération de produit

Théoremes pour le produit

Généralisation pour le produit de n réels

Théoreme 1.6.2: Généralisation

- 7 . n
Soient X1, X, ...x, n réels non nuls, le produit P =[], x; est
entaché:

@ d'une erreur absolue d’'entrée:

A'P=P. Z A

X.
i=1 !

@ donc d'une erreur relative d'entrée ou erreur de précision
d'entrée

W'(P) = > ()
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de division

Discussion pour la division

Soient a et b deux réels dont on calcule le quotient Q = a/b.

On a:
m(a) a+Ala

_ 2 1A m(
Q== QA Q= = b b
)

= (Q+A'Q) (b+A'b) = (a+Aa)
Soit, en négligeant les termes d’ordre 2:
QA'b+ bA'Q = Ala

bA'a — aA'b
|
= AQ = T

Ac’;Q =['(Q) <2

-
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Erreur pour I'opération de division

Théoreme pour la division

Pour la division de 2 réels

Théoréeme 1.6.3: Soient a et b deux réels, b non nul, le
produit Q = a/b est entaché:

@ d'une erreur absolue d'entrée:
bA'a — aA'b

A'Q = ——— (1.6.9)

@ donc d'une erreur relative d'entrée ou erreur de précision
d’entrée

n'(P)=1'(a)—n'(b)  (1.6.10)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Formalisation de la notion d'algorithme

Un algorithme?

Définition: C'est une transformation ¢ qui fait passer d'un
ensemble de données X = [x, xa, ..., X,] @ un résultat final

Y = [)’1,)/2, ...,ym] = ¢(X)
On décompose ¢ en une suite de transformations élémentaires
oK) k=1.r:

¢ =¢o...0pPopM)
Si en entrée on donne m(X) au lieu de X, alors a la sortie on
am(Y) = m(p(m(X))). L'erreur A(Y') s'exprime pour chaque
composante y; = ¢;(X) de Y:

"~ 0¢i(X) .
Ay,zz B Ax; i=1,..m

J=1
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Erreurs lors des opérations arithmétiques

Propagation d’erreur dans un algorithme

Formalisation de la notion d'algorithme

Ay; ~ J_Zl 8%)(;()@9 i=1,..m (1.7.1)
donne
Ay, g;ﬁll o G Axy
AY = | : S B :
Ay, %%T %%:v Ax,
= J[p(X)] AX (1.7.2)
ou J[¢(X)] est la jacobien de ¢
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Erreur relative dans un algorithme

De (1.7.1) on déduit que

Ay _ Z 06i(X) A% x;

i om0 Xy
donc

'rz(y,-)— ;’Igin(X)
soit

I

Z al a¢, ) (1.7.3)

Les facteurs —3 2% sont appelés facteurs de
31(X) ox; pp

conditionnement de I’ algorithme
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

(0) W @
= (3)= (o )= (5 ) B ey
2

L'algorithme compte 2 étapes donc r = 2. Si on note W)
I'application qui reste a faire aprés k étapes, on a ici
seulement W)

W) = 3 = reste 3 faire apres ¢

\U(l):(Z):a—a
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

On décompose ¢ sous la forme

b= ¢(2)O¢(1)

soit ici
¢ =W op)

mais en général on a

b= w(k)o¢(k)o¢(k—1).‘.o¢(1)

W) = ¢(Nopr=1)  oplk+l)
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

On veut Ax® :

Ax? = m(x?®) - x®
= m(¢®(m(xM))) — ¢ (xM)
m(@? (m(x1))) — o (m(xM))

i

~
«

I m(x1) — V(D)

N

-~

g

On développe chaque terme séparément
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

Pour
B I (xD).(m(xD) = x)
(analogue a f(x + h) — f(x) = f'(x).h) soit

B~ J¢(2)(X(1))_A(X(1))
Pour «
m[¢® (m(xM))] = ¢ (m(xM)) (1 4 7 (m(xM)))

_ AX _ m(X)=X
=" ="x
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

Pour «
¢ (m(xW)) (1+7*(m(xV))) — ¢®(m(x1))
7?(m(x1)).¢® (m(xM))
2 (m(x1)).¢? (xM)
P m(x)) X
donc

Ax(?)  — n(2)(m(x(1))).x(2)+J¢(2)(X(1)).A(X(1))
~ n(a— B).x? 4 JUD(xM) A(xD)

ot H,y = n(a— B).x?
Sur A(x() on renouvelle le méme raisonnement
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

Pour A(x():

3 [
2(b2).b2 ) - < 0 25 )
- 2(b2).b2 ) - < e )
Aa

n(b2).62 + 2bAb )
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Propagation d’erreur dans un algorithme

Exemple: Calcul de a — b

Finalement:

Aa
2 _ _ K2 (1) (5 (1)
Ax'?) = n(a— B).(a— b°) + JU(xM). ( () 52 + 2bAb )

B B 2 1 Aa
= n@=B)la=b)+ ( -1 ) ' ( n(b%).b? + 2bAb
n(a — b).(a— b*) —n(b*).b°
= propagation dgg erreurs sur les
op. faites en cours d'algo.
Aa —2bAb
—_——

erreur sur la donnée
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Erreurs lors des opérations arithmétiques Bibliographie
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